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A. Einleitung. 


In der Abhandlung ,Uber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven. I**) habe ich alle diejenigen zu einer beliebig gegebenen alge- 
braischen Kurve (2, y) vom Geschlecht p>0O gehérenden linear poly- 





*) Diese Abhandlung zitiere ich im folgenden mit I. 

1. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. I*. Math. Ann. Bd. 67, 
pag. 145—224. 

AuBer dieser Arbeit werde ich folgende weiteren Arbeiten von mir zu zitieren 
Veranlassung haben: 

Il. ,,Fonction potentielle et fonction analytique ayant un domaine d’existence 
donné 4 un nombre quelconque wis ou infini) de feuillets.“ Comptes Rendus, 
1. Juni 1909. 

I. ,,0ber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Vierte Mit- 
teilung)“, Gott. Nachr. 31. Juli 1909. 

IV. Uber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode. Gétt. Nachr., 26. Februar 1910. 

V. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe 
Funktionen mit imaginirer Substitutionsgruppe (Fortsetzung und SchluB).“ Gétt. 
Nachr., 28. Mai 1910. 

VI. ,,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Erster Teil: 
Das allgemeine Uniformisierungsprinzip.* Crelles Journal, Bd. 138, 1910. 

Ferner die in der Einleitung der Abhandlung I (Ann. 67 pag. 149) mit naherem 
Titel aufgefiihrten Arbeiten [Tj, [II] etc., welche ich zum Unterschiede von den vorher 
aufgefiihrten Arbeiten I—VI im folgenden durch eckige Klammern [..] kennzeichne. 

Ich erwahne sogleich auch folgende die Theorie der Uniformisierung betreffende 
oder beriihrende neuere Literatur, auf welche hinzuweisen sich unten mehrfach Ge- 
legenheit bieten wird. 

D. Hilbert: ,,Zur Theorie der konformen Abbildung“. Gétt. Nachr., 17. Juli 1909. 
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morphen uniformisierenden Variablen ¢ = ¢(z, y) bestimmt, fiir welche die 
zugehérende lineare Substitutionsgruppe aus lauter reellen Substitutionen 
(positiver oder negativer Determinante) gebildet wird.*) Bei einer solchen 
uniformisierenden Variablen wird das vollstindige Wertegebiet 7’ entweder 
(,,erster Typus“) durch die obere Halbebene (Halbebene oberhalb der Achse 
des Reellen) oder (,,zweiter Typus“) durch die ganze Ebene exkl., allgemein 
za reden, unendlich vieler Punkte auf der Achse des Reellen dargestellt, 
und es ist méglich, diese uniformisierenden Variablen in einer von jeder 
Zerschneidung der Riemannschen Flache F der algebraischen Funktion y(x) 
unabhdngigen Form zu charakterisieren. 

Der letzterwihnte Umstand bezeichnet den wesentlichsten Unterschied 
zwischen den uniformisierenden Variablen mit reeller Substitutionsgruppe und 
denen mit imagindrer Substitutionsgruppe. 

Diesem Umstande von vornherein Rechnung tragend, gehe ich in der 
vorliegenden Abhandlung von einer bestimmten Zerschneidung der Rie- 
mannschen Fliche F aus. Ich denke mir, wie -dies in der Theorie der 
Abelschen Integrale geschieht, p die Fliche F nicht zerstiickende Riick- 
kehrschnittpaare mit je einem Kreuzungspunkte konstruiert und in der 
auf diese Weise in eine p-fach zusammenhiingende Fliche verwandelten 
Fliche F noch q Einschnitte gemacht (entsprechend den Abelschen Inie- 
gralen dritter Art), deren jeder zwei voneinander verschiedene Punkte 
der Flaiche F verbindet und keinen anderen Einschnitt noch einen Riick- 
kehrschnitt trifft. Die so aufgeschnittene (p+ q)-fach zusammenhingende 
Fliche F nenne ich Fy. Ich stelle mir nun in dieser Abhandlung die 
Aufgabe, alle diejenigen linear polymorphen Uniformisierungstranszendenten 
t(x, y) 2u bestimmen, welche in F, eindeutig sind und, sofern sie tiberhaupt 
relativ zur Fliche F' verzweigt sind, nur in den Endpunkten der Einschnitte 
Verzwkigungspunkte haben.**) Diese Aufgabe erledige ich vollstaindig, und 
es zeigt sich zugleich, daB die betreffenden Uniformisierungstranszendenten 
sich auch unabhdngig von der Forderung des linear polymorphen Charakters 


Ferner die Géttinger Dissertationen: 

L. Bieberbach: ,,Zur Theorie der automorphen Funktionen“. 1910. 

E. Freundlich: ,,Funktionen mit vorgeschriebenem unendlich-blittrigen Existenz- 
bereich“. 1910. 

R. Courant: ,Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die 
Probleme der konformen Abbildung*. 1910. 

SchlieBlich die Note: 

R. Kénig: ,,Konforme Abbildung der Oberfliiche einer riumlichen Ecke“. Gdtt. 
Nachr., 26. Februar 1910. 

*) ,,Fonctions fuchsiennes* (Poincaré), ,,Hauptkreisfunktionen* (Fricke-Klein). 

**) x(t) und y(t) werden dabei ,,fonctions kleinéennes“ (Poincaré, Acta math. 

t. 3), ,,Funktionen mit wnendlich vielen isoliert liegenden Grenzpunkten“ (F ricke-Klein). 
1 * 
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derselben allein durch die fiir sie charakteristischen Uniformisierungseigen- 
schaften definieren lassen, eine Eigentiimlichkeit, welche unter den in der 
Abhandlung I (Ann. 67) bestimmten uniformisierenden Variablen mit 
reeller Substitutionsgruppe nur denen des zweiten Typus (s. oben) zu- 
kommt,*) welche sich den in vorliegender Abhandlung betrachteten uni- 
formisierenden Variablen unterordnen lassen. 

Der Fundamentalbereich fiir eine uniformisierende Variable der zu 
bestimmenden Klasse entsteht aus bekannten elementaren Fundamental- 
bereichen gem&B dem von Herrn Klein**) allgemein aufgestellten, von 
ihm selbst als Leitprinzip bei der Aufstellung der auf Gruppen aus imagi- 
niren Substitutionen sich beziehenden Uniformisierungstheoreme fir alge- 
braische Kurven (,,Fundamentaltheoreme“) beniitzten ,,Prinzip der Ineinander- 
schiebung* oder ,,Kompositionsprinzip“. 

Das vollstindige Wertegebiet einer uniformisierenden Variablen, welche 
der hier untersuchten Klasse angehért, wird in jedem Falle von der ganzen 
Ebene exkl., allgemein zu reden, unendlich vieler diskret liegender Punkte 
gebildet, welch letztere Punktmenge die Méichtigkeit des Kontinuums und 
den Inhalt***) Null hat. 

Unter den in dieser Abhandlung gelisten Problemen hebe ich das 
klassische Problem der Uniformisierung einer beliebigen algebraischen Kurve 
durch automorphe Funktionen des Schottkyschen+) Typus besonders hervor. 
Hinweisen will ich noch auf ein anderes Uniformisierungstheorem, welches 
besagt, daB es méglich ist, die oben erwihnte (p+ q)-fach zusammen- 
hangende Riemannsche Fldche F, umkehrbar eindeutig und konform auf 
einen Fundamentalbereich mit lauter, niimlich 2p+q parabolischen Rand- 
substitutionen abzubilden}+). Die betr. uniformisierende Variable hat die 


*) Vgl. meine Arbeit I. 

“*) F. Klein, ,,Neue Beitrige zur Riemannschen Funktionentheorie“. Math. 
Ann. Bd. 21, 1883, pag. 141—218. 

“*) D. h.: es ist médglich, diese Punktmenge in ein aus endlich vielen Flichen- 
stiicken gebildetes Gebiet einzubetten, welches einen beliebig kleinen Gesamtfldchen- 
inhalt hat. 

+) Schottky hat diesen Typus zum ersten Male in seiner Dissertation ,Uber 
die konforme Abbildung mehrfach zusammenhiingender ebener Flichen* (Berlin, 
1875, Crelles Journal Bd. 83) betrachtet unter Beschriinkung auf einen bestimmten 
symmetrischen Fall. Spiiter 1887, nach dem Vorgange von Poincaré und Klein 
(1881—1884), ist Schottky selbst auch auf den allgemeinen Fall automorpher Funk- 
tionen des betreffenden Typus eingegangen: ,,Uber eine spezielle Funktion, welche 
bei einer bestimmten linearen Substitution ihres Arguments ungeiindert bleibt“, Crelles 
Journal Bd. 101. Uber sein Verhiiltnis zur Entdeckung des Uniformisierungstheorems 
aiuBert sich Schottky selbst in Math. Ann. Bd. 20, pag. 299 und Berliner Monats- 
berichte 1907, pag. 920 FuBnote. 

+t) Vgl. unten pag. 41. 
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Eigenschaft, daB alle anderen uniformisierenden Variablen der hier unter- 
suchten Klasse sich als eindeutige Funktionen derselben darstellen lassen. 
Mit Hilfe dieser uniformisierenden Variablen lassen sich, wenn g = 0 ist, 
alle Abelschen Integrale erster und zweiter Art, wenn g> 0 ist, auch 
diejenigen dritter Art uniformisieren, deren logarithmische Verzweigungs- 
punkte mit den Eckpunkten der q Einschnitte koinzidieren, indem gleich- 
zeitig die an den beiden Endpunkten eines jeden Einschnitts auftretenden 
Logarithmen entgegengesetzt gleiche Koeffizienten haben. 

Fiir das auf die Funktionen des Schottky schen Typus sich beziehende 
Uniformisierungstheorem (,,Fundamentaltheorem“), welches im Jahre 1882 
von Herrn Klein aufgestellt worden ist, habe ich zum ersten Male im 
Februar 1908 in der Mathematischen Gesellschaft der Universitit Gottingen 
zwei innerlich verwandte Beweise (Methode der Uberlagerungsfliche, iterieren- 
des Verfahren) mitgeteilt, welche ich in den Arbeiten [VII], [XI], VI 
publiziert habe. Damit war iiberhaupt zum ersten Male ein Beweis des 
erwihnten Kleinschen Fundamentaltheorems geliefert. 


Die Methode der Uberlagerungsfliche fihrt auf das von mir aufgestellte 
und bewiesene (s. die Arbeiten [ VIIT] und [IX}) ,,allgemeine Abbildungsprinzip“, 
welches besagt, daB es méglich ist, eine beliebige endlich- oder unend- 
lich-vielblitterige, endlich- oder unendlich-vielfach zusammenhiingende Rie- 
mannsche Fliche, welche durch jeden auf ihr gezogenen geschlossenen 
Riickkehrschnitt in Stiicke zerfallt, umkehrbar eindeutig und konform 
auf ein schlichtes, d. i. einblittriges Gebiet abzubilden. Weitere Beweise fiir 
dieses allgemeine Prinzip habe ich in II, Ill, IV, VI entwickelt, woselbst 
auch wesentlich weitergehende Abbildungsprobleme fiir unendlich-vielfach 
zusammenhingende Bereiche behandelt werden*). Die letztgenannten Be- 
weise entstanden infolge einer Anregung, welche ich durch einen von Herrn 
Hilbert im April 1909 zur Zeit der Anwesenheit des Herrn Poincaré 
in Géttingen in der Mathematischen Gesellschaft der Universitit Gottingen 
gehaltenen Vortrag erhielt. In diesem Vortrage skizzierte Herr Hilbert 
seinerseits einen Weg, um mit Hilfe seiner Methode des Dirichletschen 
Prinzips durch direkte Anwendung dieses Prinzips auf die abzubildende 
unendlich-vielbliattrige Flaiche zur gesuchten Abbildungsfunktion zu ge- 
langen **). 





*) Der Fortschritt besteht dabei hauptsiichlich darin, daB es unter Heranziehung 
einer von Hilbert angegebenen Minimaleigenschaft gelingt, eine Normierung der 
Begrenzungsform des unendlich-vielfach zusammenhingenden schlichten Gebiets herbei- 
zufiihren. Ich verweise diesbeziiglich auSer auf meine Arbeiten III, IV, VI, auch auf 
die das erwiihnte Ziel ebenfalls erreichende Dissertation von R. Courant. 

**) Hilbert 1. c. In dieser Arbeit des Herrn Hilbert sowie in den erwihnten 
Arbeiten II, IIL VI des Verfassers wird tiberhaupt die Existenz des zu einer ganz 
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In der vorliegenden Abhandlung mache ich von dem erwiahnten all- 
gemeinen Abbildungsprinzip keinen Gebrauch, vielmehr entwickle ich eine 
von mir bisher noch nicht publizierte speziellere Methode, um die Uber- 
lagerungsfliche fiir die hier gesuchten Uniformisierungstranszendenten auf 
einen schlichten Bereich abzubilden. Einige Fille erfordern eine besondere 
Behandlung als Grenzfille. Das wesentlich Neue, was zugleich bei dieser 
iibrigens véllig naturgemaBen Methode herauskommt, ist die Erkenntnis, 
daB der KonvergenzprozeB (Konvergenz der fiir die Niiherungsflichen der 
Uberlagerungsfliche gebildeten Naherungs-Abbildungsfunktionen gegen die 
gesuchte Grenzfunktion) mit der Konvergenz einer geometrischen Reihe ver- 
glichen werden kann. Bei dieser Methode spielt ein von mir in der 
Arbeit [XI] aufgestellter und bewiesener, in vorliegender Abhandlung neu- 
begriindeter Hilfssatz (Satz von der Endlichkeit der Verzerrung bei kon- 
former Abbildung)*) die dominierende Kolle. 

Was die Methode des iterierenden Verfahrens anbetrifft, so erfordert 
der beziigliche Beweis nach Durchfiihrung der Methode der Uberlagerungs- 
fliche keine neue Konvergenzbetrachtung, sondern vielmehr lediglich eine 
qualitative Untersuchung. Auch dies ist als ein besonderer Vorteil der 
hier mitgeteilten ,,spezielleren Methode“ za vermerken. Das iterierende 
Verfahren konvergiert somit ebenfalls wie eine geometrische Reihe. 


B. Erster (analytischer) Teil. 


Definition der zu bestimmenden Klasse von uniformisierenden 
Variabelen. Fundamentalbereich, Wertegebiet und charakteristische 
Signatur der einzelnen uniformisierenden Variabelen. 


§ 1. 
Problemstellung. 


Es sei (x,y) eine beliebig gegebene algebraische Kurve vom Ge- 
schlecht p>0O, F die zu der algebraischen Funktion y(x) gehérende 
Riemannsche Fliche. Im Falle einer Kurve vom Geschlecht Null kann 
an Stelle der algebraischen Kurve (x, y) vermége birationaler Transfor- 
mation die Kurve y= treten, wobei dann gleichzeitig die Fliche F’ mit 
der schlichten, d. i. einbliittrigen Vollebene (Ebene inkl. des unendlich 
fernen Punktes) identisch ist. 


beliebigen unendlich-vielblittrigen Riemannschen Fliche unendlich hohen Zusam- 
menhangs gehdrenden elektrischen Strémungspotentials bewiesen. 
*) Im folgenden kurz als ,, Verzerrungssatz“ bezeichnet. 
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Wir denken uns auf der Flaiche F, wie in der Theorie der Abelschen 
Integrale, p Paare von Riickkehrschnitten gezogen, so daB je zwei einem 
und demselben Paare angehérende Riickkehrschnitte sich in einem und 
nur einem Punkte schneiden. Die Fliche F wird dadurch in eine p-fach 
zusammenhingende Fliche mit p Begrenzungslinien verwandelt. Weiter 
denken wir ups q Paare von Punkten auf der Fliiche F gewihlt, deren 
keiner auf einem der bereits gezogenen Riickkehrschnitte liege. Je zwei 
Punkte eines und desselben Paares verbinden wir durch eine sich selbst 
und die Riickkehrschnitte nicht treffende Linie und zwar so, daB auch 
diese g Linien miteinander keinen Punkt gemeinsam haben. Letztere 
q Linien mégen als EHinschnitte bezeichnet werden. Die Filiche F' ist, 
jetzt eine (p+ )-fach zusammenhiingende Fliche mit p+ q getrennten 
geschlossenen Begrenzungslinien. Diese (p + q)-fach zusammenhiingende 
Fliche wollen wir mit F, bezeichnen. Ist p= 0, so entsteht die Fliche 
F, lediglich durch Einschnitte aus der Fliche F. 

Wir stellen uns nun folgendes Problem: 

Problem: Es sollen alle zur Kurve (x, y) bezw. zur Riemannschen 
Fliche F gehirenden linear polymorphen*) uniformisierenden Variabeln 
t=—t(x,y) bestimmt werden, welche, als Funktionen des Ortes auf der 
Riemannschen Fliche F betrachtet, sofern sie iiberhaupt relativ zur Fliche F 
verzweigt sind, nur in den Endpunkten der Einschnitte verzweigt sind und 
in F, eindeutig sind. 


B, I. Fundamentalbereich und Wertegebiet der einzelnen 
uniformisierenden Variabelen. 


§ 2. 
Beziehung zum Kleinschen Kompositionsprinzip. 


Den Begriff der zu einer algebraischen Kurve gehérenden 1. p. uni- 
formisierenden Variablen habe ich in dem Abschnitte B der Abhand- 
lung XIII (Math. Ann. 67) niher prizisiert. Den dortigen Bestimmungen 
gema8 muB fiir jede GréBe ¢ der verlangten Art eine Differentialgleichung 
der Form 

Dit), — R(a, y) 
bestehen, wobei mit R(x, y) eine rationale Funktion von 2, y, mit D(¢), 
der Schwarzsche Differentialausdruck dritter Ordnung der GréBe ¢ nach x 
bezeichnet ist. Die Funktion ¢(z, y) verhilt sich notwendig auch in ihren 


*) Wir deuten im folgenden die beiden Worte linear polymorph abgekiirzt 
mit ,,/. p.“ an. 
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relativen Verzweigungspunkten bestimmt und zwar, je nachdem die Ver- 
zweigung von endlicher oder uneadlich hoher Ordnung ist, in algebraischer 
oder logarithmischer Weise. 

Lassen wir den variablen Punkt (x,y), ausgehend von einem be- 
stimmten festen Punkte (z,, y,), eine die relativen Verzweigungspunkte der 
Funktion (x,y) vermeidende geschlossene Bahn auf F' beschreiben, so 
wird lings einer solchen Bahn ein urspriinglich gewihlter in F, ein- 
deutiger Zweig ¢,(z, y) der Funktion ¢(x, y) tibergehen in einen andern 
Zweig, der in F, ebenfalls eindeutig ist und mit ¢, durch eine bestimmte 
lineare Substitution mit konstanten Koeffizienten zusammenhingt. Die 
Gesamtheit aller auf die angegebene Weise erhiiltlichen wirklich ver- 
schiedenen Zweige der Funktion ¢ bestimmt zugleich eine Gesamtheit von 
lauter untereinander wirklich verschiedenen linearen Substitutionen. Diese 
Substitutionen bilden eine Gruppe G, die zu der uniformisierenden Variablen ¢ 
gehérende lineare Substitutionsgruppe. An den gegeniiberliegenden Punkten 
je eines unserer Riickkehrschnitte oder Eimschnitte nimmt die Funktion ¢ 
Werte an, welche durch eine bestimmte, dem einzelnen Schnitte zugeord- 
nete lineare Substitution zusammenhingen. Die so erhaltenen 2p + q 
Substitutionen spielen fiir die Gruppe G die Rolle eines vollstindigen 
Erzeugenden-Systems, indem namlich jede beliebige Substitution der Gruppe G 
sich aus den erwahnten 2p + qg Substitutionen unter Hinzunahme der in- 
versen Substitutionen durch Zusammensetzung herleiten laBt. Es beruht 
dies darauf, daB man bei Durchlaufung irgend einer auf F geschlossenen 
Bahn nur dann in einen andern Zweig der Funktion ¢ hineingerit*), wenn 
entweder ein Riickkehrschnitt oder ein Einschnitt tiberschritten wird. 
Eine und dieselbe Substitution der Gruppe G laBt sich dabei, allgemein 
zu reden, auf unendlich viele Arten aus den erwihnten 2p + q Erzeugen- 
den zusammensetzen. So erhilt man, indem man z. B. um den Schnitt- 
punkt eines Riickkehrschnittpaares eine kleine geschlossene Linie beschreibt, 
als Resultat die identische Substitution. Bei Durchlaufung dieser Linie 
wird andererseits jeder Riickkehrschnitt des Paares zweimal und zwar das 
eine Mal im positiven, das andere Mal im negativen Sinne iiberschritten. 
Ebenso erhalt man, wenn man einen der relativen Verzweigungspunkte 
so oft umkreist, bis die Funktion zu ihrem Ausgangswerte zartickkehrt, 
die identische Substitution. Dabei hat man dann den zugehérenden Ein- 
schnitt entsprechend oft iiberschritten. 

Der Zweig ¢,(«, y) leistet eine konforme Abbildung der Fliche F, 
auf einen schlichten, d. h. einblittrigen Bereich ©,, den zur uniformisieren- 
den Variablen ¢ gehérenden Fundamentalbereich, von welchem wir, ohne 


*) Der einzelne Zweig ist jedesmal eine in F, eindeutig erklirte Funktion. 

















Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II. 9 


den Grad der Allgemeinheit der Untersuchung einzuschrinken, annehmen 
kénnen, daB er den unendlich fernen Punkt im Inner enthialt. Der 
Bereich ®, ist ein (p+ q)-fach zusammenhiingender Bereich, dessen p+ q 
Begrenzungslinien in p viereck-artige und q zweieck-artige Begrenzungs- 
linien zerfallen. Eine viereck-artige Begrenzungslinie entspricht stets einem 
bestimmten Riickkehrschnittpaar, und es zerfillt demnach, wodurch die 
Bezeichnung gerechtfertigt ist, eine solche Linie in vier Stiicke (Seiten 
des Vierecks), deren je zwei gegeniiberliegende durch eine erzeugende Sub- 
stitution der Gruppe G aufeinander bezogen sind. Eine zweieck-artige 
Begrenzungslinie entspricht jedesmal einem Einschnitte. Sie zerfillt, den 
beiden Ufern des Einschnitts entsprechend, in zwei Stiicke (Seiten), die 
wiederum durch eine erzeugende Substitution der Gruppe G aufeinander 
bezogen sind. Je zwei auf einer Begrenzungslinie befindliche, unmittelbar 
aufeinander folgende Seiten haben zwischen sich einen Eckpunkt des Vier- 
ecks bezw. Zweiecks. Bei einem Viereck sind die vier Eckpunkte Bilder 
des Kreuzungspunktes des zugeordneten Riickkehrschnittpaares, bei einem 
Zweieck sind die beiden Eckpunkte Bilder der beiden Endpunkte des zu- 
geordneten Einschnitts. 

Aus dem Charakter der durch die Funktion ¢(2, y) vermittelten kon- 
formen Abbildung in der Umgebung eines Kreuzungspunktes folgt sofort, 
daB die Summe der Winkel eines Vierecks (das sind die Winkel, welche 
die Flache , in den Eckpunkten des Vierecks besitzt) gleich 22 ist. 
Der von ®, in einem einzelnen Zweiecks-Eckpunkte gebildete Winkel ist 


gleich =* , wenn v die Ordnungszahl des zugeordneten relativen Ver- 


zweigungspunktes der Funktion ¢ ist. Aus dem Umstande, daB lings 
eines Einschnitts nur eine einzige lineare Substitution besteht, leuchtet 
ferner unmittelbar ein, daB die beiden Winkel eines und desselben Zwei- 
ecks einander gleich sein miissen. Ist » = oo, so haben wir den Fall 
logarithmischer Verzweigung. In diesem Falle haben die beiden Winkel 
des betr. Zweiecks die Offmang Null. 

Den verschiedenen Zweigen der Funktion ¢(z, y) entsprechen lauter 
voneinander verschiedene Bilder des Bereichs ®,, welche sich gegenseitig 
nicht tiberdecken und durch ihre Gesamtheit ein bestimmtes zusammen- 
hiangendes Gebiet 7 in der t-Ebene darstellen, das Wertegebiet der uni- 
formisierenden Variablen ¢. Diese Bilder des Bereichs ®, gehen aus , 
dadurch hervor, daB man auf letzteren Bereich die Operationen der Gruppe G 
anwendet, welche ihrerseits durch die auf der Begrenzung des Bereichs 9, 
erklarte Seitenzuordnung bestimmt wird. 


Fassen wir jetzt eine einzelne Begrenzungslinie des Bereichs , ins 
Auge, indem wir uns die anderen Begrenzungslinien fortdenken, so wird 
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diese Begrenzungslinie einen Bereich g, abgrenzen, welcher den Bereich ®, 
als Teilbereich enthilt. Durch die lings der betrachteten Begrenzungs- 
linie definierte Seitenzuordnung sind zwei bezw. eine Erzeugende gegeben, 
welche durch ihre Zusammensetzungen eine bestimmte Untergruppe g der 
Gruppe G liefern. Die den verschiedenen Substitutionen der Untergruppe g 
entsprechenden Bilder des Bereichs g, sind alle voneinander verschieden 
und iiberdecken sich nicht gegenseitig, darum nimlich, weil die durch g 
aus , hervorgehenden Bilder alle voneinander verschieden sind und sich 
gegenseitig nicht tiberdecken. Dic Gesamtheit letzterer Bildbereiche von 
®, bilden ein zusammenhingendes Teilgebiet + des Gebiets 7, welches 
Teilgebiet man sich verdeutlicht, indem man auf F einen variablen Punkt 
nur soleche Bahnen beschreiben JaBt, bei denen auBer dem betreffenden, 
der Begrenzungslinie von g, entsprechenden Riickkehrschnittpaar oder 
Einschnitt kein weiterer Riickkehrschnitt oder Einschnitt tberschritten 
wird. Ein einzelner vermége einer Substitution der Untergruppe g aus 9, 
entspringender Bildbereich von ©, wird dementsprechend ein gewisser end- 
licher Bereich sein, welcher nach aufen von einer Begrenzungslinie L 
umschlossen ist, welche vermége der betreffenden Substitution von g der 
Begrenzungslinie von g, entspricht, wihrend die inneren Begrenzungs- 
linien desselben Bildbereiches (p + q— 1) Gebiete begrenzen, die nicht 
mehr zu t gehéren und offenbar vermége der betrachteten Substitution 
von g den von den entsprechenden p + q — 1 Begrenzungslinien des Be- 
reichs ®, umschlossenen Gebieten entsprechen. Die betreffende Substi- 
tution von g bildet also den Bereich g, auf das ganze Innere der Linie L ab. 

Der Bereich g, besitzt in bezug auf die durch seine Seitenzuordnung 
definierte Gruppe dieselbe Eigenschaft, welche der Bereich ®, in bezug auf 
die durch seine Rinderzuordnung definierte Gruppe besitzt, nimlich die 
Kigenschaft bei Ausiibung der Substitutionen der Gruppe auf den Bereich 
eine nirgends mehrfache Bedeckung der Ebene zu liefern. 

Jeder einzelnen Begrenzungslinie des Fundamentalbereichs ist in der 
angegebenen Weise ein Fundamentalbereich g, zugeordnet. Die zu zwei 
verschiedenen Begrenzungslinien von ®, gehérenden Fundamentalbereiche g, 
haben das Stiick ®, gemeinschaftlich. Der Fundamentalbereich ©, ent- 
springt daher aus p + q Fundamentalbereichen g, gemiB dem von Herrn 
Klein in seiner oben erwiahnten Abhandlung (Math. Ann. 21) allgemein 
aufgestellten ,,Prinzip der Ineinanderschiebung“ oder ,,Kompositionsprinzip“. 
Vermige der so gewonnenen Auffassung werden wir darauf gefiihrt, die 
Natur des einzelnen Fundamentalbereichs g, fiir sich zu studieren, was 
im nichsten Paragraphen geschieht. 
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§ 3. 


Bestimmung der in Betracht zu ziehenden elementaren 
Fundamentalbereiche*). 


Wir haben als elementare Fundamentalbereiche g, zweieck-formige 
und viereck-formige Fundamentalbereiche in Betracht zu ziehen. Die zu- 
lissigen Zweiecke haben wir sofort, wenn wir beriicksichtigen, daB die 
durch die Seitenzuordnung eines Zweiecks erklirte lineare Substitution 


]j / 
entweder eine elliptische Substitution der Periode » oder eine parabolische 





Fig. 1. Fig. 2. 


Substitution ist, je nachdem nimlich der Winkel des Zweiecks = oder 
Null ist. Vgl. die Figuren 1 und 2. 


Erste Methode zur Bestimmung der viereck-firmigen 
Fundamentalbereiche. 


Gema8 einer oben gemachten Bemerkung haben wir nur solche 
Vierecke g, in Betracht zu ziehen, fiir welche die Summe der von der 
Fliche g, in den Eckpunkten des Vierecks gebildeten Winkel gleich 27 ist. 

Indem wir uns der niaheren Untersuchung eines solchen Vierecks g, 
zuwenden, nehmen wir wie oben an, daB der unendlich ferne Punkt im 
Innern des Bereichs g, liege. Aus der Tatsache, daB die Winkelsumme 
des Vierecks gerade 22 ist, kénnen wir eine wichtige Folgerung ziehen. 
Bezeichnen wir namlich mit S, und S, die beiden zugleich mit dem 
Viereck definierten linearen Substitutionen, so wird durch S, das urspriing- 
liche Viereck, es heiBe V,, tibergefiihrt in ein Viereck V,, durch S, in 
ein Viereck V,. Das Viereck V, weist jetzt seinerseits die Randsubstitu- 
tionen S, = S, und S, = S,-'S,S, auf, ebenso V, die Randsubstitutionen 


5,=S, und S,=S,-1S,S8,. Fihren wir nunmehr V, durch die Substitution 5, 


*) Wir werden bei dieser Untersuchung nur auf bekannte Typen elementarer 
Fundamentalbereiche gefiihrt werden. Man vergl. Klein, Math. Ann. Bd. 21, so- 
wie Fricke-Klein: ,,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen 
Bd. I, Leipzig, Teubner, 1897. 
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in ein Viereck V, tiber, ebenso V, durch die Substitution S, in ein Vier- 
eck V,, so haben wir ein System von vier Vierecken, welche aus dem 
Grundviereck V, nach MaBgabe der schematischen Figur 3 hervorgehen. 
In dieser Figur ist des leichteren Verstindnisses halber die Anlage so 
getroffen, daB der unendlich ferne Punkt auerhalb samtlicher finf Vier- 
ecke bleibt. Die fiinf Vierecke sind wegen der Konformitiét der durch 











die linearen Substitutionen vermittelten Abbildungen winkelverwandt (vergl. 
die Winkelangaben in Figur 3). Da nun die Winkelsumme des Vierecks 
V, nach Voraussetzung gleich 22 ist, so muB notwendig V, mit V, 
identisch sein, d. h. wir bekommen zwischen den Randsubstitutionen S, 
und S, des Vierecks V, die Relation 
8,5, = 8,8, oder S,S, = 8,S,. 

Daraus folgt zugleich, daB die Randsubstitutionen in V, dieselben sind wie 
in V,, desgleichen in V,, V;, V, und daher iiberhaupt in allen aus V, 
vermége der durch S, und S, definierten Gruppe entspringenden Bildvier- 
ecke. An Stelle der schematischen Figur 3 werden wir jetzt zweckmibig 
die schematische Figur 4 treten lassen.*) 

Bemerkt sei noch, daB wegen der gefundenen Vertauschbarkeit der 
Substitutionen S, und S, jede Substitution der Gruppe sich in der Form 
S,"S,* darstellen laBt, wobei die Exponenten x, und x, je eine ganze 
positive oder negative Zahl, auch die Null bedeuten kénnen. 

Wir gehen nunmehr zur Bestimmung der einzelnen méglichen Vier- 
eckstypen tiber. 

Der einfachste Fall tritt ein, wenn eine der beiden Substitutionen 
S,, S,, etwa S,, die identische Substitution ist. In diesem Falle koinzi- 


*) Der innere Kreuzungspunkt der Figur 4 reprisentiert uns mit seiner Um- 
gebung, um wieder an die Beziehung zur Funktion ¢(«,y) zu erinnern, das konforme 
Bild der vollstiindigen Umgebung des Kreuzungspunktes des dem Viereck entsprechen- 
den Riickkebrschnittpaares. Die Relation S,S,—S,S, oder S,S,S,~*S,-' = E be- 
deutet dann nichts anderes als dies: die Funktion ¢(2,y) ist im Kreuzungspunkte 
nicht verzweigt. 
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dieren zwei gegeniiberliegende Seiten des Vierecks ihrem ganzen Verlaufe 
nach, und es ist dann zweckmiiBig, sich diese Linien tiberhaupt fort- 
zudenken, wodurch der einfach zusammenhingende Fundamentalbereich g, 
in einen zweifach zusammenhingenden Fundamentalbereich (vergl. Figur 5) 


iibergeht, fiir welchen wir die Bezeichnung 
@ beibehalten wollen. Durch die Substi- 7 Yj 
tution S, werden die beiden voneinander ge- /p- 
trennten geschlossenen Begrenzungslinien ee ® 
dieses Fundamentalbereichs ineinander tiber- Y ps eo 

efiihrt. Bei Ausiibung der Substitutionen YY yy 
5, , 5,3, S,3,--- erhilt man eine Gesamtheit Us Hd ZZ Hdd Z 

° ° Fig. 5. Erster Viereckstypus 
von lauter untereinander verschiedenen Be- (Schottkyecher Types). 
reichen, welche sich glatt nebeneinander 
lagern. Die Substitution S, ist in diesem Fulle notwendig eine loxodro- 
mische bezw. hyperbolische Substitution. Von den beiden Fixpunkten liegt 
der eine innerhalb der einen, der andere innerhalb der andern Begrenzungs- 
linie des Fundamentalbereichs g,. 
Wir bezeichnen den hiermit gefundenen 

Viereckstypus als den ersten Viereckstypus 


oe 


oder als den Schottkyschen Typus.*) 
Betrachten wir jetzt den Fall (zweiter 
Viereckstypus), daB eine der beiden Substi- 


(> 
I 








Yy 
j My, 
tutionen S,, S,, etwa die Substitution S, Y rY 


Y 
elliptisch ist. Dann wird die Substitution S, 7 1H LD>ny 
-adenfalls ei che ellipti > ne Y/p 
jedenfalls eine solche elliptische Substitution 
sein miissen, welche eine endliche Periode hy 
besitzt, da andernfalls der eigentlich diskon- SY 
tinuierliche Charakter der Gruppe ausge- pig. ¢ zweiter Viereckstypus mit 2u- 
schlossen wire. Wenden wir die Substitution #*B®rendem «weifach susammenhingen- 
S, und ihre Wiederholungen auf den Be- 


dem Gtrtel. 
reich g, an, so erhalten wir einen zweifach zusammenhingenden Giirtel, 
gebildet aus g, und endlich vielen Bildexemplaren von q, (vergl. Figur 6. 
Der Buchstabe E bezeichnet die identische Substitution). 


*) Schottky hat in seiner bekannten Dissertation ,,Uber die konforme Ab- 
bildung mehrfach zusammenhingender ebener Flichen* (Berlin 1875, umgearbeitet 
erschienen in Crelles Journal Bd. 83) nur einen symmetrischen Fall betrachtet, der 
allgemeine, nichtsymmetrische Fall ist zuerst von Poincaré (Comptes Rendus 1881, 
t. 2, pag. 44) betrachtet worden. Ubrigens sei hier noch ausdriicklich bemerkt, daB wir 
uns nicht darauf beschriinken diirfen,*solche Fundamentalbereiche des Schottky- 
schen Typus zu betrachten, bei welchen die Begrenzung von Vollkreisen gebildet 
wird, vielmehr haben wir die von Klein (Math. Ann. Bd. 19 und 21) gewihlte 
Allgemeinheit der Begrenzung innezuhalten. Nach Bieberbach (Dissertation § 11) 
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Die Substitution S, vermittelt eine Zuordnung der beiden vollstin- 
digen Begrenzungslinien des Giirtels und diese Substitution ist offenbar 
wieder loxodromisch bezw. hyperbolisch. Der eine Fixpunkt liegt innerhalb 
der einen, der andere innerhalb der andern Begrenzungslinie des Giirtels. 
Ist etwa die Ordnung der Substitution 8,, so ergibt sich nunmehr 

Me O “=O, +1, +2,--- : : 
sofort, daB der Ansdruck S,”S, * epic tcl ] die Gesamtheit 
? , , 
aller Substitutionen der Gruppe darstellt und zwar jede nur einmal. Die 
Anordnung der Bildbereiche des Bereichs wird durch die Figur 7 ver- 
anschaulicht. 


YY Yj Es sei jetzt keine der beiden Substitu- 
fj , tionen §,, S, eine Substitution endlicher 
Y oe jj, Periode. In diesem Falle sind die den Sub- 


stitutionen S," [x,=—0, +1, +2,'--] ent- 
Vj sprechenden Bildbereiche von g, samtlich 
Yy voneinander verschieden und bilden durch 


Uf ihre Gesamtheit ein einfach zusammen- 
hiingendes Gebiet «,, an welchem wir zwei 
durch die Substitution S, zugeordnete Be- 
grenzungsseiten unterscheiden, welche unter 
Umstinden auch koinzidieren kénnen. Jede der erwihnten zwei Be- 
grenzungsseiten stellt eine Verbindungslinie der eventuell in einen Punkt 
zusammenfallenden Fixpunkte der Substitution S, dar, woraus folgt, 
daB jeder Fixpunkt von S, auch Fixpunkt von 8, ist. Auf analoge Weise 
ergibt sich, daB jeder Fixpunkt von 8S, 


YY auch Fixpunkt von S, ist. Die beiden 
YY Substitutionen S, und S, haben also 
dieselben Fixpunkte. 
cd Es sind nun zwei Fille zu betrachten. 
Yi ~\ (3 Erster Fall: S, und S, haben beide nur 
LD. Ll\ 4 JB 


einen Fixpunkt. In diesem Falle kénnen 
wir denselben ins Unendliche transfor- 
mieren, wodurch das Viereck g, in das 
Fundamentalparallelogramm einer dop- 
peltperiodischen Funktion itibergeht. 
Vgl. die schematische Figur 8, in welcher 
AS 6 Sle Veni die entsprechende Zeichnung des Vier- 





y oe Na / 
and? 


Y Uf Yyp Ys 
Fig. 7 








ist es im allgemeinen nicht mdglich, einen von 2p paarweise durch loxodromische 
Substitutionen aufeinander bezogenen Randkurven begrenzten Fundamentalbereich 
durch stetige Abinderung der Randkurven unter Beibehaltung der Randsubstitutionen 
in einen von 2p Vollkreisen begrenzten Fundamentalbereich tiberzufiihren. 
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ecks g, gemacht ist, bei welchem der Fixpunkt der beiden parabolischen 
Substitutionen S, und S, von der Begrenzungslinie des Vierecks um- 
schlossen wird. Zweiter Fall: S, und S, haben beide zwei voneinander 
verschiedene Fixpunkte, sind mithin beide loxodromische bezw. hyper- 
bolische Substitutionen. In diesem Falle kénnen wir durch eine lineare 
Transformation den einen der beiden Fixpunkte in den Nullpunkt, den 
andern in den unendlich fernen Punkt transformieren, wobei g, in ein 
Viereck g,' tibergeht, von welchem je zwei einander gegeniiberliegende 
Seiten durch eine Abhnlichkeitstransformation mit dem Nullpunkt als 
Transformationszentrum einander zugeordnet sind. Mégen S,’, S,’, a, fir 
das transformierte Viereck g,' dieselbe Bedeutung haben, welche S,, S,, a, 
fiir das urspriingliehe Viereck g, haben. 

Von dem Viereck gy,’ kénnen wir durch konforme Abbildung mittels 
der Funktion Logarithmus zu einem Viereck g,” gelangen, bei dem je zwei 
sich gegenseitig gegeniiberliegende Seiten durch Parallelverschiebung in- 
einander tibergehen. Das Viereck ,” ist folglich ein Fundamentalparallelo- 
gramm fiir eine doppeltperiodische Funktion, von welchem aus jetzt leicht 
die Natur des Bereichs g, bestimmt werden kann.*) Unter Vermeidung 
des Logarithmus liBt sich die Natur des Vierecks gy, auch direkt be- 
stimmen. Das den Nullpunkt mit dem unendlich fernen Punkt verbindende 
bandartige Gebiet «,’ hat zwei durch die Substitution S,’ aufeinander 
bezogene Begrenzungsseiten. Durch Anwendung der Substitutionen S,’, S,"*, 
S,'*,--- geht a,” tiber in Gebiete a,’, a’, «',---, welche jedoch als solche 
nicht alle voneinander verschieden sein kénnen. Denn andernfalls wiirde 
die Peripherie des Einheitskreises unendlich viele voneinander verschiedene 
Bilder des Bereichs g, durchsetzen. Diese Bilder gehen nun aber mittels 
zentrischer Ahnlichkeitstransformationen mit dem Nullpunkt als Zentrum 
auseinander hervor und kénnen daher ihrer GréBe nach, sofern sie vom 
Einheitskreise_durchsetzt werden, nicht beliebig klein werden, so daB in 
der Tat die Anzahl der vom Einheitskreise durchsetzten Bildexemplare 
von g, endlich sein mub. 

Es wird also in der Reihe «,, «,, «,---**) eine bestimmte erste Kette 
a, geben, welche mit « identisch ist. Daraus folgt, daB die Substitu- 
tion S,"* mit einer bestimmten Potenz von S,, etwa S,"' identisch ist, 
wobei wu, eine von Null verschiedene positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. Die den Substitutionen S,, S,%, - --, S,"", S,, S,°, ---, S,"*~* ent- 
sprechenden Bildexemplare des Bereichs g, sind nun alle voneinander 


*) S. Fricke-Klein: Vorlesungen ifber automorphe Funktionen, Bd. I, pag. 234 ff: 
»Nichtrotationsgruppen mit zwei Grenzpunkten“. 

**) a, 0,,@,,°-- haben in bezug auf g, die analoge Bedeutung wie «,’, «,’, «,’,--- 
in bezug auf g,’. 
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verschieden und bilden zusammen mit g, ein zweifach zusammenhingen- 
des Gebiet, dessen beide Begrenzungslinien durch die Substitution S, S, 
aufeinander bezogen sind. Die Wiederholungen dieser Substitution, welche 
jedenfalls loxodromisch bezw. hyperbolisch sein muB, fiihren analog wie 
beim Schottky schen Typus zu einer voll- 
stindigen Bedeckung der Ebene mit Aus- 
schlu8 zweier Grenzpunkte, der beiden 
Fixpunkte der Substitution S,S,. 

Die nur topologisch zu verstehende 
schematische Figur 9 bringt einen Funda- 
mentalbereich g, der soeben von uns be- 
trachteten Art (vierter. Viereckstypus) mit 
einigen seiner Bilder zur Anschauung. Die 
Figur ist des leichteren Verstindnisses 

Vig. % ‘Visstor Viesechetypes. halber so angelegt, daB in derselben der 

Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt 
als Fixpunkte zu denken sind. Der zweifach zusammenhingende Hilfs- 
bereich, dessen Begrenzungslinien durch die Substitution S,S, einander 
zugeordnet sind, ist schraffiert gezeichnet, insbesondere der Fundamental- 
bereich g, selbst stark schraffiert. Es ist dabei wu, = 5, u,=—3 gewihlt 
worden. *) 





Zweite Methode zur Bestimmung der viereckférmigen 
Fundamentalbereiche. 


Die jetzt mitzuteilende Methode stellt eine Anwendung allgemeiner 
funktionentheoretischer Prinzipien dar. Die Linearitit der Substitutionen 
S, und S, wird dabei als solche gar keine Rolle spielen; vielmehr wird 
es lediglich auf den analytischen Charakter der Substitutionen ankommen, 
die Linearitit wird sich als eine Folgeeigenschaft herausstellen. 

Nach bekannten allgemeinen Prinzipien (Riemann, Schwarz, 
C. Neumann, Klein, Hilbert) laBt sich eine analytische Funktion kon- 
struieren, durch deren Vermittlung das Viereck auf eine lings eines 
Riickkehrschnittpaares aufgeschnittene Riemannsche Fliche vom Geschlecht 
eins abgebildet wird, wobei zugeordneten Randpunkten des Vierecks 
koinzidierende Punkte der Riemannschen Fliche entsprechen. Bilden wir 
das zu dieser Riemannschen Flache gehérende elliptische Integral erster 
Art u, so erhalten wir, wenn die Vierecksebene als z-Ebene bezeichnet 
wird, in z() eine analytische Funktion von u, welche in der ganzen 
u-Ebene (exkl. des unendlich fernen Punktes) den Charakter einer ratio- 


*) Beziiglich der Existenz des vierten Viereckstypus s. Fricke-Klein 1. c. pag. 236. 
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nalen Funktion besitzt. Diese Funktion kann daher nach dem Picard- 
schen Satze hichstens zwei Werte auslassen (der Wert Unendlich wird 
dabei auch als ein Wert gerechnet). Das bedeutet fiir uns folgendes: 
Die Gesamtheit aller aus dem angenommenen Viereck entspringenden 
weiteren Vierecke erfiillt entweder die ganze Ebene einschlieBlich des 
unendlich fernen Punktes oder die ganze Ebene exkl. eines oder exkl. 
zweier Punkte. Der Fall der ganzen Ebene inkl. des unendlich fernen 
Punktes ist ausgeschlossen, weil in diesem Falle u(z) eine relativ zur 
z-Ebene unverzweigte und folglich eindeutige Funktion sein miiBte; diese 
Funktion wiirde ferner an keiner Stelle unendlich und miiBte sich dem- 
nach auf eine Konstante reduzieren. In den beiden andern Fallen ergibt 
sich aus dem Umstande, daB u(z) und z(w) innerhalb des Wertegebiets 
der jeweiligen unabhiingigen Variablen unverzweigt sind, sofort, dab u(z) 
entweder eine lineare Funktion von z oder eine ganze lineare Funktion 
des Logarithmus einer linearen Funktion von ¢ ist. Hieraus sind dann 
vermége der so gefundenen Beziehung des Vierecksnetzes zu der parallelo- 
grammatischen Einteilung der u-Ebene die oben gefundenen méglichen 
Viereckstypen sofort wieder zu erhalten. 

Man kann unter Vermeidung des Picardschen Satzes auch in folgen- 
der Weise zum Ziele gelangen. 

Die Funktion z(u) ist eine in der ganzen u-Ebene exkl. des unendlich 
fernen Punktes mit dem Charakter rationaler Funktionen erklirte eindeutige 
analytische Funktion, welche, sofern sie itiberhaupt an verschiedenen Stellen 
der u-Ebene einen und denselben Wert anzimmt, nur an kongruenten 
Punkten (mudd. Perioden des elliptischen Integrales) denselben Wert an- 
nehmen kann. Betrachten wir zuniichst den Fall, in welchem die Funk- 
tion z(w) keinen Wert zweimal annimmt. In diesem Falle vermittelt die 
Funktion z(u) eine konforme Abbildung der w-Ebene (exkl. des unendlich 
fernen Punktes) auf ein ebenfalls schlichtes, einfach zusammenhingendes 


Gebiet. Ist z, ein endlicher innerer Punkt dieses Gebiets, so ist 


m5, 
eine Funktion von u, welche an einem endlichen Punkte u, der u-Ebene 


unendlich wird wie —— (unter a eine Konstante verstanden) und im 
Unendlichen dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt. Die Funktion — — _“__ ist also eine in der ganzen 


% u— Uy 
u-Ebene regulire Funktion von «, welche ihrem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer endlichen Schranke bleibt und sich folglich auf eine 
Konstante reduziert. Somit ist z eine lineare Funktion von wu. 
Betrachten wir jetzt den Fall, daB die Funktion z(w) fiir zwei ver- 
schiedene endliche Werte der Variablen u einen und denselben Wert an- 
Mathematische Annalen,. LXIX. 2 
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nimmt, dann mu die Differenz der erwihnten zwei u-Werte eine Periode 
des Argumentes der Funktion z(u) sein und es gibt folglich auch eine 
primitive Periode 2@. Aus einem einfachen, oben angegebenen Grunde 
lat die Funktion z(w) mindestens einen Wert aus. Wir kénnen daher 
eine lineare Funktion z’ von z¢ bilden, welche in der ganzen u-Ebene end- 
lich ist. Die Funktion z(«) kann infolgedessen nicht doppeltperiodisch 


sein. Betrachten wir jetzt z als Funktion der GréBe e ®° =v, so wird z 
eine in der v-Ebene mit AusschluB der Punkte » = 0 und v = oo regulir 
und eindeutig erklirte Funktion sein, welche an verschiedenen Stellen der 
v-Ebene stets auch verschiedene Werte annimmt. Diese Funktion mu 
sich daher auch in den Punkten v= 0 und v = o bestimmt verhalten 
und sich folglich auf eine lineare Funktion von v reduzieren. 

Die vorstehend entwickelte Methode stellt zugleich eine Methode dar, 
um alle zu einer gegebenen algebraischen Kurve (x,y) vom Geschlecht eins 
gehirenden relativ zum Gebilde (x,y) wunverzweigten uniformisierenden 
Variablen t = t(x,y) 2u finden, wobei die Forderung, daB die Transzen- 
dente ¢(x,y) relativ zum Gebilde (x, y) linear polymorph sein soll, nicht 
gestellt zu werden braucht. Das Resultat ist, daB es auBer dem zur 
Kurve (x, y) gehérenden elliptischen Integral erster Art u mit den Perioden 


2@ und 2@’ und den Exponentialgréfen e+” ot =0, +1, +2,-- ‘| , 


abgesehen von linearen Funktionen derselben, keine weiteren uniformi- 
sierenden Variabelen der verlangten Art gibt.*) 


§ 4. 
Das Wertegebiet der einzelnen uniformisierenden Variablen.**) 


Nachdem wir uns in den Besitz aller zuliissigen elementaren Funda- 
mentalbereiche g, gesetzt haben, haben wir vermége des Kleinschen 
Kompositionsprinzips den Uberblick tiber die Gesamtheit aller zulissigen 
Fundamentalbereiche 9,. 

Fiir die elementaren Fundamentalbereiche g, besteht der Satz, daf 
die simtlichen Reproduktionen eines solchen Fundamertalbereichs die 
Ebene vollstindig mit Ausschlu8 nur endlich vieler Pankte (eines oder zweier 
Punkte) bedecken. Es soll jetzt fiir den Fundamentalbereich ®, der Satz 
bewiesen werden: Das von den Bildern des Fundamentalbereichs bedeckte 


*) S. auch eine Methode bei Bieberbach, Dissertation § 3. 
**) Der Leser kann § 4 zuniichst iibergehen, da die Lektiire desselben fiir das 
Verstiindnis des Folgenden nicht erforderlich ist. 





a. ——— 
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aus lauter inneren Punkten gebildet zu denkende Gebiet T der t-Ebene, 
d. i. das vollstiindige Wertegebiet der uniformisierenden Variablen t, erfiillt 
die ganze t-Ebene mit AusschluB einer aus lauter diskreten Punkten ge- 
bildeten Punktmenge, so daB um jeden ausgeschlossenen Punkt herum eine 
geschlossene ganz innerhalb 7’ verlaufende Linie von beliebig kleinem 
gréBten Durchmesser gezogen werden kann. Weiter unten in diesem 
Paragraphen wird dann noch ein den Inhalt dieser Punktmenge betreffen- 
der Satz bewiesen werden. 

Es sei a ein Punkt der +Ebene, welcher weder in ®, noch in einem 
Bildbereiche von , liege. Der Bereich , enthalt den unendlich fernen 
Punkt in seinem Innern und wird von p + q + s*) geschlossenen Linien 
begrenzt, deren jede vermége der lings dieser Linien definierten Seiten- 
zuordnung eine bestimmte Untergruppe der ganzen aus ®, entspringenden 
Gruppe bestimmt. Der Punkt a kann ein parabolischer Zweiecks-Eckpunkt 
des Bereichs ®, sein. In diesem Ausnahmefalle ist der zu beweisende Satz 
leicht verifiziert. Man wende zu dem Zwecke die durch die parabolische 
Substitution definierte Untergruppe an, wodurch der Bereich ®, in unend- 
lich viele Bildbereiche verwandelt wird ---, ®_,, O_,, M), %,, %,, -+-. 
Der von den 2x +1 Bereichen ®,(\a! <n) gebildete Gesamtbereich be- 
sitzt eine an den Punkt @ anstoBende zweieckférmige Begrenzungslinie, 
welche sich, wenn m gegen unendlich geht, auf den Punkt a zusammen- 
zieht. Diese Begrenzungslinie kann in eine solche Linie verwandelt werden, 
die ganz innerhalb 7 verlaiuft, indem man die beiden Hialften der Be- 
grenzungslinie nicht ganz bis zum Punkte a verfolgt, sondern kurz vor a 
abbricht und das ausgelassene Stiick durch ein innerhalb 7 verlaufendes 
und dem Paonkte a@ hinreichend nahebleibendes Stiick ersetzt. 

Ist a kein parabolischer Eckpunkt des Bereichs ®,, so liegt a inner- 
halb einer Begrenzungslinie / des Bereichs ®,. Indem man auf 9%, die 
Substitutionen derjenigen Untergruppe anwendet, welche durch die erwahnte 
Begrenzungslinie bestimmt wird, kénnen sich folgende Méglichkeiten dar- 
bieten. Erster Fall: a wird parabolischer Eckpunkt eines der auf diese 
Weise sich ergebenden Bildbereiche. In diesem Falle kann der zu be- 
weisende Satz als verifiziert gelten. Zweiter Fall: es existiert unter 
den erwihnten Bildbereichen ein bestimmter, dessen eine innere Begrenzungs- 
linie 1, den Punkt a umschlieBt. Dritter Fall: der Punkt a liegt auBer- 
halb jeder einem der erwihnten Bildbereiche angehérenden Begrenzungs- 
linie. Im letzteren Falle mu8 der Punkt a Grenzpunkt fiir die betrachtete 

*) s bedeutet hierbei die Anzahl der bei der Bildung des Bereichs , beniitzten 


elementaren Fundamentalbereiche des Schottkyschen Typus. Jeder derartige Ele- 
mentarbereich liefert nimlich zwei getrennte Begrenzungslinien. 


2* 
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Untergruppe sein und es leuchtet aus der Natur dieser Untergruppe sofort 
die Richtigkeit unseres Satzes ein. 

Im zweiten Falle haben wir, ausgehend von der Linie 1,, dieselbe 
Uberlegung anzustellen, wie soeben, ausgehend von der Linie /. Entweder 
tritt nun einmal von den erwihnten drei Fiillen der erste bezw. dritte 
Fall ein; dann ist unser Satz verifiziert. Oder wir bekommen immer 
wieder den zweiten Fall. Dann ergibt sich eine unendliche Folge von 
Bildbereichen des Bereichs ®,, von denen jeder folgende innerbalb einer Be- 
grenzungslinie des vorhergehenden liegt, ohne iibrigens mit diesem vorher- 
gehenden ein Stiick der Begrenzung gemeinschaftlich haben zu miissen. 
Wir denken uns innerhalb des Bereichs ®, jetzt p+ q+ s geschlossene 
Linien 4,, 4,,---, 4,454, gezogen, entsprechend den p+q-+s Begrenzungs- 
linien des Bereichs ®,. Die einzelne Linie 4 verliuft der entsprechenden 
Begrenzungslinie des Bereichs , unmittelbar benachbart, indem sie mit 
derselben einen zweifach zusammenhingenden Streifen begrenzt. Wir 
kénnen die Linien 4 so wihlen, das jede derselben aus endlich vielen 
Kreisbigen zusammengesetzt ist. Bei der Wahl dieser Kreisbégen kénnen 
wir offenbar noch der weiteren Bedingung geniigen, daB die zugehéren- 
den vollen Kreisflichen samtlich ganz innerhalb , liegen. Ist N die An- 
zahl der fiir eine dieser Linien beniitzten Kreisbégen und sind 9,, ---, ew 
die den einzelnen Kreisbégen entsprechenden Kreisradien, so ist das 
Quadrat des Umfanges derselben Linie kleiner als 

[2a(9, +--+ ew) = 42%(0,? +--+ oh + 20,02 +++ + 2QN-10y) 
<4a*[0,° +--+ 0% + (0,7-+@") +--+ (o#-1+08)] 
= 42° N(0,* + 0,? +--+ of). 
Wir finden also, wenn wir mit /,,---,/y die Flicheninhalte der den ein- 
zelnen Kreisbiégen entsprechenden Kreise bezeichnen, daB das Quadrat des 
Umfangs der betrachteten Linie 4 kleiner ist als 4a N(f,+---+/fy). 

Betrachten wir die vermége der aus ®, entspringenden Gruppe er- 
zeugten Bilder der Linie 4, so ist geometrisch evident, daB die Summe 
der Fiicheninhalte der Bilder der beniitzten Kreise konvergiert. Es 
ergibt sich demnach, dab die Summe der Quadrate der Umfinge aller 
4-Bilder konvergiert. Kehren wir nun zu unserem Punkte @ zuriick, so 
kénnen wir von demselben in dem noch zu untersuchenden Falle behaupten, 
daB derselbe von unendlich vielen Bildkurven einer und derselben Linie 4 
umschlossen wird; darin liegt wegen der bewiesenen Konvergenz der Summe 
der Quadrate der Umfiinge, daB der Punkt a mit Linien von beliebig 
kleinem gréBten Durchmesser umschlossen werden kann, Linien, welche 
gugleich vollstindig im Innern des Wertegebiets 7 verlaufen. 

Hiermit ist der pag. 18 unten formulierte Satz vollstiindig bewiesen. 
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Es sei bei dieser Gelegenheit erwihnt, daB der in dem vorstehenden 
Beweise zuletzt benititzte Gedanke sich auf eine allgemeinere Form bringen 
laBt, welche in folgendem Satze ihren Ausdruck findet. 

Satz: Hat man in einer Ebene eine unendliche Folge ringfirmiger 
sich gegenseitig nicht bedeckender und umkehrbar eindeutig konform aufeinander 
abbildbarer Gebiete definiert, von welchen jedes folgende innerhalb der inneren 
Begrenzungslinie des vorhergehenden liegt, so gibt es nur einen einzigen Punkt 
der Ebene, welcher von allen Gebieten der Folge umschlossen wird. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unter Beniitzung gewisser weiter 
unten (s. pag. 27) bewiesener Hilfssitze aus dem Umstande, daB einer 
im ersten Gebiete gezogenen inneren geschlossenen Linie 4, durch welche 
dieses Gebiet in zwei zweifach zusammenhingende Gebiete zerlegt wird, 
vermége der bestehenden konformen Abbildungen des ersten Gebiets auf 
die anderen Gebiete der Folge ein System ineinander geschachtelter Bild- 
kurven der Linie 4 entspricht, fiir welches die Summe der Quadrate der 
Umfange konvergiert. 


Uber die Menge der Grenzpunkte des Gebietes 7 gilt noch der Satz, 
daB diese Menge die Méichtigkeit des Kontinuums und den Inhalt Null hat. 

Was die Michtigkeit dieser Menge anbetrifft, so erkennen wir die- 
selbe sofort als die Miichtigkeit des Kontinuums, wenn wir folgende beiden 
leicht zu beweisenden Kigenschaften dieser Punktmenge bemerken: Erstens: 
Jeder Hiufungspunkt von Punkten der Menge gehért zur Menge; zweitens: 
Jeder Punkt der Menge ist Haiufungspunkt von Punkten der Menge. 

Weniger einfach ist die zweite auf den Inhalt der Menge sich be- 
ziehende Behauptung zu beweisen. Der priizise Sinn dieser Behauptung 
soll folgender sein: Es ist méglich, eine endliche Anzahl geschlossener, 
ganz im Innern von 7 verlaufender, sich gegenseitig ausschlieBender Linien 
zu ziehen, welche einen beliebig kleinen Gesamtflacheninhalt umschlieBen 
und ferner die Eigenschaft haben, daB jeder Grenzpunkt von 7’ innerhalb 
einer der genannten Linien liegt. 

Wir benétigen zum Beweise folgenden Hilfssatz: 


Hilfssatz: Es sei in einer z-Ebene eine geschlossene Linie L ge- 
geben, welche einen einfach zusammenhingenden Bereich S begrenzt, S’ 
sei ein Teilgebiet von S, schlieBlich sei LZ, eine LZ umschlieBende, mit 
letzterer keinen Punkt gemeinschaftlich habende Linie. Wird das von L, 
eingeschlossene Gebiet irgendwig durch lineare Transformation in ein 
anderes endliches Gebiet transformiert, wobei L, S, S’ in L, S, S’ tiber- 
gehen mégen, so gibt es zwei von der Wahl der Transformation unab- 
hiingige, endliche, von Null verschiedene GréBen q, und qg,, welche der 
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Bedingung 0 < gq, <q, <1 geniigen, sodaB, wenn I und I” die Flachen- 
inhalte von S und S’ sind, die Ungleichheitsbeziehungen bestehen: 
“ad <J' <q. 

Der Satz ist im wesentlichen eine Folge des unten bewiesenen Ver- 
zerrungssatzes fiir lineare Funktionen.*) 

Gehen wir von dem Fundamentalbereich ®, aus, welcher den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthilt. Jede geschlossene Begrenzungslinie 
desselben definiert vermége der liings dieser Begrenzungslinie erklirten 
linearen Seitenzuordnung eine bestimmte Untergruppe der durch den Be- 
reich ®, definierten Gruppe. Uben wir alle diese Untergruppen auf den 
Bereich ©, aus, so entsteht durch die Hinzufiigung aller sich ergebenden 
Bilder des Bereichs ®, zum Bereich ®, selbst ein, allgemein zu reden, 
unendlich vielfach zusammenhiingendes Gebiet, ®*), welches ebenfalls den 
unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthilt und von unendlich vielen 
voneinander getrennt liegenden Linien begrenzt ist. Insofern als jede 
einzelne Begrenzungslinie des Bereichs © einer Begrenzungslinie des Be- 
reichs ®, vermége einer linearen Substitution entspricht, kinnen wir sagen, 
daB es unter den unendlich vielen Begrenzungslinien des Bereichs ®@ nur 
so viel untereinander nicht aquivalente gibt, wie der Bereich ©, Begrenzungs- 
linien hat. An jede Begrenzungslinie des Bereichs O( grenzt ein be- 
stimmter in ®© als Teilbereich enthaltener Bildbereich von ®, an, welcher 
aus ®, durch dieselbe lineare Substitution hervorgeht, durch deren Ver- 
mittelung die betreffende Begrenzungslinie aus der mit ihr aquivalenten 
Begrenzungslinie des Bereichs ®, hervorgeht. Indem wir nun fiir jede 
Begrenzungslinie von ©) auf das erwahnte anstoBende ,-Bild diejenige 
Untergruppe ausiiben, welche durch die auf dieser Begrenzungslinie erkliarte 
Seitenzuordnung bestimmt ist, gelangen wir von © zu einem erweiterten 
Bereich Of, welcher den Bereich 9) als Teil enthilt. Die Begrenzungs- 
linien des Bereichs © verlaufen vollstiindig im Innern des Bereichs 0. 
Wir kénnen nun mit dem Bereiche ©” ebenso verfahren wie mit dem 
Bereiche O© usw. 

Beim Ubergange von , zu © wird an jede Begrenzungslinie von 
®, ein bestimmtes, allgemein zu reden, unendlich-vielfach zusammen- 
hiingendes Gebiet angesetzt. Werden diese Gebiete mit 7,, 72,---+,%p4o4s 
bezeichnet, so gilt offenbar die Behauptung, dab jedes derjenigen Gebiete, 
welche behufs Bildung der Fliche © an die einzelnen Begrenzungs- 
linien von © angesetzt worden sind, mit einem der Gebiete y vermége 
derselben linearen Substitution fquivalent ist, vermége deren die betr. 


*) S. Hilfssatz I, pag. 26. Vgl. auch den Beweis des mit dem oben formulierten 
Hilfssatze analogen Satzes pag. 52, Hilfssatz V. 
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Begrenzungslinie von 0) in die mit ihr fquivalente Begrenzungslinie 
von ®, iibergeht. Dieselbe Bemerkung gilt von den beim Ubergange von 
om gu oe” an die verschiedenen Begrenzungslinien von 0 an- 
zufiigenden Gebieten. 

Indem man nun von dem oben aufgestellten Hilfssatze Gebrauch 
macht, kann man schlieBen, daB es eine GréBe Q gibt, welche der Be- 
dingung 0 << @ <1 geniigt und so beschaffen ist, daB, wenn der von den 
Begrenzungslinien des Bereichs ©, umschlossene Gesamtflicheninhalt mit i, 
bezeichnet wird, der von den Begrenzungslinien von ®@ umschlossene 
Gesamtflicheninhalt mit ¢,, der von den Begrenzungslinien des Bereichs 
®@ umschlossene Gesamtflicheninhalt mit i,,---, die Ungleichheiten 
bestehen 

~< Qi, iy < Qi, is < Qi,,--- 
aus welchen folgt, daB lim 7, = 0 ist. 


Die Gesamtfliche i, besteht aus unendlich vielen getreanten Flichen- 
stiicken. Zu zeigen ist, daB es méglich ist, die Menge der Grenzpunkte 
von 7’ in endlich viele Linien einzuschlieBen, welche einen beliebig kleinen 
Gesamtflicheninhalt begrenzen. Dieser Nachweis ist jetzt leicht zu fihren. 

Die Fliche  besitzt, abgesehen von den unendlich vielen von- 
einander getrennt liegenden Begrenzungslinien, noch endlich viele Héufungs- 
punkte dieser Begrenzungslinien. Diese Hiiufungspunkte lassen sich in 
ebenso viele ganz im Innern von © verlaufende geschlossene Hilfslinien 
einschlieBen, welche einen Gesamtflicheninhalt <« begrenzen, wobei ¢ noch 
beliebig klein gegeben werden kann. Der auferhalb aller dieser Hilfs- 
linien befindliche Teil der Fliche © ist endlich-vielfach zusammenhiangend ; 
wir bezeichnen ihn mit ®’. Den oben definierten UntergruppenprozeB 
wenden wir jetzt auf diejenigen, nur in endlicher Anzahl vorhandenen 
Begrenzungslinien von ©) an, welche nicht Hilfslinien sind. Die dadurch 
erweiterte Fliche ®@’, sie heiBe ©’, besitzt unendlich viele voneinander 
getrennte Begrenzungslinien, welche wieder endlich viele Hiufungspunkte 
besitzen. Diese Hiufungspunkte lassen sich wie vorhin in ebenso viele 
geschlossene ganz innerhalb ®® verlaufende Hilfslinien einschlieBen, 


deren Gesamtflicheninhalt kleiner als ; gemacht werden kann. Der auBer- 


halb aller dieser Hilfslinien befindliche Teil der Fliche O® ist endlich 
vielfach zusammenhingend; wir bezeichnen ihn mit O©”®”, Auf diejenigen 
Begrenzungslinien desselben, welche nicht Hilfslinien sind, kénnen wir 
wieder den UntergruppenprozeB anwenden usw. 

Bezeichnen wir mit i,’ den von simtlichen Begrenzungslinien des 
Bereichs ©’ umschlossenen Gesamtflicheninhalt, mit i,’ den won simt- 
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lichen Begrenzungslinien des Bereichs ©” umschlossenen Gesamtflichen- 
inhalt usw., so finden wir 


i’ < e+ Qi, 
i, <e+ 5+ Pi,, 
i$ Set ot p+ Cr, 
also 

lim i, < 2¢. 
Nehmen wir somit « hinreichend klein an, so erhalten wir fiir ein hin- 
reichend groBes » einen beliebig kleinen Gesamtflicheninhalt. 


B, Il. Die charakteristische Signatur der einzelnen 
uniformisierenden Variablen. 


§ 5. 
Definition der charakteristischen Signatur der einzelnen 
uniformisierenden Variablen. 


Es sei ¢ eine bestimmt gewihlte 1. p. uniformisierende Variable der 
gesuchten Klasse. Der Zweig ¢,(z, y) vermittelt dann eine konforme Ab- 
bildung der Fliche F, auf einen schlichten Fundamentalbereich ®, in der 
t-Ebene, dessen p+ q Begrenzungslinien in Vierecke und Zweiecke zer- 
fallen. Fiir das einzelne Zweieck wird nach den Untersuchungen des § 3 
die betreffende zugeordnete lineare Substitution im elliptischen Falle eine 
Relation der Form 

S” = E (v = ganze Zahl)*) 


befriedigen, hingegen im parabolischen Falle keine derartige Relation. Fiir 
ein Viereck bekommen wir auBer im Falle des dritten Viereckstypus jedes- 
mal eine Relation der Gestalt Sf: = Sj. Beim ersten (Schottkyschen) 
Typus haben wir speziell 4,1, wu, =O oder wu, —0, uw, =—1, beim zweiten 
Typus haben wir entweder u, = 0 oder uw, = 0, beim vierten Typus sind 
#, und mw, beide von Null verschiedene, positive oder negative, ganze 
Zahlen. 

Wir denken uns nunmehr auf F jedem Einschnitt den betreffenden 
Exponenten v zugeordnet, ebenso jedem Riickkehrschnittpaar das betreffende 
Exponentenpaar m,, #,, indem wir die Zahl wu, dem ersten, «, dem zweiten 
Riickkehrschnitt des Paares zuweisen. Im Falle eines parabolischen Zweiecks 


*) Mit E bezeichnen wir hier und im folgenden die identische Substitution. 
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setzen wir v = co, im Falle eines Vierecks des dritten Typus setzen wir 
#4;="4y=00. Bezeichnen wir die p Riickkehrschnittpaare mit A,, B,,---,A,,B,, 
die q Kinschnitte mit C,,---,C,, indem wir gleichzeitig lings jedes Riick- 
kehrschnittes und Einschnittes eine Uberschreitungsrichtung als die positive 
bezeichnen, so definieren wir als charakteristische Signatur der uniformi- 
sierenden Variablen t das Symbol 
( A,, B,,---, A,, B,; Cy, +++, } 
w, wD, +=, wl), ws my, +, v, 
Die Berechtigung zu dieser Bezeichnung ergibt sich aus folgendem 
nunmehr zu beweisenden Satze. 
Unitiatssatz: Durch Angabe ihrer charakteristischen Signatur ist eine 
l. p. uniformisierende Variable der von uns betrachteten Klasse bis auf eine 
lineare Substitution bestimmt.*) 


§ 6. 
Vorbemerkungen zum Unitiatsbeweise. 


Bevor wir an den exakten Beweis des Unitiitssatzes herangehen, 
schicken wir einige Bemerkungen vorweg, welche den Satz bis zu einem 
gewissen Grade wahrscheinlich machen. 

Seien ¢(x, y) uud ¢(a,y) irgend zwei auf der Fliiche F erklirte 1 p. 
Funktionen, welche in ¢ bezw. ¢ zwei uniformisierende Variabele unserer 
Klasse liefern. Zu den beiden GriBen ¢ und ~ mége dieselbe Signatur 
gehéren. Entsprechend den beiden GréBen ¢ und ¢ ergeben sich 
zwei Fundamentalbereiche ®, und ®,, welche vermége ihrer konformen 
Beziehung zu F, auch aufeinander umkehrbar eindeutig konform bezogen 
sind. Die Angabe der Signatur der GréBe ¢ bedingt, daB fir den Be- 
reich ®, vollstiindig bekannt ist, in welcher Weise sich die simtlichen 
vermége -der Gruppe aus ®, hervorgehenden verschiedenen Bildbereiche 
nebeneinander lagern. Das entsprechende gilt von dem Bereiche , und 


-*) Eine und dieselbe uniformisierende Variable ¢ unserer Klasse kann dadurch 
verschiedene Signaturen bekommen, daB man eine passende andere kanonische Zer- 
schneidung zugrunde legt, bei welcher die betreffende Funktion ¢(z, y) in der zer- 
schnittenen Fliche eindeutig bleibt. Insbesondere ergibt sich leicht der Satz, dab 
man ein Riickkehrschnittpaar, welchem der vierte Viereckstypus zugeordnet ist, unter 
Beibehaltung simtlicher anderen Riickkehrschnittpaare und Einschnitte durch ein 
anderes Riickkehrschnittpaar ersetzen kann, welchem dann in bezug auf die genannte 
uniformisierende Variable der zweite Viereckstypus zugeordnet ist. Zu jeder uniformi- 
sierenden Variablen t(x, y) unsere? Klasse kann demnach ein Fundamentalbereich der 
betreffenden Gruppe gefunden werden, welcher gemép dem Kleinschen Kompositions- 
prinzip aus folgenden elementaren Fund talbereichen entsteht: elliptische Zweiecke 
(Fig. 1), parabolische Zweiecke (Fig. 2), Vierecke des ersten, zweiten, dritten Typus. 
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seinen Reproduktionen. Betrachten wir nun die erwihnte konforme Be- 
ziehung des Bereichs ®, auf den Bereich ®,, eine Beziehung, bei welcher 


zugeordneten Randpunkten von ®, zugeordnete Randpunkte von ®, ent- 
sprechen, so folgt aus der erwihnten Homologie, dab die betrachtete Be- 
ziehung sich gemi8$ den Prinzipien der analytischen Fortsetzung als eine 
umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des vollstiindigen Wertegebietes 7’ 
der Variablen ¢ auf das vollstiindige Wertegebiet 7 der Variablen 7 auf- 
fassen liBt. Von dieser Abbildung des Bereichs 7 auf den Bereich 7 
erkennt man leichi, daB sich dieselbe in den Grenzpunkten der beiden 
Bereiche noch stetig verhilt. Um auf die Linearitit der Abbildung 
schlieBen zu kénnen, geniigt es, zu zeigen, dab die Abbildungsbeziehung 
sich auch noch in den Grenzpunkten reguliir verhilt. Die Erbringung 
dieses Nachweises bildet die eigentliche Schwierigkeit des Unititsbeweises. 

Der Nachweis gelingt mit Hilfe einer Methode, welche ich bereits 
im Jahre 1905 auf der Naturforscherversammlung in Meran mitgeteilt 
habe, woselbst ich dieses auf einer Anwendung des Cauchyschen Integrals 
beruhende Beweisverfahren an dem Beispiele der konformen Abbildung 
zweier von je p+ 1 Vollkreisen begrenzier Bereiche aufeinander vor- 
gefiihrt habe.*) Spiter**) habe ich auch niher angegeben, in welcher 
Weise diese Methode im Falle des von Herrn Klein Math. Ann. Bd. 19 
aufgestellten dem Schottky schen Typus automorpher Gruppen entsprechen- 
den ,,Fundamentaltheorems“ zum Ziele fiihrt. Im foigenden werde ich den 
Nachweis fiir alle von uns in Betracht zu ziehenden Fille allgemein dar- 
legen, wobei, wie ich vorweg bemerken will, namentlich die parabolischen 
Zweiecke und Vierecke des dritten Typus eigenartige Schwierigkeiten 
darbieten. Die Tragweite meiner Methode erstreckt sich dabei so weit, 
daB fiir die hier zu untersuchenden uniformisierenden Variabelen der linear 
polymorphe Charakter derselben bereits als eine Folge der gruppentheoretisch- 
topologischen Eigenschaften dieser GréBen aufgefabt werden kann; s. § 20 
dieser Abhandlung, pag. 77. 


§ 7. 
Herleitung einiger Hilfssatze. 


Hilfssatz lL (Verzerrungssatz fiir lineare Funktionen): Es 
sei o = oe eine lineare Funktion, deren Unendlichkeitsstelle — : einen 


absoluten Betrag >1 habe, wiihrend sonst a, B, y, 0 beliebig sein kinnen. 


*) S. meine oben zitierte Arbeit. 
*™) S. meine oben zitierte Arbeit. 
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Ist q eine beliebige, festgewdhlte, der Bedingung 0 <q <1 geniigende Gripe, 
so liegt der Wert des Verhiiltnisses . ; {aaa | unter 2, und 2, irgend 


dz, | "| a2, | 


zwei den Bedingungen |\z,,; <q, |#,|<q geniigende Werte — 
zwischen zwei endlichen von Null verschiedenen Schranken Q und a *) 
Beweis. Es ist 





dz _ «d —By 
dz (yz+4é)*’ 
also 
ln oer 
ds," | (Str | ire tel? iP rl 
dz, | "| dz, | \72, +9)? at 
also | 
| @!\2? | 8\\2 
(a+/— ) ge| _ |dz,'| (a—|+) 
(e—|2))~ #41 Fant? Gale 
iv | ly | 


Die Funktion ors erreicht in dem Intervall > 1 an der Stelle = 1 


: h; ee 


ihr Maximym, nimlic + ebenso erreicht die Funktion ~—! in dem 


ota 
Intervall x >1 an der Stelle x =1 ihr Minimum, nimlich rT! sodaB 
wir wegen | | >i fiir den Wert des Verhiiltnisses os. : = die Schranken 
! 1 2 
. (it <a 
bekommen: G 4)’ und Gz ix ) . qed. 


Der vorstehende Hilfssatz iibertriigt sich sofort auf den Fall, in 


oe : Zs statt fiir die Fliiche des Kreises mit dem 
Radius q fiir ein beliebiges im Endlichen gelegenes Gebiet untersucht 
wird. Fiir die lineare Funktion ist dann die Forderung zu stellen, dab 
ihre Unehdlichkeitsstelle von diesem Gebiete eine kiirzeste Distanz habe, 
deren Liinge oberhalb einer bestimmten von Null verschiedenen endlichen 
Schranke liegt. ’ 





welchem das Verhiltnis 


Hilfssatz Il: Es sei G, irgend ein im Endlichen liegendes ebenes 
Gebiet. Es migen mit diesem Gebiete abzihlbar wnendlich viele Vineare 
Transformationen ausgefiihrt werden, bei welchen das Gebiet G,. wieder 
in lauter im Endlichen liegende Gebiete G,, G., Gs, +--+ verwandelt wird. 
Letztere Gebiete sollen sich gegenseitig nicht iiberdecken und séimtlich in 
einem und demselben endlichen Bezirke der Ebene liegen. Ist 1, irgend 


*) Man vergl. Poincarés ersten Konvergenzbeweis fiir die von ihm aufgestellten 
6-Reihen. Acta Math. t. I, ,,.Mémoire sur les fonctions fuchsiennes‘. 
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eine ganz im Innern von G, verlaufende Linie von endlicher Liinge, so 
konvergiert fiir die wnendlich vielen Bilder 1,, 1,,1,,--- dieser Linie die 
Summe der Quadrate der Liingen. 

Der vorstehende Hilfssatz kann mittels des Hilfssatzes I in folgender 
Weise bewiesen werden. 


Die Lange einer einzelnen Linie /, wird, wenn o,(z) die das Gebiet 
G, in G, tiberfiihrende lineare Funktion bezeichnet, durch den Ausdruck 


stellt: 49.(#) | 'dz|. Das Quadrat der Linge der Linie J, kann 
dz | g @ 
Io 


daher durch folgendes zweifach tiber die Linie J, zu erstreckende Doppel- 
integral dargestellt werden 


ffs dy,,(z,) | |Salad 
A dz, 


Dieses Doppelintegral ist kleiner als 


| eel) +| do, (, )I 
xd ( a da. a ") dz, dz,). 


dz,| \dz,\. 





Bezeichnen wir die Linge von /, mit s,, so ist also . 
1 Max | dg, (2) |\* 
Sa Sed a 
wobei mit .e se" der Maximalwert bezeichnet ist, den der absolute 
l, 





Befrag der Funktion foul) auf J, annimmt. 


Im Innern des Gebiets G, laBt sich ein Teilgebiet g, angeben, welches 
sich nicht bis an die Grenze von G, erstreckt und die Linie J, in seinem 
Innern enthilt. Die Funktionen o,(z) [«#=—1,2,---] haben ihre Unendlich- 
keitsstellen simtlich auBerhalb G,. Nach Hilfssatz 1 kann man daher fir 


das Gebiet g, eine vom Index « unabhingige positive GriBe C angeben, 
sodaB 


Max dq,(2) dg,(Z) | 
1, a |< ¢ _ 
2 
ist, wenn 2 ein in g, variabler Punkt ist. Sofern nun | S¥e%) das 


dz 
Quadrat des Abbildungsmoduls darstellt, d. i. das VergréBerungsverhiiltnis 
eines an der Stelle z befindlichen Flichenelements beim Ubergange von 
diesem Flichenelement zu dem ihm vermige ,(2) entsprechenden Fiichen- 
element, ergibt sich 
Max Svat) 2 fe * 
leo iara 





*) Vergl. den pag. 27 zitierten Poi ncaréschen Konvergenzbeweis. 
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wobei mit f, und f, die Flacheninhalte der Gebiete g, und g, zu be- 
zeichnen sind, somit wird 


ye <5 8S. 
a=1 
Die Summe Z/, ist aber offenbar konvergent, weil alle Flichen in einem 
endlichen Bezirke liegen und sich gegenseitig nicht itiberdecken. 

Anmerkung: Der Hilfssatz Il bleibt bestehen, wenn man zulabt, 
daB die Gebiete G,, G,,--- sich zum Teil gegenseitig tiberdecken, sofern 
dann wenigstens die Bedingung erfiillt ist, daB an keiner Stelle der Ebene 
sich mehr als eine bestimmte (fiir alle Punkte der Ebene gleiche) endliche 
Anzahl solcher Gebiete gegenseitig tiberdecken. 

Hilfssatz UI. Gegeben ist ein einfach zusammenhingendes Gebiet G 
welches von einer ganz im Endlichen verlaufenden, sich selbst nicht schneiden- 
den Linie L umschlossen wird. Innerhalb des Gebiets G ist eine im all- 
gemeinen reguliire, eindeutige, analytische Funktion f(z) erkldrt, iiber deren 
Verhalten in einer gewissen innerhalb G befindlichen Punktmenge jedoch 
nur folgendes bekannt sein mige: Die betreffende Punktmenge lift sich in 
eine hinreichend groB zu wiihlende endliche Anzahl N geschlossener, sich 
gegenseitig ausschlicBender Linien einschlieBen, fiir welche sowohl die Summe 
der Quadrate der Umfinge (der Linien) als auch die Summe der Quadrate 
der Schwankungen*) der Funktion f(z) auf diesen Linien unterhalb einer 
beliebig klein vorgegebenen positiven Gripe « liegt. 

Unter den genannten Voraussetzungen ist die Funktion f(z) auch in den 
Punkten der ausgeschlossenen Menge durchaus regulir. 

Beweis. Es sei 4 ein in G@ festgewihlter Punkt, welcher von der 
ausgeschlossenen Punktmenge verschieden ist. Wir bezeichnen mit 4,,---, Ay 
die erwihnten Hilfslinien, mit 6,,---,¢y ihre Umfange, mit A,,---, Ay 
die Schwankungen der Funktion f(z) auf denselben Linien, schlieBlich mit d 
den kiirzesten Abstand des Punktes z, von den Linien 4,,--:, dy. 

Nach dem Cauchyschen Satze ist 





N 
f(@) dz 1 QQ | fed4, 
F (6) = a3 f—8, | 2xi ae J) 8, —% 
L wel dy 


Wir beweisen jetzt, daB die Summe P fs 42, den Wert Null hat. 
Ay 
Dazu gin wir von der Bemerkung aus, daB vermége der vorstehenden 


" Als Schwankung einer analytischen Funktion auf einer Linie bezeichnen wir 


das Maximum des absoluten Betrages der Differenz irgend zweier von der Funktion 
auf der Linie angenommenen Werte. 
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Gleichung der Wert der Summe 2 jedenfalls unabhingig von der Wahl 
der Hilfslinien 4 ist. Es ist nun, wenn man mit 2© irgend einen festen 


Punkt auf 1, bezeichnet, fo dz =, weil unter dem Integralzeichen 
] * 0 


eine in dem ganzen von 4, umschlossenen Gebiete regulire analytische 
Funktion steht. Daher ist 


i. fe) gy = {BP ay, dz 
Z,— %& a, % 


Letzteres Integral ist aber absolut genommen kleiner als 


x 1 ; 
Ae < 3g (E+ Ds 


> "fee ae, <3 Se+as. 


|x=l x=1 


also wird 





In letzterer Formel kann die GréBe ies + 4?) nach Voraussetzung durch 
passende Wahl der Linien 4 beliebig klein gemacht werden. Andererseits 
kann die GréBe d hierbei nicht beliebig klein werden. Daraus folgt, dab 


die GréBe > f fee dz, eine GréBe beliebig kleinen absoluten Betrages 


ist. Da nun aber diese GréBe einen ganz bestimmten von der Wahl der 
Linien 4 unabhiingigen Wert hat, so kann sie nur gleich Null sein. Der 
Wert f(z,) wird mithin durch das eine Integral iiber Z dargestellt. Wir 
erhalten 

f(%) = LO gy, 


tei s—%, 
L 


Dieser Ausdruck fiir den Funktionswert f(z,) zeigt, daB die Funktion f(z) 
iiber alle ausgeschlossenen Punkte hinweg regulir analytisch fortgesetzt 
werden kann. 

Hilfssatz IV. Es sei G irgend ein unendlich-vielfach zusammen- 
hiingendes, in einem endlichen Bezirke der z-Ebene enthaltenes Gebiet. Die 
Begrenzung dieses Gebiets werde von abzihlbar unendlich vielen geschlossenen, 
isoliert liegenden Linien L, L,, L,,--- gebildet, von denen keine zwei einen 
Punkt gemeinschaftlich haben und fiir welche die Summe der Quadrate der 

Imfiinge konvergiert. L sei die wmschlieBende Linie des Gebiets G. Die 
Linien L,, L,,-+-~ sollen sich ferner gegen einen einzigen Punkt hiiufen, so 
jedoch, daB es méglich ist, um diesen Punkt herum eine geschlossene, ganz 
im Innern von G verlaufende, die L, nicht treffende Linie A mit beliebig 
kleinem Umfang zu ziehen. Es sei f(z) eine in G einschlieBlich der Linien 














Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IJ. 31 


L, L,, eindeutig und regulir erklirte analytische Funktion, fiir welche die 
Summe der Quadrate der Schwankungen (der Funktion) auf den Linien L, 
konvergiert, und welche noch die weitere Eigenschaft hat, daB die im Ge- 
biete G angenommenen Werte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
endlichen Schranke M bleiben. 

Alsdann gilt fiir die Funktion f(z) in bezug auf das Gebiet G der 
Cauchysche Integralsatz. Es ist 


frea-> Ji fle.) dz, 


und es ist die Summe & absolut konvergent.*) 

Der Beweis ergibt sich folgendermaBen. Wird A bestimmt gewihlt, 
so liegen in dem von A und L begrenzten zweifach zusammenhiingenden 
Gebiete G, nur endlich viele der Linien Z,. Wir kénnen daher auf Gy 
den Cauchyschen Satz anwenden und finden 


Sf@)de = >" (1e.) de. + fre) az, 


wobei die Summe 2” nur iiber endlich viele Werte des Index « zu er- 
strecken ist. Lassen wir in dieser Gleichung die Linie A sich auf den 
Hiaufungspunkt der Linien L,, L,, Z,,--- zusammenziehen, wobei der 
Umfang 6 von A unendlich klein wird, so wird das iiber A erstreckte 
Integral dem absoluten Betrage nach kleiner als oM und es ergibt sich 


ST dz = tim > fre) dz,,. 


a@=1 le 
Nun ist aber 


lim S- > 


wobei die rechts stehende Summe wegen der vorausgesetzten Konvergenz 
der Summe der Quadrate der Umfiinge aller Linien L, und der Summe 
der Quadrate der Schwankungen der Funktion f(z) auf diesen Linien auch 


*) Wir haben in dem Hilfssatze die Voraussetzungen so gefaBbt, wie sie der spiter 
von uns vorzunehmenden Anwendung des Hilfssatzes entsprechen. Der Satz behiilt 
seine Geltung, wenn die Linien L, sich in ganz beliebiger Weise hiiufen, sofern es 
nur méglich ist, die Grenzpunkte in ein System endlich vieler Linien A,, ---, A,, be- 
liebig kleinen Umfangs einzuschlieBen. An Stelle der Bedingung der Beschrinktheit 
der Funktion f(z) geniigt es, die Beschrinktheit der Schwankungen dieser Funktion 
auf den Linien A zu wissen. 
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ihrerseits absolut konvergiert. Denn wenn 6, den Umfang, A, die Schwankung 
auf L, bezeichnet, so ist 


| [te.)de,| <6,-B,< (0+ a). 
es 


§ 8. 
Durchfiihrung des Unititsbeweises fiir uniformisierende Variable 
des Schottkyschen Typus. 


Wir fassen den Fall eines Fundamentalbereichs ®, ins Auge, welcher 
von p Paaren, durch loxodromische Substitutionen zugeordneter, getrennt 
liegender Randkurven begrenzt ist. Nach den Bemerkungen des § 6 ver- 
mittelt die Funktion ¢(#) eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
des Bereichs 7 auf den Bereich 7. Die Gesamtheit der Bilder des Be- 
reichs ®, definiert uns eine bestimmte Parzellierung des Gebiets 7’ in 
lauter 2p-fach zusammenhiingende Bereiche. Greifen wir p Begrenzungs- 
linien des Bereichs ®, heraus, indem wir aus jedem Paar eine Begrenzungs- 
linie wahlen; dann ist es offenbar méglich, um jede dieser Begrenzungs- 
linien herum einen zweifach zusammenhingenden F lichenstreifen abzugrenzen, 
sodaB nicht nur die so entstehenden p Streifen sich gegenseitig nicht 
iiberdecken, sondern daB auch alle vermége der Substitutionsgruppe sich 
ergebenden Bildstreifen getrennt zu liegen kommen. Wenden wir auf 
das System aller dieser Flichenstreifen den Hilfssatz Il an, so ergibt sich 
der Satz: Die Summe der Quadrate der Umfiinge aller die Parzellierung 
der Hliche T bewirkenden Linien (Einteilungslinien der Fliiche T) kon- 
vergiert. 

Auf der anderen Seite erkennen wir, dab auch die Summe der 
Quadrate der Umfinge aller Einteilungslinien der Fliche 7 konvergiert. 
Lassen wir ¢ auf einer Einteilungslinie der Fliche 7 sich bewegen, so 
wird é die entsprechende Einteilungslinie der Fliche 7 beschreiben. Langs 
der erwihnten LEinteilungslinie des Bereichs 7 ist nun offenbar die 
Schwankung der Funktion ¢(#) kleiner als der halbe Umfang der ent- 
sprechenden Einteilungslinie des Gebiets 7. Daraus folgt, daB auch die 
Summe der Quadrate der Schwankungen der Funktion t(t), gebildet fiir alle 
Einteilungslinien der Fliiche T, konvergiert. 

Ziehen wir in der ¢-Ebene eine innerhalb , verlaufende, geschlossene 
Linie L, welche simtliche Begrenzungslinien des Bereichs ©, umschlieBt*), 
so bildet der von LZ umschlossene Teil des Gebiets 7 ein Gebiet G, auf 
welches Hilfssatz II] angewandt werden kann. An Stelle der Funktion f(z) 





*) Der Bereich ®, enthilt den unendlich fernen Punkt im Innern. 
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des Hilfssatzes tritt die Funktion ¢(#). In der Tat ist es mit Riicksicht 
auf die beiden vorstehend bewiesenen Konvergenzsiitze miéglich, einen aus 
endlich vielen Bildbereichen des Bereichs ®, gebildeten Teilbereich von 7 
zu finden, fiir welchen sowohl die Summe der Quadrate der Umfinge der 
Begrenzungslinien als auch die Summe der Quadrate der Schwankungen 
der Funktion 7(é) beliebig klein ist, sodaB diese Begrenzungslinien die 
Stelle der im Hilfssatze I] erwihnten Hilfslinien einnehmen kiénnen. 

Die Funktion ¢(#) ist demnach eine auch in den Grenzpunkten des 
Gebiets 7’ regulire analytische Funktion und vermittelt also eine um- 
kehrbar eindeutige tiberall konforme Abbildung der ¢-Vollebene auf die 
t-Vollebene; sie ist daher eine lineare Funktion. q. e. d. 


§ 9. 
Weitere Vorbereitungen zum allgemeinen Unititsbeweise. 
Einftihrung eines speziellen Untergruppenprozesses. 


Fassen wir nunmehr sofort den allgemeinen Fall ins Auge, in 
welchem bei der Bildung des Fundamentalbereichs , gleichzeitig ellip- 
tische und parabolische Zweiecke, sowie Vierecke aller vier Typen be- 
nutzt werden. Wihrend wir soeben bei einem Fundamentalbereich des 
Schottkyschen Typus mit dem Hilfsatze II] auskamen, werden wir jetzt 
den Hilfsatz IV anzuwenden haben, und zwar unendlich oft. Dabei wird 
der Nachweis insofern etwas komplizierter, als wir dabei niher auf die 
Struktur des von den Bildern des Bereichs ®, gebildeten Netzes Riick- 
sicht nehmen miissen. 

Zuniichst nehmen wir mit dem Bereich , eine kleine Modifikation 
vor. Wir schneiden niamlich von diesem Bereiche die an die lixpunkte 
der etwa vorhandenen parabolischen Zweiecke anstoBbenden Zipfel des Be- 
reichs weg. An Stelle der zweieckférmigen Begrenzung tritt dabei eine 
Begrenzungslinie, an welcher wir vier Stiicke unterscheiden. Zwei dieser 
Stiicke sind beibehaltene Stiicke von den beiden Seiten des parabolischen 
Zweiecks. Von den andern zwei Stiicken hingegen verbindet jedes einzelne 
zwei vermége der parabolischen Substitution zugeordnete Punkte der 
Seiten des Zweiecks, nimlich Endpunkte der vom Zweieck beibehaltenen 
Begrenzungsstiicke. Die abgeschnittenen parabolischen Zipfel kénnen wir 
offenbar beliebig klein wiihlen. Die Fliche ®, nach Fortlassung der er- 
wihnten parabolischen Zipfel mige mit ,’ bezeichnet werden. Die Anzahl 
der geschlossenen Begrenzungsligien der Fliiche ®, stimmt mit der Anzahl 
der geschlossenen Begrenzungslinien von ®, iiberein. Wir kénnen uns 
nun weiter vorstellen, daB wir aus allen aus dem Fundamentalbereich ®, 
vermdge der Gruppe entspringenden Bildern die entsprechenden paraboli- - 

Mathematische Annalen. LXIX. 3 
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schen Zipfel weglassen. Das Wertegebiet 7 wird auf diese Weise in ein 
Gebiet 7” verwaadelt, welches ebenso wie 7’ eine bestimmte Parzellierung 
zeigt. Fir den Bereich 7” gilt die Bemerkung, daB jede einzelne eine 
bestimmte Parzelle begrenzende Linie (Einteilungslinie von 7”) vollstandig 
im Innern von 7 verliuft. Wir kénnen daher analog wie im vorher be- 
trachteten Schottkyschen Falle den Satz behaupten, daB die Summe der 
Quadrate der Umfiinge aller Einteilungslinien der Fliche T’ konvergiert. 
Zam Beweise hat man die einzelnen Einteilungslinien wieder in Flaichen- 
streifen einzuschlieBen, wobei es jetzt allerdings vorkommen wird, dab 
diese Flichenstreifen sich gegenseitig tiberdecken. Es gibt aber eine be- 
stimmte endliche Anzahl, welche angibt, wieviel Streifen héchstens sich 
an einer und derselben Stelle der ¢-Ebene gegenseitig bedecken kénnen (vgl. 
die Anmerkung pag. 29); analog wie im Falle des Schottkyschen Typus 
finden wir weiter den Satz, daB die Summe der Quadrate der Schwankungen 
der Funktion t¢(t), erstreckt iiber alle Einteilungslinien von 1", konvergiert. 

Aus den beiden vorstehenden Konvergenzsitzen ergibt sich folgender 
weitere Konvergenzsatz: Die iiber alle Einteilungslinien von T’ erstreckte 
Summe der Produkte aus Umfang der Linie und Schwankung der Funktion 
i (t) lings der Linie konvergiert. 

Wir gehen nun dazu itiber, gewisse nachher unendlich oft auftretende 
Gebiete G zu definieren, auf welche wir dann den Cauchyschen Satz ge- 
maiBS dem Hilfssatze 1V anwenden werden. 

Zu dem Zwecke betrachten wir einen beliebigen in der ¢Ebene 
liegenden Bildbereich S(®,’) des Bereichs ,', welcher vermége der zur 
Gruppe gehérenden Substitution S aus ,’ hervorgeht. Ein solcher Bereich 
wird eine bestimmte umschlieBende Begrenzungslinie haben und mehrere 
innere Begrenzungslinien. Fassen wir eine dieser inneren Begrenzungs- 
linien, etwa die Linie J, ins Auge, indem wir uns jetzt, falls / einem para- 
bolischen Zweieck entspricht, fiir diese Linie 1 die vorher beseitigten Zipfel 
wieder hinzugenommen denken, wodurch aus S(®,') ein Bereich S(®,”) 
entsteht. Liings der zweieck- oder viereckférmigen Linie / ist eine be- 
stimmte Seitenzuordnung erklirt, welche aus der entsprechenden Rander- 
zuordnung in ®, durch die Substitution S hervorgeht. Ist S, irgend eine 
in , definierte Seitenzuordnung, so wird die entsprechende Seitenzuord- 
nung in S(%,") durch S-'S,S dargestellt. Die auf / definierten Seiten- 
zuordnungen (d. i. bei einem Zweiecke eine, bei einem Viereck zwei baw. 
bei einem Viereck des ersten Typus auch nur eine wesentlich in Betracht 
kommende) bestimmen eine Untergruppe g der ganzen durch ®, definierten 
Gruppe. Durch die Untergruppe g wird der Bereich S(®,’) baw. S(®,”) 
(auBer im Falle eines elliptischen Zweiecks) in unendlich viele Bildbereiche 
verwandelt. Die Gesamtheit dieser Bildbereiche erfiillt (ausgeschlossen 
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S(@®,)*)) ein bestimmtes, abgesehen vom Fall des elliptischen Zweiecks 
unendlich-vielfach zusammenhiingendes Gebiet G**), in welchem wir uns 
jetzt die an der Parzellierung dieses Gebiets beteiligten, aus | vermige g 
entstehenden Bildkurven fortdenken wollen. Der Bereich G wird dann 
von unendlich vielen isoliert liegenden Kurven begrenzt und besitzt, wie 
wir uns bald iiberzeugen, fiir die Funktion ¢(f) alle Eigenschaften, welche 
in dem Hilfssatze IV die Funktion f(z) fiir den dort betrachteten Be- 
reich G besitzt. Ein kleiner Unterschied besteht allerdings gegen den 
hier betrachteten Bereich G. Es treten nimlich, wenn die Linie 1 ein 
Viereck des ersten, zweiten oder vierten Typus ist, nicht nur ein, sondern 
zwei getrennte Grenzpunkte auf; man vergleiche jedoch die in der Fub- 
note zum Hilfssatze 1V pag. 31 gemachte Anmerkung. 

Zuniichst sind offenbar die auf die Summe der Quadrate der Umfiinge 
der Begrenzungslinien des Bereichs G, sowie auf die Summe der Quadrate 
der Schwankungen der Funktion sich beziehenden Konvergenzbedingungen 
des Hilfssatzes IV fiir den Bereich G und die Funktion /(¢) wegen des 
Konvergenzsatzes pag. 27 erfiillt. Wir haben uns noch zu tiberzeugen, 
ob die Hilfslinien A beliebig kleinen Umfangs, von welchen in dem 
Hilfssatze IV die Rede ist, angegeben werden kénnen. 

Der Fall, in welchem die oben erwiihnte Linie / ein elliptisches 
Zweieck ist, bedarf keiner besonderen Priifung, weil der Bereich G in 
diesem Falle endlich-vielfach zu- 
sammenhiingend ist. Ist / ein | / 








parabolisches Zweieck, so lassen 
sich die Linien A folgendermaben 
bestimmen. Man transformiere das 
Zweieck durch lineare Transforma- 
tion in ein anderes, fiir welches 
der unendlich ferne Punkt Fix- 
punkt ist. Die transformierte 
Gruppe g besteht dann aus lauter 
Euklidischen Parallelverschiebun- 
gen. Die Figur 10 veranschaulicht 
einen (in der Figur durch Schraffierung angedeuteten) transformierten Be- 
reich S(®,”) mit seinen Wiederholungen gemi8 der transformierten Gruppe g. 
Die stark rechteckférmigen Linienziige charakterisieren uns in leicht ver- 
stindlicher Weise die verfiigbaren A-Linien. 

















_ 





*) Ist 2 einem parabolischen Zweieck angehirig, so ist ebenfalls S(®,’), nicht 
etwa S(®,’’) ausgeschlossen. 


**) Ist 1 vom Schottkyschen Typus, so zerfallt G in zwei getrennte Stiicke. 
3* 
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Ist 1 ein Viereck des Schottkyschen Typus, in welchem Falle wir uns 
die Linie? aus zwei getrennten, geschlossenen Ziigen bestehend vorstellen, so 
kénnen als A-Linien die durch g definierten Bilder der Linie J selbst be- 
niitzt werden. Ist / ein Viereck des zweiten Typus, so bilde man nach 
MaBgabe der Figur 6 pag. 13 zuniichst den zugeordneten durch die eine 
erzeugende Substitution der Gruppe g bestimmten zweifach zusammen- 
hangenden Giirtel. Die Bilder der Begrenzungslinien dieses Giirtels, wie 
sie sich durch wiederholte Anwendung der zweiten erzeugenden Sub- 

stitution ergeben, kénnen dann als A- 
pf ff {1 Tiinien dienen. Ist J ein Viereck des 

f il Nl l F l vierten Typus, so bilde man zuniichst 
nach MaBgabe der Figur 9 pag. 16 
den zweifach zusammenhingenden, in 
der erwahnten Figur schraffiert gezeich- 

/ 7 7 7 7 7 neten Giirtel. Dessen pag. 16 eben- 

t+ falls betrachtete, durch das Produkt der 

Wig. 11. beiden Erzeugenden und die Wieder- 

holungen dieses Produkts definierte 

Bilder liefern uns durch ihre Begrenzungslinien die geeigneten A-Linien. 

Haben wir schlieBlich ein Viereck des dritten Typus, so bestimmen wir 

die Linien A nach MaBgabe der in der schematischen Figur 11 stark aus- 

gezogenen Linienziige, wobei wir uns wie im Falle des parabolischen 

Zweiecks den Bereich S(®,") so transformiert gedacht haben, daB die 
Gruppe g aus lauter Euklidischen Verschiebungen besteht. 














§ 10. 
Durchfiihrung des allgemeinen Unititsbeweises. 


Es sei jetzt 4, irgend ein Punkt innerhalb ®,’*). Wir ziehen in der 
t-Ebene eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Linie L, welche 
simtliche Begrenzungslinien des Bereichs ®, sowie auch den Punkt 4, 
umschlieBt. Dann wollen wir beweisen, daB die Gleichung gilt 


7 1 t(t) dt 
#(t) = siz f $4, 
L 


eine Gleichung, aus welcher bei Festhaltung der Linie LZ und verander- 
lich gedachtem ¢, folgt, daB die Funktion ¢(¢) im ganzen Innern der 
Linie L, also auch an allen Grenzpunkten des Gebiets 7 sich regular 
verhalt, sodaB also die Funktion ¢(¢) eine umkehrbar eindeutige regulire 





*) Der Bereich ®,’ enthilt den unendlich fernen Punkt in seinem Innern. 
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Abbildung der vollen ¢-Ebene auf die volle ¢-Ebene vermittelt, mithin eine 
lineare Funktion von ¢ ist. 

Um die obige Gleichung darzutun, wenden wir zuniichst den Cauchy- 
schen Satz auf das von der Linie ZL umschlossene Teilgebiet G, von ®,' 
an, eine Operation, welche ohne weiteres zulissig ist. Es ergibt sich 


t(®) t() 
t(t)) = Af +> fo at, 
E 


(0) 
wobei die Summe > iiber die inneren Begrenzungslinien von G, zu er- 





strecken ist. Unter diesen Begrenzungslinien wird sich nun eine befinden, 
fiir welche das Produkt aus Umfang der Linie und Schwankung der Funk- 


6 auf der Linie einen méglichst groBen Wert hat. Diese Linie 


tion 
wihlen wir als Linie /,, indem wir nun gemiB dem im vorigen Para- 
graphen erliuterten Prinzip auf ®,’ die durch /, bestimmte Untergruppe g, 
austiben, wodurch sich dem Bereiche ®,', allgemein zu reden, unendlich 
viele Bildbereiche von ,'*) anschlieBen. Diese von / umschlossenen 
Bildbereiche bilden zusammen einen, allgemein zu reden, unendlich-viel- 
fach zusammenhiingenden Bereich G,, auf welchen der Hilfssatz IV An- 
wendung finden kann; und zwar wenden wir den Hilfssatz auf die Funktion 
a an, fiir welche, da ¢, in ,' liegt, die fiir die Anwendung des Hilfs- 
satzes IV vorauszusetzenden Konvergenzbedingungen ebenso erfiillt sind, 
wie fiir die Funktion ¢(¢) selbst. Das Resultat der Anwendung des Hilfs- 
satzes ist, daB wir das Integral iiber / ersetzen kénnen durch die unendlich 
vielen Integrale iiber die inneren Begrenzungslinien des Bereichs G,. Wir 
finden daher, daB fiir das Gebiet G, + G, die Formel gilt 


; 1 t(t) dt t(t)dt 
t (ty “mame? 2 > fe, 
wobei die Summe iiber alle Begrenzungslinien des unendlich vielfach zu- 
sammenhingenden Bereichs G, + G, zu erstrecken ist. Unter den unend- 
(1) 
lich vielen Integralen der Summe Zz greifen wir nun eines heraus, fiir 


welches wieder das Produkt aus Umfang der betreffenden Linie und 


Schwankung der Funktion = wéglichst groB ist. Es sei /, eine innere 





*) Ist 1 die modifizierte Begrenzungslinie eines parabolischen Zweiecks, so wird 
G, von den durch g, definierten Bildern des Bereichs ,” (vgl. pag. 34) gebildet. 
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Begrenzungslinie des Bereichs G, + G,, fiir welche dieser gréBte Betrag 
erreicht wird. An die Linie J, grenzt ein ganz bestimmter, dem Gebiete 
G,+ G, noch angehérender Bildbereich S,(%,’) von ®, an; méglicher- 
weise ist dieser Bereich noch der Bereich ®, selbst. Auf den Bereich 
S,(®,') tiben wir nun die durch /, bestimmte Untergruppe g, aus und ge- 
langen zu einem von J, umschlossenen, allgemein zu reden, unendlich 
vielfach zusammenhingenden Bereich G,. Vermége des Hilfssatzes IV 
kann das iiber J, erstreckte Integral jetzt ersetzt werden durch die unend- 
lich vielen iiber die inneren Begrenzungslinien des Bereichs G, erstreckten 
Integrale desselben Integranden, sodaB sich also ergibt 


t(t te 
(h) = “fe a+ > Se e ; a8, 
L 


(2) 
wobei die Summe a iiber alle inneren Begrenzungslinien des Bereichs 
(2) 
G, + G,+ G, m erstrecken ist. Nunmehr greifen wir aus a einen 


Term heraus, fiir welchen das Produkt aus Umfang der betreffenden Inte- 





grationslinie und Schwankung der Funktion 0. méglichst groB ist. Ist 


1, die betreffende Begrenzungslinie von G, + G, + G,, so gelangen wir 
vermége der durch 7, definierten Untergruppe g, zu einem von /, um- 
schlossenen, allgemein zu reden, unendlich-vielfach zusammenhingenden 
Bereich G, und finden mittels des Hilfssatzes IV 


E(t) = 5h; Se a+ So. dt, 


(3) 
wobei jetzt die Summe Pe iiber alle inneren Begrenzungslinien des Be- 


reichs G, + G, + G, + G, zu erstrecken ist usw. 
Es ist nun wegen der vorstehenden Formeln der Wert der Summe 





() 
P fiir alle » derselbe, also 


(0) (1) (2) (3) 


Der Bereich G, + G,+---+G, wird fiir jedes » von Z umschlossen 
und seine ieneoen Hhcniseuiniiotinten sind lauter isoliert liegende ge-_ 
schlossene Linien, welche in ihrer Gesamtheit einen Teil derjenigen 
geschlossenen Linien darstellen, fiir welche wir vorher die Konver- 
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genz der Summe der Quadrate der Umfiinge bezw. Schwankungen der 

Funktion ¢(¢) und damit zugleich der Funktion 7. beweisen konnten. 

Unser Verfahren der sukzessiven Elimination der Linien /,, J,, --- be- 
(n) 

dingt nun, daB wir in der Summe = fiir hinreichend groBes » nur 


solche Integrale hineinbekommen, fiir welche die Summe der absoluten 
Betriige sicher beliebig klein ist. Daraus folgt 


) (1) (n) 
PP titi tetitiel 


Hiermit ist der Unitiitsbeweis vollstindig zu Ende gefihrt. 


Anmerkung 1. Anstatt die Wahl der Linien /,, /,,--- nach Mab- 
gabe der GréBe des Produktes aus Umfang und Schwankung zu treffen, 
kann man auch folgende Bedingung einfiihren. Es soll unter den Be- 
grenzungslinien des Bereichs G, + G,+---+ G, jedesmal eine solche 
Begrenzungslinie ausgewahlt werden, zu deren Herleitung aus der ent- 
sprechenden Originallinie in ®, nach dem Prinzip der Zusammensetzung 
der erzeugenden Substitutionen (d. s. die Randsubstitutionen des Funda- 
mentalbereichs ,) eine méglichst geringe Anzahl von Substitutionen er- 
fordert wird, jede Substitution so oft gerechnet als sie beniitzt wird. 
Dieses Prinzip ist ein rein gruppentheoretisch-topologisches Prinzip, um 
mittels des in § 33 definierten Untergruppenprozesses die ganze durch 
den Fundamentalbereich ©, bestimmte Gruppe. auszuschépfen. 

Anmerkung 2. Analog wie wir in § 4 von den wnendlich-vielfach 
zusammenhingenden Bereichen O@, O@,--- zu den endlich-vielfach zu- 
sammenhingenden Bereichen 0% 0)”, .-- tibergingen, kénnen wir auch 
hier behufs Anwendung der Cauchyschen Formel von den unendlich-viel- 
fach zusammenhiingenden Bereichen G, + G,, G, + G, + G,, Gg+ G+ 
+ G,+G,,--- m gewissen endlich-vielfach zusammenhiingenden Be- 
reichen G+ G, Gy+ G+ G, G + G+ G+ Gj, --- tibergehen; doch 
ist dieser Ubergang hier nicht notwendig und wiirde auch nicht eine 
gedankliche Vereinfachung des Unitiitsbeweises mit sich bringen. 
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C. Zweiter (synthetischer) Teil. 


Existenz der zu einer gegebenen Signatur gehdrenden 
uniformisierenden Variabelen. 


§ 11. 
Die zu lésenden Einzelprobleme. Hervorhebung einiger unter ihnen. 


Nachdem im ersten (analytischen) Teile die Untersuchung so weit 
gefiihrt worden ist, daB die Bestimmung aller der gesuchten Klasse an- 
gehérenden uniformisierenden Variablen auf die Erledigung bestimmter 
Einzelprobleme zuriickgefiihrt ist, handelt es sich nunmehr um den Nach- 
weis der tatsichlichen Existenz derjenigen Transzendenten, welche durch 
die Einzelprobleme postuliert werden. 

Die saimtlichen in Betracht kommenden Einzelprobleme lassen sich 
zusammenfassen in das folgende Problem: 

Es sollen, wenn F die Riemannsche Fliiche der algebraischen Funktion 
y(x) ist, wenn ferner A,, B,,---, A,, B, p getrennte Paare von Riickkehr- 
schnitten auf dieser Fliche sind mit je einem Kreuzungspunkt und C,, - - -, C, 
q sich gegenseitig und die Riickkehrschnitte nicht treffende Einschnitte auf 
der Fliiche F’, diejenige auf der lings den A, B, C aufgeschnitten gedachten 
Fliche F, d. i. auf Fy, eindeutige uniformisierende Variable t = t (x, y) 
konstruiert werden, welche durch die Signatur 


(F A,, B,, = ol A,, B,; C,, =o a “*) 
a, uy, om uy’, uy; Wya°**y Uy 
charakterisiert ist, wobei die u und v beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen, auch Null und unendlich sein kinnen. 
Unter den hiermit zusammengefaBten Einzelproblemen heben wir 
einige besonders hervor. 

Problem a.*) Es sei als Riemann- 
sche Fliche F die schlichte x-Ebene ge- 
geben und in dieselbe seien q Einschnitte 
gemacht. Es wird verlangt, die Fliche F, 
umkehrbar eindeutig und konform ver- 
mittels einer zu bestimmenden Funktion 
t,(x, y) auf einen schlichten Fundamen- 
talbereich ©, abzubilden, welcher von q 
elliptischen bezw. parabolischen Zweiecken 
begrenzt wird, wobei fiir jedes elliptische Zweieck auch der Winkel dieses 
Zweiecks als genauer Teil von 2x gegeben ist. 8S. Figur 12. 


*) Klein, Math. Ann. Bd. 21 1. «. 
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Problem b.*) Es sei die Riemannsche Fliche F einer algebraischen 
Funktion y(x) vom Geschlecht p>1 gegeben. Dieselbe sei durch p sich 
gegenseitig nicht treffende Riickkehrschnitte in eine 2p-fach 2zusammenhiingende 
Fliiche F,, verwandelt. Es soll vermittels einer 2u bestimmenden Funktion 
t,(a, y) eine konforme Abbildung der Fliche F,, auf einen von 2p paar- 
weise durch loxodromische bezw. hyperbolische Substitutionen aufeinander be- 
zogenen Kurven begrenzten schlichten Fundamentalbereich , (des Schottky- 
schen Typus) ausgefiihri werden §. Figur 13. 


Y/ 
WE 


Up 
ef yp) 


Fig. 14. 


Problem c.**) Es sei die Riemannsche Fliche F einer algebraischen 
Funktion y(x) vom Geschlecht p>1 gegeben. Dieselbe sei durch p Riick- 
kehrschnittpaare mit je einem Kreuzungspunkte in eine p-fach zusammen- 
hiingende Fiiiche F, verwandelt. Es soll vermittels einer zu bestimmenden 
Funktion t,(x, y) eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fliche F, 
auf einen schlichten Fundamentalbereich ©, ausgefiihrt werden, welcher von 
p ineinander geschobenen (transformierten) Parallelogrammen (Vierecken des 
dritten Typus) begrenzt wird, wobei liings eines jeden Parallelogramms die 
Seitenzuordnung durch zwei parabolische Substitutionen mit gemeinschaftlichem 
von der betreffenden Linie wmschlossenen Fixpunkt vermittelt wird. 8. Figur 14. 

Beziiglich der nun zu fiihrenden Existenzbeweise bemerke ich, dab 
wir zuniichst das hier mit b. bezeichnete Problem erledigen werden. Die 
Methode, deren wir uns dabei bedienen, wird sich sofort auch auf alle 
diejenigen Probleme iibertragen lassen, bei welchen die Signatur der zu 
bestimmenden uniformisierenden Variablen keine unendlich hohen Ex- 
ponenten enthilt, oder, wie wir auch sagen kénnen, bei welchen der 
Fundamentalbereich ©, weder parabolische Zweiecke noch Vierecke des 
dritten Typus aufweist. Die dusgeschlossenen Fille verlangen noch eine 





*) Klein, Math. Ann. Bd. 19 1. c. 
**) Vgl. meinen Vortrag [VIII] auf dem 4. Mathematikerkongre8 in Rom. 
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besondere Untersuchung. Ihre Erledigung wird uns dadurch gelingen, 
daB wir sie als Grenzfille solcher Fille betrachten, in welchen die Signatur 
nur endliche Exponenten enthilt. Insbesondere werden wir ein paraboli- 
sches Zweieck als Grenzfall eines elliptischen Zweiecks, ein Viereck des 
dritten Typus als Grenzfall eines Vierecks des zweiten Typus behandeln. 


C, L. Existenz der uniformisierenden Variabelen des Schottkyschen 
Typus (Problem b). 


§ 12. 
Bildung der Uberlagerungsfliche. 


Zu der gesuchten Funktion ¢(z, y), welche durch einen ihrer Zweige, 
niimlich den Zweig ¢,(z, y) eine umkehrbar eindeutige konforme Ab- 
bildung der Fliiche F, auf den Fundamentalbereich ©, vermittelt, gehért 
eine bestimmte Riemannsche Fliche /’™, welche wir uns iiber der Fliche F 
ausgebreitet denken wollen, indem jedem einzelnen relativen Zweige der 
Funktion ¢(z, y) ein und nur ein relatives Blatt der Fliche F'™) ent- 
spricht. Das einzelne Blatt wird dabei nach Gestalt, GréBe und Lage 
volistindig mit der Fliiche F, koinzidieren. Demnach kann man sich die 
Fliche F'~ gewissermaBen durch Zusammenheftung von lauter Exem- 
plaren F, gebildet denken. Dieser HeftungsprozeB ist im Falle des Pro- 
blems b. folgendermaBen vorzunehmen. 

Wir gehen von einem bestimmten Exemplare F, aus, welches wir, 
in der Absicht die Fliche F™ als Grenze von endlich-vielbittrigen Niihe- 
rungsfliichen 

F@ = lim F™ 
darzustellen, mit F' bezeichnen. Die Fliche F™ besitzt im ganzen 
2p getrennte Begrenzungslinien. Wir nehmen nun 2p nach GriéBe, Gestalt 
und Lage mit dem ersten Exemplare F, iibereinstimmende Neuexemplare F, 
und heften an jede der 2p Begrenzungslinien von F eines derselben und 
zwar mit der gegeniiberliegenden Begrenzungslinie an. Das Resultat der 
Zusammenheftung ist, daB aus der Fliche F) eine Fliche F entstanden 
ist, welche aus 2p + 1 Exemplaren J, besteht und im ganzen 2p(2p — 1) 
Begrenzungslinien besitzt. Die Fliiche F ist ebenso wie die Fliiche F 
schlichtartig, d. h. sie zerfallt durch jeden auf ihr gezogenen Riickkehr- 
schnitt in getrennte Stiicke oder, anders ausgedriickt, man kann sie um- 
kehrbar eindeutig und stetig auf eine einbliittrige Fliche mit 2p(2p — 1) 
getrennten Begrenzungslinien abbilden. Nunmehr werden 2p(2p — 1) 
neue Exemplare F, hinzugenommen, indem lings jeder Begrenzungslinie 
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von F® eines dieser Exemplare und zwar mit der gegentiberliegenden Be- 
grenzungslinie an F'*) angeheftet wird. Aus F entsteht dadurch eine 
Fliche /°, welche 2p(2p — 1)* Begrenzungslinien besitzt und schlicht- 
artig ist. 

Das Verfahren laBt sich in infinitum fortsetzen und es ist klar, dab 
auch die Grenzfliche F™ eine schlichtartige Fliche wird. Der Aufbau 
der Fliche F'™ aus den Exemplaren F, entspricht genau der Entstehung 
des vollstiindigen Wertegebiets 7’ der gesuchten uniformisierenden Variablen ¢ 
aus dem Fundamentalbereich %,. 

Die Fliche F™ ist topologisch durch folgende Eigenschaften véllig 
charakterisiert: Sie ist eine iiber der Fliiche F’ ausgebreitete, von rela- 
tiven Windungspunkten freie, schlichtartige Riemannsche Fliche, auf 
welcher jede in F, geschlossene Linie sich ebenfalls bei einfacher Durch- 
laufung derselben als geschlossene Linie darbietet, in welchem relativen 
Blatte der Fliche F auch der Zug begonnen wird. Denkt man sich 
niimlich die Fliiche /’™ lings der p auf F gezogenen Riickkehrschnitte 
durch alle ihre relativen Blitter hindurch aufgeschnitten, so muB sie auf 
Grund der einen soeben verlangten Eigenschaft in lauter Exemplare F, 
zerfallen; sie kann daher aus solchen Exemplaren durch Zusammenheftung 
entstanden vorgestellt werden. Die Bedingung der Schlichtartigkeit der 
Fliche /™ hat nun zur weiteren Folge, daB der ZusammensetzungsprozeB 
genau den obigen Angaben entsprechend vorgenommen werden mub, da 
andernfalls sich sofort ein geschlossener innerer Riickkehrschnitt fir F' 
einstellen wiirde, lings dessen aufgeschnitten die Fliche F™ nicht zer- 
fallen wiirde. 


§ 13. 


Erste Vorbereitung des Existenzbeweises. Lésung einer speziecllen 
. Abbildungsaufgabe. 


Aufgabe: Es sei ein endlich-vielfach zusammenhiingender, schlichtartiger, 
endlich vielblittriger Bereich B gegeben, welcher in seinem Innern nur end- 
lich viele Windungspunkte, jeden von endlicher Ordnung, enthdlt und dessen 
vollstiindige Begrenzung von endlich vielen reguliren analytischen Linien- 
stiicken gebildet wird. Es soll eine wmkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
dieses Bereichs auf einen schlichten Bereich gemacht werden. 

In den Arbeiten [I] und [IX] habe ich Methoden zur Lésung dieser 
Aufgabe mitgeteilt, wobei der Grundgedanke beide Male darin bestand, 
die betreffende Fliiche als Teil einer ‘atsdchlich oder nur ideal geschlossenen 
einfach zusammenhiingenden Fliche aufzufassen, welche den Schwarz- 
Neumannschen kombinatorischen Methoden zugiinglich ist und daher 
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auf eine Vollebene abgebildet werden kann. Eine andere Methode habe 
ich in der Arbeit II] angegeben. Bei dieser Methode wird das Abbildungs- 
problem spezieller gefaBt. Es ergibt sich, dab der Bereich auf einen von 
lauter untereinander parallelen und voneinander getrennten endlichen ge- 
radlinigen Strecken begrenzten schlichten Bereich abgebildet werden kann. 
Diese Methode will ich hier etwas niher erliutern.*) 

Wir gehen aus von einer in B eindeutigen und im allgemeinen 
reguliren Potentialfunktion «, welche nur in einem einzigen Punkte inner- 
halb B unstetig wird wie 


Pauw Kogse. 


r-1 cos m + regulire Potentialfunktion 


und welche lings der vollstiindigen Begrenzung des Bereichs B reguliir 
ist und die normale Ableitung Null hat. In etwaigen Eckpunkten der Be- 
grenzung hat man dabei eine Hilfsabbildung des an den Eckpunkt an- 
stoBenden Zipfels der Fliiche B auf die Fliche eines gestreckten Winkels 
vorzunehmen, um das Verhalten der Funktion « im Eckpunkte selbst zu 
beurteilen. Die Funktion wu wird durch die Rand- und Unstetigkeits- 
bedingung bis auf eine additive Konstante vollstindig bestimmt. Denn 
die Differenz zweier Funktionen, die diesen Bedingungen geniigen wiirden, 
ergibt eine in B regulire Funktion, fiir welche lings des ganzen Randes 
die normale Ableitung gleich Null ist. Diese Differenz wiirde daher ihr 
Maximum und Minimum auf der Begrenzung annehmen miissen. Anderer- 
seits besteht folgender Satz, welcher nur eine Form des Spiegelungs- 
prinzips ist: Hat man eine auf der einen Seite einer analytischen Linie 
regulir erklirte Potentialfunktion, welche sich auch auf dem analytischen 
Linienstiick selbst noch reguliir verhilt und daselbst die normale Ab- 
leitung Null hat, so wird die analytische Fortsetzung dieser Potential- 
funktion iiber das Linienstiick hinweg so stattfinden, daB spiegelbildlich 
symmetrischen Punkten jedesmal ein und derselbe Wert zugeordnet ist. 


*) Die Abbildungsaufgabe, einen gegebenen einblittrigen, mehrfach zusammen- 
hiingenden, analytisch begrenzten Bereich umkebrbar eindeutig und konform auf einen 
ebenfalls einblittrigen, von lauter geradlinigen untereinander parallelen endlichen 
Strecken begrenzten Bereich abzubilden, findet zum ersten Male in Schottkys 
Dissertation (Crelles Journal Bd. 83) Erwihnung, doch wird sie daselbst nicht ge- 
lst. Spiiter gab Schottky in der Arbeit ,,Uber die Wertschwankungen der har- 
monischen Funktionen usw.“ (Crelles Journal Bd. 117) u. a. eine Lisung einer analogen 
Aufgabe, bei welcher die Abbildung auf einen von lauter konzentrischen Kreisbigen 
begrenzten Bereich stattfindet, eine Aufgabe, von welcher erstere Abbildungsaufgabe 
als Grenzfall aufgefaBt werden kann. Eine Lisung dieser ersteren Aufgabe hat auch 
Herr Cecioni in den Rendiconti di Palermo, 1907 mitgeteilt. 

Ich verweise schlieBlich noch auf meine Arbeit III, in welcher die erwiihnten 
Siitze zugleich mit einem andern koordinierten Abbildungssatze ebenfalls bewiesen 
und auf wnendlich vielfach zusammenhingende Bereiche ausgedehnt worden sind. 
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Mit Hilfe dieses Satzes ist es méglich, einen auf der Begrenzung 
von B angenommenen Maximal- oder Minimalwert der Differenzfunktion 
als einen im Innern eines reguliren Gebietes angenommenen Maximal- bezw. 
Minimalwert aufzufassen, eine Eigenschaft, welche bei einer Potential- 
funktion nur dann bestehen kann, wenn sich dieselbe auf eine Konstante 
reduziert. 

Beziiglich des Existenzbeweises der Funktion u kann ich mich mit 
wenigen Bemerkungen begniigen, welche nur erliiutern sollen, inwiefern 
diese Aufgabe durch die kombinatorischen Methoden von Schwarz-Neu- 
mann erledigt werden kann. 

Man betrachte von der Fliche B die beiden Seiten, Vorderseite und 
Riickseite, als zwei voneinander verschiedene Flichen, indem man zwischen 
der Vorderseite und Riickseite lings der ganzen Begrenzung der Fliche B 
einen Zusammenhang herstellt. Dadurch entsteht aus der Fliche B eine 
geschlossene Fliche. Die Funktion u kann man sich nun ebenfalls zwei- 
mal vorstellen, einmal als Funktion auf der Vorderseite, das andere Mal 
als Funktion auf der Riickseite. Die Funktion w ist alsdann auf der ge- 
schlossenen Fliche eindeutig erklirt. Sie wird an zwei Punkten unstetig. 
Liings der Faltungslinien (Begrenzungslinien der Fliche B) verhilt sich 
die Funktion u stetig. Man ist sogar berechtigt zu sagen, daB sie sich 
auf der ganzen geschlossenen Fliche, ausgenommen die beiden Unstetig- 
keitsstellen, reguliir verhilt, sofern man sich die auf der geschlossenen 
Fliche genommene Umgebung eines Punktes der Faltungslinie zuvor auf 
ein schlichtes ungefaltetes Gebiet abgebildet denkt, eine Hilfsoperation, 
welche bei Beriicksichtigung der zwischen Vorder- und Riickseite be- 
stehenden symmetrischen Paarung der Punkte keine Schwierigkeit dar- 
bietet. 

Man kann nun nach den Sch warz-Neumannschen kombinatorischen 
Methoden auf der geschlossenen Filiiche eine Funktion # konstruieren, 
welche sich in dem angegebenen Sinne auf der ganzen geschlossenen 
Fliche mit Ausschlu8 der beiden Unstetigkeitspunkte regulir verhilt, in 
den beiden Unstetigkeitspunkten selbst hingegen unstetig wird wie die 
Funktion wu. Von dieser Funktion ist leicht einzusehen, daB sie in der 
Lage nach koinzidierenden Punkten der Vorder- und Riickseite dieselben 
Werte annimmt. Daraus folgt dann weiter, dab lings der Faltungslinie 
die normale Ableitung gleich Null ist. Die Funktion @ stellt daher fir 
den Bereich B die gesuchte Funktion wu dar. 

Ist nun v die zu u gehérende konjugierte Potentialfunktion, so er- 
kennt man bei Beriicksichtigung des bekannten Kurvenintegrales, welches 
den Ubergang zur konjugierten Potentialfunktion vermittelt, sofort folgendes: 
die Funktion u + iv wird im Unstetigkeitspunkte (2 = z,) der Funktion u 
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unendlich wie ~ _ sie ist in der ganzen Flaiche B eindeutig und be- 


, 
0 
sitzt lings jeder einzelnen Begrenzungslinie einen konstanten imagi- 
naren Teil. 

Betrachten wir jetzt die konforme Abbildung der Fliche B vermittels 
der Funktion «+ iv. Der Fliche B wird bei dieser Abbildung umkehr- 
bar eindeutig ein bestimmtes Riemannsches Flichenstiick B’ entsprechen, 
dessen Bliitterzahl an keiner Stelle der Ebene eine gewisse von der Stelle 
unabhiingig angebbare endliche GréBe iibersteigen kann. Im unendlich 
fernen Punkte ist die Bliitterzahl sicher gleich Eins. Die vollstiindige 
Begrenzung der Fliche B liegt ganz im Endlichen und zwar auf endlich 
vielen zur Achse des Reellen parallelen, endlichen, geradlinigen Strecken. 
Es ist daher méglich, von jeder Stelle der Ebene, die nicht gerade auf 
einer dieser geradlinigen Strecken liegt, eine Bahn nach dem unendlich 
fernen Punkte zu ziehen, lings welcher man auf keinen Begrenzungs- 
punkt der Fliche B’ stéBt. Daraus folgt aber, daB die Flache B’ an 
jedem der genannten Bedingung geniigenden Punkte der Ebene ebensoviel 
Blatter haben muB wie im unendlich fernen Punkte. D. h. die Fliche B’ 
ist eine einblittrige Fliche, welche aus der einblittrigen Vollebene da- 
durch entsteht, daB man in dieselbe eine endliche Anzahl zur Achse des 
Reellen paralleler Einschnitte von endlicher Linge macht.*) 


§ 14. 


Zweite Vorbereitung des Existenzbeweises. Herleitung einiger 
Hilfssitze. 


Hilfssatz lL £s sei f(z) eine fiir |z| <1, abgesehen vom Punkte 
z=0 selbst, reguliir und eindeutig erklirte analytische Funktion, die im 


Punkte z = 0 unendlich wird wie -+ f(z), wnter f(2) eine im ganzen Ge- 


biete |z|<.1 reguliire und im Punkte z=0 verschwindende analytische 
‘unktion verstanden. Es sei ferner bekannt, daB fiir jedes 9 <1 das Mazi- 
mum M, der von der Funktion |\f(2)| auf dem Kreise vom Radius @ an- 
genommenen Werte wachse, wenn @ sich verkleinert; dann liegt M, unier- 
halb einer von der Wahl der Funktion f(z) unabhiingigen, nur von @ ab- 
hiingenden Gripe. 
Beweis. Es seien g, und @, irgend zwei Werte des Radius ge, welche 


*) An Stelle der einen Unstetigkeit r—' cos mg kann man auch zwei voneinander 
verschiedene entgegengesetzt gleiche logarithmische oder Arcustangens-Unstetigkeiten 
beniitzen. Der abgebildete Bereich wird in allen Fillen von Bégen einer linearen 
Kreisschar gebildet. Vgl. meine Abhandlung III, woselbst auch die Ausdehnung 
dieser Siitze auf unendlich-vielfach zusammenhingende Bereiche gegeben ist. 
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kleiner sind als Eins. Es sei etwa g,<9,. Dann ist nach Voraus- 
setzung 

(1) M,, > My, 

Andererseits ist, wenn M,, und M,, die Maxima der Funktion |f(z)| auf 
dem Kreise des Radius 9, bezw. 9, bezeichnen, 


(2) M,,<— + Hy. 


Da f(z) eine’‘im Punkte z = 0 verschwindende reguliire Funktion ist, kann 
man setzen f(z) = f (2) und findet unter Einfiihrung der neuen Bezeich- 


nungen Mi, und M,,, entsprechend der Funktion f f(z), die Ungleich 
heitsbeziehungen 


Me 
M., = eM, < 0,M(0,) = os ° 


Also geht (2) iiber in 
Me, < = +  M,, 
Qs Q; 
woraus wegen (1) folgt 
1 e 1 
| Me, <a, +o (Mat a)» 
mithin 
e*+e* | 
<< @1 Gs (@, — @) 


Hilfssatz Il. Es sei f(z) eine fiir |z|<1, abgesehen vom Punkte 
z=, regulir und eindeutig erklirte analytische Funktion, die im Punkte 


z=0 unendlich wird, wie -+ f(z), unter f(2) eine im ganzen Gebiete 


\z| <1 regulére Funktion verstanden. Es sei ferner bekannt, daB fiir @ <1 
die Schwankung &, der Funktion Rf(2)*) auf der Peripherie des um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem Radius 9 beschriebenen Kreises wiichst, 
wenn 9 abnimmt. Dann liegt &,, mithin auch die Schwankung der Funk- 
tion f(2) selbst auf dem Kreise mit dem Radius 9, unterhalb einer von der 
Wahl der Funktion f(z) unabhingigen, nur von @ abhiingenden endlichen 
Gripe.**) 
Beweis. Es sei 
0<ea.<e,<1, 

dann ist 


(1) Ao, > Do, ’ 








*) R bedeutet: Reeller Teil von. 

**) Ein analoger Satz gilt, wenn man unter A, die Schwankung der Funktion 
f(z) selbst auf dem Kreise mit dem Radius @ versteht. 

Die Voraussetzungen des Hilfssatzes II sind beispielsweise erfiillt, wenn f(z) in 
dem Kreise |z!< 1 keinen Wert zweimal annimmt. 
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Andererseits ist 

(2) Ba <— + 4a, 

wenn A,, die Schwankung der Funktion f(2) auf dem Kreise vom 


Radius g, bezeichnet. Es gibt nun eine von der Funktion f(z) unab- 
hingige, nur von g, und 9, abhingende GriBe g <1, so dab 


(3) A, < qo, 

ist. Aus (2) und (3) folgt 

(4) B..<a(= +4,,). 
Nun ist 


dn <— +e, 
daher wegen (4) 


2 2 
ba <—+4(- +4n), 
also wegen (1) 
2 2 
4,<% +a(- +,), 
mithin 
ay: oe 
4a <j —q & t “4 
Hilfssatz Ill. Es sei f(z) eine im Gebicte \z| <1 reguldr erklirte 
analytische Funktion, welche in eine Potenzreihe der Form 
f(s) =2+a,22+ a,2+--- 
entwickelt werden kann und auBerdem die Eigenschaft besitet, keinen Wert 
mehr als cin Mal anzunehmen. Ist q ein bestimmter von Null verschiedener 
positiver Wert, welcher kleiner ist als Eins, so gibt es zwei endliche von 


Null verschiedene positive Gripen g, und g,, welche von der Wahl der 
Funktion f(z) unabhingig sind, so daf fiir \z| = q die Ungleichheiten gelten: 
9, <|f()\ < g9- 

Geometrische Formulierung des Hilfssatzes Il]. Es sei eine 
beliebige konforme Abbildung der schlicht zu denkenden Fliiche des Einheits- 
kreises, von welchem nur die inneren Punkte ins Auge gefapt werden migen, 
80 definiert, daB die Bildfliche ein ebenfalls durchaus einblittriges, den un- 
endlich fernen Punkt nicht in seinem Innern enthaltendes Gebiet ist. Die 
Abbildung sei ferner so beschaffen, daB der Nullpunkt sich selbst entspricht 
und dap das Vergriferungsverhiltnis an der Nullstelle gerade den Wert 
Eins hat. Alsdann wird das Bild eines mit dem Einheitskreise konzentrischen 
kleineren Kreises eine den Nullpunkt einfach umschlingende, sich selbst nicht 
schneidende Linie sein, deren Punkte vom Nullpunkt eine unterhalb g, 





























Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II. 49 
liegende Maszximaldistanz und eine oberhalb g, liegende Minimaldistanz - 
haben.*) 

_ Beweis. Ich beweise zunichst den ersten Teil des Satzes, welcher 
die Existenz der GréBe g, behauptet. Zu diesem Zwecke bilde ich die 


Funktion Fas = F(z), welche fiir |z|< 1 regular erklirt ist, abgesehen vom 
Punkte z = 0, in welchem sie eine Entwicklung der Form erhiilt 


FQ) = t+etdst bet. 


Fiir die Funktion F(z) sind wegen der Schlichtheit der durch diese 
Funktion vermittelten Abbildung des Gebiets |z| <1 die Voraussetzungen 
des Hilfssatzes II erfiillt. Die Anwendung dieses Hilfssatzes ergibt aber, 
daB dem Kreise |z| = q vermége F(z) eine geschlossene Linie entspricht, 
deren gréBter Durchmesser unterhalb einer endlichen Schranke gj, bleibt. 
Da diese Linie auBerdem den Nullpunkt umschlingt, so stellt 7, zugleich 
eine obere Schranke fiir den Abstand der Punkte dieser Linie vom Null- 


punkte dar, d. i. fiir die Werte der Funktion |F(z)|._ Wir finden g, = x 
1 


Um den zweiten Teil des Hilfsatzes III darzutun, welcher die Existenz 
der GréBe g, behauptet, mache ich zunichst die Bemerkung, daB es offenbar 
geniigt, den Satz III unter der Annahme zu beweisen, dab die Funktion 
2=f(z) auch noch fir |z| = 1 regulir ist. Betrachten wir unter dieser 
Annahme die Bildkurve Z, des Einheitskreises. Wir bemerken zunichst, 
daB der dem Nullpunkt am niichsten gelegene Punkt « der Linie Z, vom 
Nullpunkie eine Entfernung hat, die kleiner ist als Eins. Andernfalls 


wiirde namlich die Funktion fy) die Flaiche des Einheitskreises auf ein 


den Nullpunkt nicht enthaltendes Gebiet abbilden, dessen Begrenzung ganz 
auBerhalb des Einheitskreises liegt, und welches daher auch selbst ganz 
auBerhalb des Einheitskreises liegen muB. Dann wiirde aber auch der 


Wert der Funktion fe) fir = 0, d. i. f(0) absolut genommen griBer 


als Eins sein entgegen der Voraussetzung. 

Wir ziehen nun, aus dem Unendlichen kommend, nach dem Punkte « 
eine Linie 4, welche nicht in das von der Linie Z, umschlossene Gebiet 
G, eintritt. Auf der Linie 4 bestimmen wir, aus dem Unendlichen 


*) Hilfssatz II] dient uns hier als Grundlage zum Beweise des Hilfssatzes IV. 
Man kann aus 1V den Satz III riickwiirts sofort ablesen. Den Hilfssatz IV (Verzerrungs- 
satz) habe ich in der Note [XI] auf andere Weise bewiesen. Man vergleiche auch den 
von dem hier mitgeteilten wesentlich verschiedenen Beweis, welchen ich in [IV] 
(Gdtt. Nachr. 1907, pag. 204) fir die erste Hilfte des Hilfssatzes IV, niimlich die 
Existenz von g, gegeben habe. 


Mathematische Annalen. LXIX. : 4 
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kommend, den ersten Punkt, fiir welchen |z| = 1 wird. Das bis zu diesem 
Punkte durchlaufene Stiick der Linie 4 heiBe 2’. Da eine Drehung der 
Figur um den Nullpunkt als festen Punkt fiir unsere Untersuchung 
offenbar belanglos ist, kénnen wir annehmen, daB der Endpunkt von 7” 
der Einheitspunkt selbst ist. Wir betrachten unter dieser Annahme 
die Riemannsche Fliiche H der Funktion log (c—1). Die einzelnen 
Blatter der Fliche H stellen wir uns durch die in allen Blattern gezogen 
zu denkende Linie 2’ gegeneinander abgegrenzt vor. In einem dieser 
Blatter B,, fiir welches wir log (0 — 1) = zi setzen, kénnen wir uns die 
Fliche G, liegend denken. Durch Ausfiihrung eines positiven Umlaufs 
um den Einheitspunkt gelangen wir von B, in ein zweites Blatt B, der 
Fliche H. In B, denken wir uns die den Nullpunkt mit dem Einheits- 
punkte verbindende geradlinige Strecke e gezogen. Schneiden wir H 
lings der Linie e auf, so entsteht aus der einfach zusammenhingenden 
Fliche H eine andere einfach zusammenhingende Fliche H’, welche die 
Fliche G, als Teilbereich enthilt. Dem Gebiete |z| <q entspricht ver- 
mittels f(z) ein Teilgebiet G, von G,. Dem Kreise |z| = gq entspricht 
die Begrenzungslinie L, des Gebiets G.,. 

Die Fliche H’ kann durch Zusammensetzung elementarer Funktionen 
(Anwendung eines Logarithmus und einer Quadratwurzel) umkehrbar ein- 
deutig und konform auf die schlichte Fliche des Einheitskreises abgebildet 
werden und zwar so, daB dabei dem im Blatte B, liegenden Nullpunkte der 
Nullpunkt entspricht. Es sei Z'(Z) die betreffende Abbildungsfunktion. 
Durch Vermittlung dieser Funktion wird das Gebiet G, auf ein schlichtes 
Teilgebiet des Einheitskreises in der Z-Ebene abgebildet. Es ist also 
fiir |z| <1 die Ungleichheit erfiillt 

|Z'(f@)| <1. 
Da die Funktion Z(f(z)) fir z= 0 verschwindet, so ist fiir |z| <1 auch 
die Funktion oh regulir und dem absoluten Betrage nach kleiner 
als Eins. Daraus folgt fiir |z| <q 

IZ (fe))| Sa. 
Diese Gleichung bedeutet, daB die Fliche G, enthalten ist in demjenigen 
endlichen Teilgebiete der Fliche H’, welches der Kreisfliche |Z’| < q ent- 
spricht. Darin liegt, daB es eine von der Wahl der Funktion f(z) unab- 
hingige endliche GréBe g, gibt, sodaB fiir |z| <q die Ungleichheit |f(z)| <9, 
besteht. 

HilfssatzIV (Verzerrungssatz firanalytische Funktionen).*)**) 


*) Im folgenden kurz als Verzerrungssatz zitiert. 
**) Vergl. den Verzerrungssatz fiir lineare Funktion pag. 26. 


























Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II. 51 


Es sei f(2) eine fiir |2| <1 regulér und eindeutig erklirte Funktion von 2. 
Diese Funktion nehme niemals an zwei verschiedenen Stellen innerhalb des 
Einheitskreises einen und denselben Wert an. Dann wird behauptet: wenn 
z, und 2, innerhalb des Gebiets \2;|<q<1 wumabhiingig variabel gedacht 


werden, so liegt das Verhiiltnis F%) swischen zwei von der Wahl der 


f (4) 
Funktion f(2) nicht abhdngenden, endlichen, von Null verschiedenen positiven 
Groen Q und a 


Zum Beweise kénnen wir annehmen, daB f(0) = 0 und f’(0) = 1 ist. 
Auch kann die Annahme gemacht werden, daB die Funktion f(z) fir 
|2|= 1 noch regulir ist. Es handelt sich dann lediglich darum, darzutun, 
daB fiir |z| <q zwei endliche von Null verschiedene positive Gréfen Q, 
und Q, existieren, die von der Wahl der Funktion f(z) unabhingig sind 
und so beschaffen, daB fiir |z| <q die Ungleichheiten gelten 


Q@ </F)| < @- 
Um zuniichst die Existenz der GréBe Q, nachzuweisen, konstruieren 
wir noch einen zweiten Kreis mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt und 
einem Radius g,>q. Aus dem zweiten Teile des Hilfssatzes III folgt, 


daB fiir |z| =, die Funktion |f(¢)| unterhalb einer bestimmten endlichen 
Schranke g, liegt. Nun ist 


’ f(z’) Z 
‘o= a —p 4" 


wobei das Integral iiber den Kreis mit dem Radius g, zu erstrecken ist. 
Daraus folgt fiir |2| <q 
(1) TOl<e again O- 

Um die Existenz einer GréBe Q, zu beweisen, denken wir uns den 
Punkt z mit dem Nullpunkte durch eine aus endlich vielen Gliedern be- 
stehende Kette kleiner Hilfskreisflichen verbunden, deren jede folgende 
ihren Mittelpunkt innerhalb der vorhergehenden hat. Der erste Kreis der 
Kette soll dabei z zum Mittelpunkt haben, der letzte den Nullpunkt in 
seinem Innern enthalten. Jeder Kreis der Kette wird durch die Funk- 
tion f(z) auf ein schlichtes Gebiet abgebildet. Man kann daher auf diese 
Kreisfliiche das bereits gefundene, durch die Formel (1) bezeichnete Re- 
sultat anwenden, wobei der Umstand, daB die betreffenden Kreisfliichen 
nicht gerade den Radius Eins haben und daB das VergréBerungsverhiltnis 
im Mittelpunkte dieser Kreisflichen nicht gleich Eins ist, durch Einfiihrung 
von Proportionalititsfaktoren zu beriicksichtigen ist. (Der wesentliche 
Inhalt der Formel (1) ist naémlich der, daB unter der Voraussetzung der 
Schlichtheit der Abbildung aus dem Werte der Ableitung im Mittelpunkte 

4* 
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eine von der Wahl der Funktion unabhiingige Schranke fiir den Wert 
der Ableitung an einem inneren Punkte des Kreises gefunden wird.) Das 
Resultat ist, daB aus dem Werte f(z) bei Durchlaufung der Kette sich 
eine von der Wahl der Funktion f(z) unabhingige untere Grenze fiir den 
Wert f'(0) ergibt. Da nun, wie wir doch annehmen, der Wert / (0) 
gleich Fins ist, so folgt daraus riickwiirts, daB es eine von der Wahl von 
f(2) unabhingige, positive, von Null verschiedene GréBe Q, gibt, so daB 
If (@)| <q ist far |2| <a. 

Anmerkung. Der hietmit vollstindig gelieferte Beweis des Hilfs- 
satzes 1V iibertrigt sich offenbar sofort auf den Fall, in welchem das 
Definitionsgebiet der Funktion f(z) ein beliebiges im Endlichen liegendes, 
einblattriges Gebiet ist. An Stelle des Kreises |z| <q tritt dann ein ein- 
schlieBlich der Begrenzung véllig im Innern des ersteren Bereichs liegender 
Bereich. 

Hilfssatz V. Es sei S eim im LEndlichen liegender Bereich der 
z-Ebene, S, ein in S enthaltener endlich-vielfach zusammenhingender Teil- 
bereich, dessen Begrenzung sich nicht bis an die Grenze von S erstreckt. Es 
sei f(2) eine in S regulire und eindeutige Funktion, welche eine umkehrbar 
eindeutige konforme Abbildung dieses Bereichs auf einen ebenfalls ganze im 
Endlichen liegenden einbliittrigen Bereich vermittelt. Dann gibt es eine von 
der Wahl der Funktion f(z) wnabhiingige Grife q, welche der Bedingung 
0 <q<.1 geniigt und so beschaffen ist, daB fiir das bei der konformen Ab- 
bildung durch f(2) sich ergebende Bildgebiet von S der von den inneren Be- 
grenzungslinien dieses Bildbereichs umschlossene Gesamtflicheninhalt kleiner 
ist als q mal dem von der duBeren Begrenzungslinie desselben Bildbereichs 
umschlossenen Flicheninhalt.*) 

Der Satz ist eine fast evidente Folge des Verzerrungssatzes. 

Wir wiahlen innerhalb S eine kleine Kreisscheibe und betrachten, 
was statthaft ist, nur solche konformen Abbildungen, bei welchen das Ver- 
gréBerungsverhiltnis im Mittelpunkt der Kreisscheibe den Wert Eins hat. 
Die Kreisscheibe wird dabei in ein Gebiet tibergehen, dessen Fliachen- 
inhalt wegen des ersten Teiles des Hilfssatzes II] oberhalb einer von 
Null verschiedenen GréBe m liegt. Da andererseits gemiB dem Ver- 
zerrungssatze der absolute Betrag des Differentialquotienten der Abbildungs- 
funktion im ganzen Gebiete S einschlieBlich der Begrenzung unterhalb 
einer von der Wahl der Funktion unabhingigen GréBe liegt, ergibt sich, 
daB die Bildkurven der Begrenzung des Bereichs S einen Umfang haben 
werden, dessen Linge unterhalb einer von der Wahl der Funktion unab- 


*) Es wird dabei zugelassen, daS bei der Abbildung eine innere Begrenzungs- 
linie des Bereichs S in die iuBere Begrenzungslinie des Bildbereichs iibergeht. 




















Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II. 53 


hangigen Grenze liegt. Daher muB auch der von der umschlieBenden 
Linie des Bildbereichs umschlossene Flicheninhalt unterhalb einer festen 
endlichen Schranke © bleiben. 

Fihren wir nun folgende Bezeichnungen ein. Es sei J der Flichen- 
inhalt, welcher von der umschlieBenden Begrenzungslinie des Bildbereichs 
von S begrenzt wird. Ferner sei J, der Flicheninhalt des Bildbereichs 
der Kreisscheibe, schlieBlich J, der Gesamtflicheninhalt, welcher von den 
inneren Begrenzungslinien des Bildbereichs von S begrenzt wird. Dann 


haben wir J<M, J,>m, also 4 >“. Nun ist Jy<J—J,, also 


J J 1 1 
7 I=, i aa m 
J ~~ M 





1 


Hilfssatz VI. Haben S, S,, f(2) dieselbe Bedeutung wie in Hilfs- 
satz V, ist ferner in S eine Linie L endlicher Linge gezogen, so gibt es 
eine von der Wahl der Funktion f(z) unabhiingige endliche positive Gripe Q, 
welche auch grifer als Eins sein kann, so beschaffen, daB das Quadrat 
der Liinge der Bildkurve von L kleiner ist als Q mal dem Fliicheninhalt 
des Bildbereichs von 8. 

Der Satz folgt sofort aus dem Verzerrungssatze. Vgl. einen oben 
pag. 28—29 gefiihrten analogen Beweis. 


§ 15. 
Durchfiihrung des Existenzbeweises. 
Wir kehren nun zuriick zu unserer Uberlagerungsfliiche F@ = lim F™. 


Die gesuchte Funktion ¢(7,y) ist eine solche auf der Fliche F™ ein- 
deutige Funktion, welche eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
der Fliche F™ auf das schlichte Gebiet 7’ vermittelt. 

Wir stellen uns daher jetzt die Aufgabe, die Existenz einer umkehr- 
bar eindeutigen konformen Abbildung der Fliche F™ auf ein schlichtes 
Gebiet nachzuweisen. Von der analytischen Funktion, welche diese kon- 
forme Abbildung vermittelt, ist dann nachtriglich zu zeigen, daB die 
durch diese Funktion vermittelte Abbildung des Bereichs F'™) tatsichlich 
eine soleche Abbildung ist, bei welcher der Bereich F in einen Be- 
reich ©, mit linearer Rinderzuordnung iibergeht. Diesen letzteren Nach- 
weis fihre ich in § 16. Die Tragweite des im folgenden darzulegenden 
Konvergenzbeweises ist dabei erheblich gréBer, iusofern als von den so- 
gleich zu definierenden Abbildungsfunktionen fir die Naherungsflichen 
F) beim Konvergenzbeweise nur die eine Eigenschaft, eine schlichte Ab- 
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bildung dieser Flaichen zu leisten, wesentlich in Betracht kommt, sodaB 
jede einzelne Abbildungsfunktion noch auf unendlich mannigfaltige Weise 
gewdhlt werden kann. Der Konvergenzbeweis erstreckt sich daher ins- 
besondere ohne weiteres auch auf das in § 17 auseinandergesetzte iterierende 
Verfahren. 

Wir konstruieren eine Folge von analytischen Funktionen 


9:(2), Pa(2), --- 
folgenden Bedingungen gemiB: Die Funktion ,(x) ist eine auf der ganzen 
Fliche F'“*+" eindeutig erklirte analytische Funktion*), welche in einem 
willkiirlich, jedoch von » unabhiingig gewiihlten, in F' gelegenen festen 
Punkte O (2 = 2.) unendlich wird in der Art 


9.(2) ==, + (M), 


wobei mit ((0)) eine im Punkte O verschwindende regulire Potenzreihe 
von (2—2,) bezeichnet wird. In allen tibrigen Punkten der Fliche F™ 
verhalt sich die Funktion g,(2) regular; die Funktion g,(x) vermittelt 
ferner eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fliche F™ auf 
einen schlichten Bereich, welcher der verlangten Unstetigkeit entsprechend 
den unendlich fernen Punkt einfach bedeckt. Die Existenz der Funktionen 
G, (©), P_(x), -- + folgt aus dem in § 13 bewiesenen Abbildungssatze. 

Der Nachweis der gleichmibigen Konvergenz der Funktionenfolge 
9, (©), P,(x), --- wird gefiihrt sein, wenn es gelungen ist, folgendes nach- 
zuweisen: Es sei m, irgend eine festgewiihlte ganze positive Zahl; dann 
ist es méglich, bei véllig willkiirlich bleibendem positivem, ganzzahligem m 
die Differenz (, , ,,(2)— ,(2)) fir das ganze Gebiet F'») dadurch beliebig 
klein zu machen, daB man » hinreichend groB wihlt. 

Zum Zwecke dieses Nachweises mégen folgende Bezeichnungen ein- 
gefiihrt werden. Es werde mit z, der Wert der Funktion p,(x) bezeichnet, 
ferner mit ©”) derjenige Bereich der z,-Ebene, auf welchen der Bereich 
F™ durch Vermittelung der Funktion »,(x) abgebildet wird. 

Entsprechend der Zerlegung der Fliiche F™ in Exemplare F wird 
die Fliche © eine Zerlegung in eine bestimmte endliche Anzahl von 
Teilgebieten aufweisen. Wir kénnen uns diese Teilgebiete sukzessive vor- 
stellen, wenn wir an den sukzessiven Aufbau der Fliche F) denken. Wir 
hatten F’™ als das n* Glied einer Folge von Bereichen F, F'®,--- kon- 
struiert. Dieser Folge entspricht vermége der durch g,(x) vermittelten 
konformen Abbildung eine bestimmte Folge von Teilbereichen des Be- 

*) Die Funktion g,,(x) verhiilt sich also iiber die Grenze von F'™ hinaus noch 
regulir. 
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reichs ©”). Wir nennen diese Teilbereiche ©», O%®, ..., M4”) — OM, 
Jeder der Bereiche ©) [a =1,---,m] besitzt eine endliche Anzahl innerer 
Begrenzungslinien, welche einen Gesamtflicheninhalt f, , umschlieBen. 

Betrachten wir zuniichst den Flacheninhalt f, ,, so léBt sich von diesem 
behaupten, daB er unterhalb einer von der Wahl des Index » unabhingigen 
endlichen GréBe zg* liegt (Hilfssatz I, § 14). Wenden wir weiter den 
Hilfssatz V (§ 14) an, so erkennen wir, daB es eine von der Wahl des 
Index » unabhingige GréBe g gibt, welche kleiner ist als Eins und so 
beschaffen, daB 

f, n,2 < af, m1? 


fas < Qf,,2) 


fan <Q fant 
- ist; also wegen f,, < 2g* folgt 
fan <Q" ag. 
Wir betrachten nunmehr die Summe der Quadrate der Umfinge der 
inneren Begrenzungslinien des Bereichs ©”, die ich mit = (s™)* be- 


zeichnen will. Ich behaupte, daB es eine von der Wahl des Index » un- 
abhingige GréBe Q gibt, sodaB 


> 6) < Oana: 


Um dies einzusehen, wollen wir auf der Riemannschen Fliche F' der 
algebraischen Funktion y(#) folgende einfache Konstruktion ausfiihren. 
Wir ziehen jedem Riickkehrschnitte benachbart und zwar zu beiden Seiten 
desselben je eine geschlossene Hilfslinie so, daB jede dieser Hilfslinien mit 
dem betreffenden Riickkehrschnitt einen lings des Riickkehrschnitts sich 
hinziehenden, schmalen, zweifach zusammenhingenden Streifen begrenzt. 
Die von den p Hilfslinienpaaren eingeschlossenen p zweifach zusammen- 
hiangenden Flachenstreifen, deren jeder in seinem Innern eine der Riick- 
kehrschnittlinien enthilt, repriisentieren sich auch auf den Flichen F', 
F®, F®,..- sowie auf F'™), auf ersteren Fliichen endlich viele Male, 
auf letzterer Fliche unendlich oft. Wir kénnen die Bilder dieser Flaichen- 
streifen auch innerhalb der Bereiche 0», @*), ...,®%™” aufsuchen. Jeder 
einzelne zweifach zusammenhiangende Bildstreifen enthailt eine und nur 
eine Einteilungslinie des Bereichs ©”). Die Filache dieses Bildstreifens 
wird daher gemiB dem Hilfssatze VI (pag. 14) zu einem MafBe fiir das 
Quadrat des Umfangs der darin eingebetteten Einteilungslinie. 
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Diejenigen zweifach zusammenhingenden Bildflichenstiicke, welche 
die Einbettung der in obiger Summe > (e vorkommenden Linien 


bewirken, haben einen Gesamtflicheninhalt, welcher einen Teil des Flaichen- 
inhalts f,,,_, bildet; also ergibt sich 


> ()? < Qfan-1 < Og"? xg’. 


Um nun die Differenz |z,,,,—2, = |P,4m(%)—@,(#)| fiir das Ge- 
biet F abzuschiitzen, wobei wir » >, annehmen diirfen, betrachten 
wir diese Differenz als Funktion der GréBe z,, als welche sie in dem 
Gebiete ©” erklirt ist und mit d, ,,(z,) bezeichnet werden mige. Die 
Abschiitzung hat fiir das Gebiet ®*™) zu erfolgen, welches bei der durch 
@, (2) vermittelten konformen Abbildung dem Gebiete F' entspricht. 

Das Verhalten der Funktion d,,,(z,) fir 2,—0o ergibt sich aus 
den Formeln 


P 1 
ns £2— 2, 





+(O)) ‘un zoa +), 


welche zeigen, daf die Funktion d, ,,(z,) fiir z, = oo verschwindet. 

Uber die Punkte des Gebiets ©") kann folgende Bemerkung gemacht 
werden: Es gibt eine endliche, von Null verschiedene, von » unabhiingige 
GréBe D, welche so beschaffen ist, daB der Abstand irgend eines Be- 
grenzungspunktes des Gebiets ®”) von einem inneren Punkte des Gebiets 
@”*) gréBer ist als D. Die Existenz der GréBe D ist eine Folge des 
Verzerrungssatzes. 

Wir sehen dies folgendermaBen ein. Es werde auf der Fliche F 
eine den Punkt 9 (x=2z,) umschlieBende Hilfslinie h gezogen. Dieser 
Linie wird bei der durch ,(x) vermittelten konformen Abbildung eine 
Linie h, entsprechen, welche die Begrenzungslinien des Bereichs ©” um- 
schlieBt. Nach Hilfssatz 1, § 14 muB die Linie h, in einem gewissen 
endlichen, von der Wahl des Index » unabhingigen Bezirke bleiben. Ferner 
erkennt man sehr leicht, daB der gréBte Durchmesser der Linie h, ober- 
halb einer von » unabhingigen, endlichen, positiven, von Null verschiedenen 
GréBe bleibt. Man betrachte dazu, mit a, irgend einen von h, um- 


schlossenen Punkt bezeichnend, die Funktion welche eine 


1 
Pn(Z) — 4” 
schlichte Abbildung der Umgebung des Punktes z=, liefert, bei welcher 
das VergréBerungsverhiltnis an der Stelle =z, gleich Eins ist. 

Nachdem feststeht, daB die Linieh, nicht beliebig zusammenschrumpfen 
kann, folgt sofort aus dem Verzerrungssatze, daB die Begrenzungspunkte 
von "+ und damit zugleich die Begrenzungspunkte von 0 = %” 
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von den Begrenzungspunkten des Bereichs ©”) und damit zugleich von 
den inneren Punkten des Gebiets ©) einen Abstand haben, welcher ober- 
halb einer von » unabhingigen angebbaren GréBe D liegt. 

Jetzt wenden wir auf die Funktion d, ,,(2,) fiir das Gebiet ®” die 
Cauchysche Integraldarstellung an, indem wir mit 2) irgend einen im 
Gebiete ©” befindlichen Punkt der z,-Ebene bezeichnen: 

d, n(%, 
d, (40) = ci b f sant _ dz’. 


Die Summe & ist hierbei tiber alle Begrenzungslinien des Bereichs 0” 
zu erstrecken.*) Nun ist die Swmme der Quadrate der Umfdnge aller dieser 
Begrenzunglinien gemiB der oben gefundenen Abschitzung < Qq"-* zg’. 
Ebenso ist wegen d, ,,(Z,)=%,4m— 4%, die Summe der Quadrate der 
Schwankungen der Funktion d, ,,(z,), erstreckt tiber siimtliche Begrenzungs- 
linien von ©”, kleiner als: doppelte Summe der Quadrate der Schwankungen 
von z, plus doppelte Summe der Quadrate der Schwankungen von z, ,,,, also 
kleiner als: doppelte Summe der Quadrate der Umfiange der Begrenzungs- 
linien von ©”) plus doppelte Summe der Quadrate der Umfange der Be- 
grenzungslinien von 0+"), also 


<2Qq"-*xg’ + 2Qq°- xg’ = 4Qq"~*xg’. 
GemaB unserer pag. 30 dargelegten Abschitzungsmethode finden wir 
daher 


|@,. m(2)| < — + (Qag"~ 2g? +4 Qq"-*2g") 


Id, m(@)| < gas Qa" *x9*. 

Da in vorstehender Formel 2 einen beliebigen innern Punkt des 
Bereichs ©”) darstellt, welch letzterer Bereich mit dem Bereiche F'™) 
durch konforme Abbildung aquivalent ist, so haben wir in der Tat fiir das 
Gebiet F') die gewiinschte Abschiitzung der Differenz |9, , ,,(z)—9,(2)| 
gefunden und sehen also, daB die Konvergenz der Reihe g,(x), 9,(%),--: 
in jedem inneren Teilgebiete der Fliche F'™) absolut und gleichmdfig statt- 
findet, und zwar so stark wie bei einer geometrischen Reihe. Der EinfluB 
des Teilgebietes, in welchem die Konvergenz betrachtet wird, auf den Stirke- 
grad der Konvergenz dupert sich dabei nur in einer Vergriferung des 
Faktors , "+ Der fiir die geometrische Reihe charakteristische Multipli- 
kator q ist ebenso wie die Gripen Q und g von der Wahl des Teilbereichs, 
in welchem die Konvergenz bétrachtet wird, unabhingig. 


*) Das Integral iiber die unendlich ferne Integrationslinie verschwindet, weil 
die Funktion dm (Zn) fiir z,—= oo verschwindet. 
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Die sich ergebende Grenzfunktion 
lim @,(2) = (2) 


ist eine auf der ganzen Fliche F'™ eindeutige und, abgesehen vom Punkt 0, 
regulire Funktion, die im Punkte 0 unendlich wird wie 


1 
saa + ™)- 


Durch Vermittelung der Funktion g(x) wird in der Tat eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fliche F'™ auf ein schlichtes 


Gebiet &@ geleistet, weil jede Naherungsfunktion eine derartige Abbildung 
leistet. 


§ 16. 
Der Linearititsbeweis. 


Durch Vermittelung der Funktion g(x) wird imsbesondere der Be- 
reich F'™, welcher aus einem einzigen Exemplare F, besteht, umkehrbar 
eindeutig auf ein schlichtes Gebiet ®™ abgebildet, welches den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthilt. Um sicher zu sein, daB die 
Funktion g(z) die von uns gesuchte Funktion ¢(z, y) ist, ist noch der 
Nachweis zu fihren, dab entsprechende Randpunkte des Bereichs 0%», 
d. s. solche Randpunkte, denen in F' zwei lings eines Riickkehrschnittes 
sich gegeniiberliegende Randpunkte von F' entsprechen, durch lineare 
Substitutionen aufeinander bezogen sind. 

Dazu bemerken wir, daB die sich als eine Punktkoinzidenz dar- 
stellende erwihnte Randerzuordnung der Fliche F') auf der Flaiche F™, 
die ja F™ als Teil enthilt, sich zu einer gegenseitigen Zuordnung der 
Punkte der Fliche F'™ iiberhaupt erweitern lat, wobei je zwei ent- 
sprechende Punkte relativ zu F’ koinzidierende Punkte sind. Diese Punkt- 
zuordnung auf der Fliche J’ ist eine umkehrbar eindeutige, wobei auch 
niemals ein Punkt sich selbst entspricht. Es folgt dies aus dem Umstande, 
daB die Fliche F'™ unserer Konstruktion zufolge offenbar relativ zur 
Fliche F regulir ist, sodaB eine auf dieser Fliche geschlossene Linie 
immer wieder als geschlossene Linie erscheinen wird, wenn der betreffende 
Linienzug in irgend einem anderen Blatte der Flicke begonnen wird. 

Der hiermit entwickelten Vorstellung entspricht innerhalb des schlichten 
Gebietes ®™ folgendes: Es kann die einzelne analytische Randerzuordnung 
des Gebiets ®@ gem&B den Prinzipien der analytischen Fortsetzung 
auf das ganze Gebiet ®@ ausgedehnt werden und zwar ergibt sich dabei 
eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fliche ®@ auf 
sich selbst. 
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Diese umkehrbar eindeutige konforme Abbildung kann sogar fiir die 
ganze Ebene, in welcher der Bereich ®@ liegt, reguliir erklirt werden 
und zwar aus folgenden Griinden. 

Entsprechend dem Aufbau der Riemannschen Fliche F™ aus lauter 
Exemplaren F, erscheint die Fliche ®@ in unendlich viele Teilgebiete 
zerlegt, welche sich entsprechend der Zusammenfassung der Exemplare F, 
zu den Bereichen F), F®,.-- zu analogen Teilbereichen O@, O@, . .. 
zusammenordnen, so daB wir setzen kénnen 

O@ — lim 0”) 


Bezeichnen wir mit >) (so)? die Summe der Quadrate der Umfdnge aller 


Begrenzungslinien des Bereichs ®@”), so ist 
> (se)? < Qq"-*xg°. 


Vermége der von uns betrachteten konformen Abbildung der Fliche o@ 
auf sich selbst geht der Bereich ®*” in einen anderen Teilbereich 0%” 
von ®@ iiber, von welch letzterem Teilbereiche die Begrenzungslinien 
ebenfalls Einteilungslinien der Fliche ®@ sind. Es ist daher klar, dab 
auch die Summe der Quadrate der Umfinge aller Begrenzungslinien des 


Bereichs ®@*) , die wir mit >" )* bezeichnen wollen, fiir m = co ver- 


schwindet. Die analytische Funktion, welche die betrachtete konforme Ab- 
bildung der Fliche ®@ auf sich selbst vermittelt, hat demnach lings der 
Begrenzungslinien der Fliche ®@” solche Schwankungen, daB die Swmme 
der Quadrate der Schwankungen, erstreckt tiber alle Begrenzungslinien von 
o@”), fiir n = oo gegen Null konvergiert. 

Aus Vorstehendem ergibt sich nun mittels eines bereits oben beim 
Unitiitsbeweise beniitzten Hilfssatzes (Hilfssatz II], pag. 29), daB die be- 
trachtete Abbildungsfunktion sich auch in den Grenzpunkten*) reguliir 
verhilt, so daB wir es in der Tat mit einer umkehrbar eindeutigen kon- 
formen Abbildung der schlichten Vollebene auf sich selbst zu tun haben, 
einer Abbildung, welche bekanntlich nur durch lineare Funktionen ver- 
mittelt wird. 

Der Bereich ®@ ist mithin der von uns gesuchte Fundamental- 
bereich ®,, und es ist die Fynktion g(x) die von uns gesuchte 1. p. 


*) Die Fliche ®™ kann wegen des Verschwindens der GriBe in a ”y 
offenbar nur von diskreten Punkten begrenzt sein. 
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Uniformisierungstranszendente ¢(x, y), welche die Lésung des auf die 
automorphen Funktionen des Schottkyschen Typus sich beziehenden 
Kleinschen Fundamentaltheorems darstellt.*) 


§ 17. 


Bestimmung der gesuchten uniformisierenden Variablen mittels eines 
iterierenden Verfahrens.**) 


GemiB dem im § 13 bewiesenen Abbildungssatze ist es méglich, die 
Fliche F,, d. i. die durch p Riickkehrschnitte in eine 2p-fach zusammen- 
hingende Fliache verwandelte Fliche F’, umkehrbar eindeutig und konform 
auf einen schlichten Bereich Y, mit regulir analytischer Randerzuordnung 
abzubilden. Dabei sind als zugeordnete Randpunkte des Bereichs Y, solche 
Punkte zu bezeichnen, denen der Lage nach koinzidierende Randpunkte 
von F,, entsprechen. Der Bereich Y, weist p derartige analytische Rand- 
substitutionen auf. Man darf die Annahme machen, dab jede dieser 
Randsubstitutionen sich lings der betreffenden zugeordneten Begrenzungs- 
linien von Y, durchaus regular verhalt, sodaB durch dieselbe sogar eine 
gewisse Umgebung der einen von den beiden zugeordneten Randlinien 
umkehrbar eindeutig und konform auf eine entsprechende Umgebung der 
anderen Randlinie abgebildet wird. Man wende etwa den erwihnten Ab- 
bildungssatz statt auf die Fliche F,—F' auf die aus 2p + 1 Exemplaren 
F,, gebildete pag. 42 definierte Fliche F an, die ein Exemplar F, als 
durchaus inneren Teilbereich enthiilt. 

Die Aufgabe der Bestimmung der 1. p. Uniformisierungstranszendenten 





*) Eine bemerkenswerte Modifikation meines Linearitiitsbeweises teilt Herr 
Courant in seiner Dissertation mit. Ich verweise auch auf § 15 meiner Abhand- 
lung VI (Crelle 1910), woselbst das in Rede stehende Kleinsche Fundamental- 
theorem bezw. das Theorem der konformen Abbildung eines (p +- 1)-fach zusammen- 
hangenden Bereichs auf einen von p + 1 Vollkreisen begrenzten Bereich ebenfalls 
erdrtert wird. 

**) Dieses iterierende Verfahren habe ich bereits in einer Voranzeige ((VII], 
1908) ohne Beweis publiziert. Ich habe das Verfahren zum ersten Male im Jahre 
1905 in einem Vortrage, welchen ich damals im mathematischen Seminar an der 
Universitat Berlin hielt, mitgeteilt und zwar fiir den Fall des Problems der konformen 
Abbildung eines mehrfach z hiingenden schlichten Berzichs auf einen von lauter 





Vollkreisen begrensten Bereich. Einen vollstiindigen Konvergenzbeweis besaB ich jedoch 
damals noch nicht. Einen ersten Konvergenzbeweis habe ich in der Note [XI] verdéffent- 
licht. Der von mir in dieser Note gemeinte Konvergenzbeweis ist von dem hier mit- 
geteilten wesentlich verschieden, insofern ich in dieser Note den Konvergenzbeweis 
auf das in der Note [IX] dargelegte allgemeine Konvergenzprinzip (s. unten pag. 71) 
gegriindet wissen wollte. 
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t(x,y) reduziert sich so auf eine andere Aufgabe, nimlich die folgende 
Abbildungsaufgabe. 


Abbildungsaufgabe:*) Es soll der Bereich Y, mit analytischer 
Riinderzwordnung durch eine wmkehrbar eindeutige konforme Abbildung auf 
einen anderen ebenfalls schlichten Bereich ©, abgebildet werden, derart, dap 
die entsprechende Riinderzuordnung des Bereichs , linear ist. 

DaB diese Abbildungsaufgabe, abgesehen von einer linearen Substitu- 
tion, nur zu- einem einzigen Bereiche ®, fiihren kann, ergibt sich genau 
nach derselben Methode, nach welcher ich oben den Unitiitssatz im 
Schottkyschen Falle bewiesen habe. Man hat zu dem Zwecke zugleich 
mit dem Bereiche ®, die vermége der durch die Randsubstitutionen be- 
stimmten Gruppe erhiiltlichen, sich glatt nebeneinander legenden Bilder 
des Bereichs , in Betracht zu ziehen usw. 


Die Abbildungsfunktion selbst kann mittels eines iterierenden Ver- 
fahrens folgendermaBen gefunden werden.**) 


Wir fassen zunichst den Fall eines zweifach zusammenhingenden 
schlichten Bereichs ¥, ins Auge (p=—1) mit regulir analytischer Zuord- 
nung der beiden Randkurven. Dieser Bereich heiBe y. Nach bekannten 
allgemeinen Prinzipien kann man von dem Bereiche y zu einer lings 
eines Riickkehrschnitts aufgeschnitten zu denkenden Riemannschen Fiche 
vom Geschlecht Eins iibergehen. Bildet man zu dieser Riemannschen 
Flaiche das elliptische Integral erster Art uw, welches innerhalb der auf- 
geschnittenen Riemannschen Fliche einen bestimmten Periodizitiitsmodul 2@ 

unt 
besitzen wird, so liefers die Funktion e® eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der aufgeschnittenen Riemannschen Fliche auf einen 
schlichten Bereich mit multiplikativer Rinderzuordnung ***); d. h. wir 
haben fiir den Bereich y, die formulierte Abbildungsaufgabe gelist. 


Die ftir den Bereich y, geléste Abbildungsaufgabe gewinnt nun fir 
die Lésung der allgemeinen den 2p-fach zusammenhingenden Bereich ¥, 
betreffenden Abbildungsaufgabe die Bedeutung einer Grundaufgabe, durch 


*) Vergl. die Note [XI]. 

**) Man kann diese Abbildungsaufgabe auch umgekehrt auf das Problem der 
Bestimmung der Uniformisierungstranszendenten des Schottkyschen Typus zuriick- 
fiihren, indem man von dem Bereiche nach erwihnten allgemeinen Prinzipien zu 
einer lings p Riickkehrschnitten aufgeschnittenen Riemannschen Fliche vom Ge- 
schlecht p tibergeht. 

***) Man kann die Existenz des Integrales u sowie die erwahnte Abbildungseigen- 

uni 
schaft der Funktion e ” auch ohne Zuhilfenahme der zwischengeschalteten Rie- 
mannschen Fliche direkt begriinden. 
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deren unendlich oft wiederholte Anwendung in der Grenze schlieBlich der 
gewiinschte Bereich ®, gefunden wird. 

Wir bezeichnen die p Paare zugeordneter Randkurven des Bereichs ¥, 
mit 1T,,,-°+ 1). Wir nehmen an, was offenbar zulissig ist, daB der 
Bereich Y, den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthilt. Das 
Paar TT, ,, allein genommen, begrenzt einen bestimmten zweifach zusammen- 
hiingenden Bereich Y,,, welcher den unendlich fernen Punkt in seinem 
Innern enthalt. Auf den Bereich Y,, kénnen wir die Grundaufgabe an- 
wenden, indem wir dabei zugleich die Vorschrift geben, daB bei jeder 
Ausiibung der Grundoperation der unendlich ferne Punkt in sich selbst 
iibergefiihrt werden soll, derart, da die Abbildungsfunktion im Unend- 
lichen eine Entwicklung besitzt, in welcher der Koeffizient der ersten 
negativen Potenz gleich Eins ist und das konstante Glied verschwindet. 
Die Anwendung der Grundoperation auf den Bereich Y,, liefert nun zu- 
gleich eine bestimmte Abbildung des Bereichs Y, auf einen Bereich Y,, 
bei welchem unter den zugeordneten endiidaemasen Thay st TT 
wenigstens das Paar TT, , lineare Zuordnung aufweist. 

Wir kénnen auf den Bereich Y, nun den analogen ProzeB anwenden, 
indem wir jedoch jetzt das Paar TT,, bevorzugen. Wir iiben also auf 
den von TT,, begrenzten zweifach zusammenhingenden Bereich Y,, die 
Grundoperation aus, unter Beriicksichtigung der oben gegebenen, das Ver- 
halten im Unendlichen betreffenden Normierungsvorschrift. Das Resultat 
ist, daB der Bereich Y, in einen Bereich Y, verwandelt wird, fiir welchen 
von den p Paaren zugeordneter Begrenzungslinien TT, ,,- - -, TT, , wenigstens 
das zweite Paar lineare Zuordnung aufweist. Nunmehr wird auf den von 
TT, ; begrenzten zweifach zusammenhiingenden Bereich die Grundoperation 
angewandt, wodurch der Bereich Y, in einen Bereich Y, iibergeht, fir 
welchen wenigstens das dritte mit TTl,, zu bezeichnende Randkurvenpaar 
lineare Zuordnung aufweist. 

Man bemerkt sofort, daB man das Verfahren in infinitum fortsetzen 
kann, indem man z. B. iterierend das erste, das zweite, das dritte,---,das p", 
wieder das erste, zweite, dritte, - - -, p*, wieder das erste, zweite, dritte usw. 
Randkurvenpaar bevorzugt. Es fragt sich nun, ob dieses Verfahren gleich- 
maBig konvergiert und ob der Grenzbereich Y,. in der Tat ein Bereich 
mit fiir alle p Kurvenpaare linearer Zuordnung ist. 

Wir werden diesen Konvergenzbeweis sehr leicht fihren kénnen, 
indem wir die Konvergenzfrage auf die Konvergenzbetrachtung des § 15 
zurtickfiihren. Wir haben dazu nur eine gruppentheoretisch-topologische 
Uberlegang anzustellen. 

Durch wiederholte Anwendung der Grundoperation wird das durch 
jede einzelne Operation gewonnene Resultat durch die folgende Operation 


1,p 
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anscheinend ganz wieder zerstirt. In Wahrheit jedoch zeigen die Be- 
reiche Y,, ¥,,‘¥,,--- bestimmte Eigenschaften, welche den tatsichlichen 
durch die Reihe der Operationen bewirkten Fortschritt bekunden. Uber 
den zuniichst gegebenen Bereich Y, laBt sich betreffs der Randsubstitu- 
tionen nur so viel behaupten, daB dieselben in der wnmittelbaren Nachbar- 
schaft der zugeordneten Begrenzungslinien eine bestimmte Bedeutung haben. 
Fiir den gesuchten Bereich 9, gilt demgegeniiber betreffs der Randsub- 
stitutionen die Bemerkung, daB man die vollsténdige durch die Grund- 
substitutionen (Randsubstitutionen) zuniachst nur rein formal definierte 
Gruppe auch tatsichlich auf den Bereich 9, ausiiben kann, sodaB sich 
eine schlichte Nebeneinanderlagerung der Bildbereiche ergibt. Das wesent- 
liche nun, was durch die iterierte Anwendung der Grundoperation erreicht 
wird, ist, daB zwar die Randsubstitutionen der Bereiche Y,, Y,, Y,, ---, 
abgesehen von jedesmal einer, im allgemeinen nicht linear sind, aber doch 
so beschaffen, daB diese analytischen Substitutionen einen bestimmten Teil 
der formal definierten Gruppe auch tatsiichlich auf den betreffenden Bereich 
auszuiiben gestatten, so daB sich eine bestimmte Gesamtheit schlichter 
Bildbereiche des betreffenden Bereichs demselben nebenlagern laBt, eine 
Gesamtheit, welche nach und nach zu einer vollstiindigen Verwirklichung 
der formal definierten Gruppe fihrt. 

Zur niheren Begriindung nehmen wir etwa p= 2 an, ich bezeichne 
fiir alle sukzessiven Bereiche Y,, ¥,, ‘¥,,--- die beiden Randsubstitutionen 
jedesmal mit S,,S,, ohne noch durch einen besonderen Index anzudeuten, 
welchem der genannten Bereiche die Substitutionen angehéren sollen, was 
zu Verwechslungen keinen AnlaB geben wird. Der Bereich Y, hat, wie 
erwahnt, im allgemeinen die Eigenschaft, dab keine der Substitutionen S, 
und S, auf den Bereich Y, ausgeiibt werden kann. Gehen wir zu ¥, 
iiber, so ist jetzt S, eine lineare und zwar loxodromische Substitution. 
Es kann .daher auf das vom ersten Randkurvenpaar begrenzte zweifach 
zasammenhingende Gebiet die Operation S, nebst der inversen unendlich 
oft ausgeiibt werden, so daB also auch auf Y, selbst die durch den 
Ausdruck 

Si [x4,= 90, +1, +2,---] 
dargestellten Operationen ausgeiibt werden kénnen. Die betreffenden Bild- 
bereiche mégen entsprechend mit S%(‘¥,) bezeichnet werden. Gehen wir 
zu Y, tiber, so werden bei der Ubergangstransformation zugleich auch die 
Bereiche S*(,) mittransformiert, da alle diese Bereiche in dem vom 
zweiten Randkurvenpaar begrenzten zweifach zusammenhiingenden Gebiete 
gelegen sind. Fiir den Bereich ¥, existieren demnach die Bereiche S#(¥,) 
und alle diese Bereiche liegen auBerhalb des zweiten Randkurvenpaares 
von Y,. Da nun fiir den Bereich Y, die Substitution S, linear ist, so 
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ergibt sich sofort, daB auf die Bereiche S#(,) noch die weiteren Ope- 


rationen Sp [x,—0, +1, +2,---] angewandt werden kénnen, so dab 
alle Substitutionen der Form 


Sp Sp [* = 0, +1, +2,---] 


auf den Bereich Y, angewandt werden kénnen. 

Wir machen nun einen Induktionsschluf. 

Es sei bereits bekannt, dab fiir den Bereich Y, (m sei etwa eine 
ungerade Zahl) alle Substitutionen der Form 


py 
Sa Se Se - o-° Sin : 


=-0, +1, +2,-- } 
auf Y, angewandt werden kénnen. Dann ist fiir den betreffenden Bereich 


die Substitution S,-linear. Beim Ubergange zu ¥,,, wird S, linear. Fir 
41 ist jetzt die Gesamtheit der Substitutionen 


% 


Se ee St Sze Sis - - - Sta Sunes 7 =(, +1, +2,--- 





*n+1 
in Betracht zu ziehen. Um zu beweisen daB alle diese Substitutionen auf 
den Bereich Y, ,, ausgetibt werden kénnen, unterscheiden wir zwischen den- 
jenigen Substitutionen, die mit einer bestimmten*) Potenz von S, schlieBen, 
und solchen, die mit einer bestimmten Potenz von 8S, schlieBen. Den 
Substitutionen der ersten Kategorie entspricht bereits bei dem Bereiche ¥, 
ein bestimmter Bildbereich. Dieser Bildbereich liegt in dem vom zweiten 
Randkurvenpaar begrenzten, zweifach zusammenhiingenden Bereich, wird 
daher beim Ubergange von ¥, zu Y,,, mittransformiert. Eine Substitu- 
tion S der zweiten Kategorie geht durch Fortlassung der letzten vorkom- 
menden Potenz von S, in eine Substitution der ersten Kategorie iiber, 
welch letzterer Substitution mithin ein bestimmter Bildbereich von Y,, , 
entspricht. Da nun die Substitution S, fiir Y,,, linear ist, so existiert 
also auch fiir die Substitution S selbst ein entsprechender Bildbereich. 

Was nun den Beweis der Konvergenz des iterierenden Verfahrens an- 
betrifft, so brauchen wir jetzt keine neuen Betrachtungen anzustellen, da 
ja der in § 15 gefiihrte Konvergenzbeweis wesentlich nur darauf gegriindet 
war, daB in der z,-Ebene sich neben den Bereich ©” eine zugleich mit 
dem Index in bestimmter Weise zunehmende Menge fquivalenter Be- 
reiche nebenlagerte derart, daB die durch die Grundsubstitutionen S, 


*) D. i. einer solchen Potenz, bei welcher der Exponent nicht Null ist. 
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und S, formal definierte Gruppe nach und nach ebenfalls vollstindig aus- 
geschépft wurde. Wir kénnen auch so sagen: Die durch das iterierende 
Verfahren gefundenen Gebiete Y,, Y,, ¥,, --- zusammen mit den ihnen 
jeweilig nebengelagerten Bereichen kénnen .als konforme Bilder gewisser 
Teilbereiche der Flaiche F'™ aufgefaBt werden, Teilbereiche, welche 
nach und nach die Fliche F'™ vollstindig ausschépfen. Es besteht somit 
zwischen unserer Methode des iterierenden Verfahrens und der Methode 
der Uberlagerungsfliche ein inniger Zusammenhang. Das iterierende Ver- 
fahren erweist sich dabei als ein in gewissem Sinne noch stirker kon- 
vergierendes Verfahren, insofern nimlich als bei der Methode der Uber- 
lagerungsfliche von Schritt zu Schritt immer nur endlich viele neue Sub- 
stitutionen der Gruppe verwirklicht werden, wihrend beim iterierenden 
Verfahren jedesmal unendlich viele neue Substitutionen hinzukommen. 

Besonders bemerkenswert ist es nun, daB im Falle des iterierenden 
Verfahrens der Linearititsbeweis sich vollstiindig eriibrigt, da sich unter 
den Bereichen Y,, ¥,, ‘¥,,--- unendlich viele befinden, fiir welche S, 
bezw. S, linear ist, sodaB auch in der Grenze » = co die Substitutionen 
S, und §S, linear sind. 


C, Il. Vollstindige Erledigung der in § 11 formulierten 
Uniformisierungsprobleme. 


§ 18. 


Ubertragung der in C, I entwickelten Beweismethoden auf das 
allgemeine in §11 formulierte Problem unter Ausschlu8 unendlich 
hoher Signaturzahlen. 


Das allgemeine zu Anfang des synthetischen Teiles pag. 40 formulierte 
Problem fordert die Bestimmung der durch die Signatur 


(F A,, B,, ee A,, B,; Cy,++% *) 

BD, WP, ss WP, WYP?s My os "% 
charakterisierten Uniformisierungstranszendenten ¢(z, y). SchlieBen wir 
unendlich hohe Exponenten zuniichst aus, so bedeutet dies, daB der ge- 
suchte Fundamentalbereich ®,, welcher der aufgeschnittenen Riemannschen 
Fliche F, aquivalent ist, durch Ineinanderschiebung von Zweiecken und 
Vierecken entsteht, von welchen erstere stets dem elliptischen Typus, 
letztere dem ersten, zweiten oder vierten Typus angehéren. 

Gehen wir, indem wir eine derartige Uniformisierungstranszendente 

zu bestimmen suchen, die Entwicklungen des Teiles C,1 durch, so finden 

Mathematische Annalen. LXIX. 5 
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wir bald, daB alle diese Entwicklungen sich ihrem Grundgedanken nach 
vollstindig auf den erwiahnten allgemeineren Fall iibertragen lassen. 

Behufs Bildung der Uberlagerungsfliche stellen wir uns einen den 
Typus des gesuchten Fundamentalbereichs ©, besitzenden Hilfsfundamental- 
bereich ®, vor. Es ist dann klar, nach welchem Gesetze sich die Bilder 
des Fundamentalbereichs in der Ebene desselben nebeneinander lagern. 
Damit ist zugleich das Gesetz fiir den Aufbau der zur gesuchten Funk- 
tion ¢(#,y) gehérenden Riemannschen Filiche F'™ gegeben. 

Um gewisse in C,I gemachte Abschiitzungen analog vornehmen zu 
kénnen, ordnen wir den Aufbau der Uberlagerungsfliche /' im einzelnen 
folgendermaBen an. 

Wir denken uns zuniichst die Fliche F' durch die Riickkehrschnitte 
A,, B,, ---, A,, B, sowie durch die Einschnitte C,,---, C, in eine 
schlichtartige Fliiche F’, verwandelt, lassen jedoch fiir ein Riickkehrschnitt- 
paar, lings welchem der Schottkysche Typus vorgeschrieben ist, den- 
jenigen Riickkehrschnitt, dem die identische Substitution entspricht, einfach 
weg. Die Uberlagerungsfliiche F' wird so beschaffen sein miissen, daB 
eine Aufschneidung derselben lings der genannten Riickkehrschnitte und 
Einschnitte durch alle relativen Blatter hindurch zu einer Zerlegung der 
Fliche F in lauter Exemplare F, fihrt. 

Die Flache F’™) kann daher als durch Zusammenheftung aus lauter 
Exemplaren F, (Blittern der Fliiche F'™) entstanden gedacht werden. 

Wir gehen jetzt von einem Exemplare F, aus und bezeichnen dasselbe, 
in der Absicht die Fliche F'@ als Grenze 


F@ =lim F™ 
za konstruieren, mit F'®. Um von F zu F® zu gelangen, fiigen wir 
an jede Begrenzungslinie von F') ein oder mehrere weitere Exemplare F, 
an. Diesen ErweiterungsprozeB fiihren wir nach folgender bestimmten 
Vorschrift aus: an eine geschlossene Begrenzungslinie von F'”), welche 
mit einem einfachen Riickkehrschnitt auf F’ koinzidiert (Schottkyscher 
Typus), heften wir ein Neuexemplar /, und zwar mit dem gegeniiber- 
liegenden Ufer an. An eine mit einem Einschnitt mit dem zugehérenden 
Exponenten v koinzidierende Begrenzungslinie von F'“) fiigen wir (v— 1) 
neue Exemplare Ff, an, derart, daB in den Endpunkten des Einschnitts 
Windungspunkte (vy —1)** Ordnung entstehen. Fassen wir nunmehr eine 
viereckartige Begrenzungslinie des Bereichs F') ins Auge, so ist der fir 
dieses Viereck vorgeschriebene Typus entweder der zweite oder der vierte 
Typus. Im Falle des zweiten Typus nehmen wir eine Kette von Neu- 
exemplaren F,, hinzu, welche in der durch die Figur 15 (u, = 6, u, = 0) 
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veranschaulichten Weise an die betreffende viereckformige Begrenzungslinie 
anzufiigen sind. Die Figur 15 zeigt einen dem zweiten Typus entsprechen- 
den elementaren Fundamentalbereich (stark schraffiert). Die stark aus- 
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gezogenen Linien begrenzen in der Figur ein dreifach zusammenhingendes 
(in der Figur fein schraffiertes), aus 3u, — 1 Bildexemplaren des Funda- 
mentalbereichs gebildetes Gebiet, welches eben das anzufiigende Stiick 
reprasentiert. Im Falle des vierten Typus fiihren wir die Erweiterung 
gemaiB der schematischen Figur 16 (u, = 5, u, = 3; vgl. Fig. 9 pag. 16) 
aus, in welcher wieder der elementare Fundamentalbereich stark schraffiert 
ist, wihrend das aus 3(u, + u,) — 1 Bildexemplaren bestehende, in der Figur 
schwach schraffierte Gebiet das anzufiigende Stiick schematisch reprisentiert. 

Durch die angegebenen Vorschriften wird aus F“ ein ganz bestimmter 
Bereich F') gefunden, indem an jede geschlossene Begrenzungslinie von 
F® ein Zusatzstiick angesetzt wird, so daB nach der Heftung kein Be- 
grenzungspunkt von /') mehr Begrenzungspunkt von F', vielmehr ein 
innerer Punkt von F'®) ist. 

Um von F® zu F® zu gelangen, bemerken wir, daB unter den ge- 
schlossenen Begrenzungslinien von F' sich Typen vorfinden, welche bei 
F® noch nicht vorkamen. Es sind dies nimlich diejenigen geschlossenen 
Begrenzungslinien, welche bei der Erweiterung der Fliche F' tiber eine 
viereckférmige Begrenzung hinweg zustande kommen. Fiir diese Be- 
grenzungstypen muB noch eine neue Vorschrift angegeben werden, welche 
die Art und Weise der lings einer solchen geschlossenen Linie weiter 
vorzunehmenden Anfiigung von Exemplaren F, bestimmt. Diese Vor- 
schriften werden ebenfalls durch+die schematischen Figuren 15 und 16 
veranschaulicht. Man beachte die in diesen Figuren punktierten Flichen- 
stiicke. 

Der Ubergang von F zu F® ist jetzt vollstindig bestimmt. Die 

6* 
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Fliche F'® wird zu einem Teilbereiche der Fliche F, deren Begrenzung 
mit der Begrenzung von F® keinen Punkt gemeinschaftlich hat. Man 
bemerke nun aber weiter, daB die Begrenzungslinien von F'® keine neuen 
Typen zeigen gegeniiber den bereits bei F’) vorkommenden Begrenzungs- 
typen. Daher ist es nicht erforderlich, noch weitere Vorschriften anzugeben. 
Der Aufbau der Fliche /™ = lim F™ ist jetzt vielmehr ein vollstindig 
bestimmter. 5 ce 

Die Fliche F’™ besitzt eine durch die sukzessive angefiigten Zusatz- 
stiicke bestimmte Parzellierung, bei welcher es eine endliche Anzahl von- 
einander verschiedener Grundparzellen gibt. Die an dieser Parzellierung 
der Fliiche F'™ teilnehmenden geschlossenen Linien kénnen, sofern man 
ihren relativen Verlauf iiber der Fliche F' betrachtet, nur endlich viele 
verschiedene Typen besitzen. 

Die vorstehenden Bemerkungen geniigen, um die Behauptung zu 
rechtfertigen, daB die in C,1 dargelegten Methoden sich vollstindig auf 
den hier betrachteten allgemeineren Fall tibertragen lassen. Auch die 
Methode des iterierenden Verfahrens lift sich tibertragen. Es kommen 
natiirlich einige neue Grundoperationen in Betracht, entsprechend den jetzt 
neu zugelassenen Viereckstypen. Die Lésung dieser Grundaufgaben gelingt 
genau nach dem Muster der oben betrachteten dem Schottkyschen Typus 
entsprechenden Grundaufgabe. 


§ 19. 
Erledigung der Falle mit unendlich hohen Signaturzahlen. 


Wir fassen jetzt den Fall ins Auge, in welchem der Fundamental- 
bereich ®, auch parabolische Zweiecke, sowie Vierecke des dritten Typus 
(transformierte Parallelogramme) aufweist. Diese Fille lassen sich nach 
der in C,I dargelegten Methode nicht erledigen.*) Ich werde nun hier 
eine Methode entwickeln, durch welche es in iiberraschend einfacher Weise 
gelingt, diese Fille als Grenzfdlle von Fillen mit lauter endlichen Signatur- 
zablen zu behandeln. Es ist vom topologischen Standpunkte aus ein- 
leuchtend, daB man den Fall eines parabolischen Zweiecks als Grenzfall 
eines elliptischen Zweiecks auffassen kann, indem man den dem elliptischen 
Zweieck zugeordneten Exponenten yv unendlich groB werden laiBt. Ebenso 
ist vom topologischen Standpunkte aus einleuchtend, da8 der Fall eines 
Vierecks des dritten Typus als Grenzfall eines Vierecks des zweiten oder 
vierten Typus aufgefabt werden kann, indem man namlich bei einem 
Viereck des zweiten Typus die von Null verschiedene Zahl uw, bei einem 


*) Diese Fille sind es auch gewesen, welche beim Unitiitsbeweise § 10 die 
Hauptschwierigkeit verursachten. 8S. auch die SchluBbemerkungen. 
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Viereck des vierten Typus beide Zahlen w,, u, unendlich groB werden 
la8t. Ich will nun diese Behauptungen unseren Zwecken entsprechend 
naher prazisieren. 

Ich mache zunichst, indem ich also jetzt in der Signatur das Auf- 
treten unendlich hoher Exponenten voraussetze, die erforderlichen Be- 
merkungen betreffend das Bildungsgesetz fir die Uberlagerungsflache der 
gesuchten Funktion ¢(z,y). Es geniigt den friiheren Vorschriften noch 
eine spezielle. Vorschrift hinzuzufiigen, welche den ErweiterungsprozeB 
lings eines parabolischen Einschnitts bezw. eines Riickkehrschnittpaares 
des dritten Typus bestimmt. Diese Vorschrift gebe ich folgendermaBen. 
Man bilde aus Ff) = F, die Fliche F® dadurch, daB man an jede Seite 
eines parabolischen Einschnitts ein neues Exemplar 
F, anheftet und iiber ein Riickkehrschnittpaar des 
dritten Typus die Erweiterung gemaéB einem durch 
die schematische Figur 17 veranschaulichten Prinzip 
vornimmt. In der Figur ist der elementare Funda- 
mentalbereich stark schraffiert, das Zusatzstiick 
schwach. Die Fliche F’ erhiilt dadurch solche 
geschlossenen Begrenzungslinien, welche F' nicht aufweist, niaimlich die 
der umschlieBenden Linie der schematischen Figur 17 entsprechend ge- 
bildeten Linien. Es mu8 daher noch eine Vorschrift angegeben werden, 


welche den ErweiterungsprozeB iiber 





eine solche Linie hinaus bestimmt. Diese 
Vorschrift ist aus der schematischen 
Figur 18 zu entnehmen, in welcher das 
Zusatzstiick schraffiert angedeutet ist. 
Die entstehende Fliche F' weist dann 
wieder eine typisch neue ae odes a 
linie auf. Man erkennt jedoch sofort 
das allgemeine Prinzip, nach welchem 
wir diese neue Begrenzungslinie weiter 
zu behandeln haben werden. Die Fliche /'™ wird bei Befolgung aller an- 
gegebenen Vorschriften geschlossene Begrenzungslinien aufweisen, welche 
aus 4+ 8(n—1) Stiicken bestehen, deren jedes einzelne seinem Verlaufe 
nach mit einem vollstiindigen Riickkehrschnitt koinzidiert. Diese Be- 
grenzungslinien riihren eben von Riickkehrschnittpaaren des dritten Typus 
her. Dieses zugleich mit m ins Unendliche stattfindende Wachsen der An- 
zahl der verschiedenen Begrenzungstypen, welches iibrigens, wie man auch 
die Uberlagerungsfliche als Grenzfliche endlich-vielblittriger Niherungs- 
flichen darstellen mag, unvermeidlich ist, stellt einen wesentlichen Unterschied 
gegentiber den erledigten Fallen mit lauter endlichen Signaturzahlen dar. 
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Nachdem die Flichen F, F®,-.-- definiert sind, bilden wir nun 
die Funktionen ,(z), p,(x),---, von welchen ,(x) eine innerhalb F™ 
eindeutig und, abgesehen von einem in F' enthaltenen festen Punkt 0, 
(c= 2,) regulir ist, im Punkte O selbst hingegen unendlich wird wie 
—" 5 + ¥,(x), unter y,(x) eine in der Umgebung des Punktes O reguliire 
und im Punkte O selbst verschwindende analytische Funktion verstanden. 
Die Funktion »,(x) vermittelt eine konforme Abbildung der Fliche F™ 
auf einen schlichten Bereich. Wir treffen jedoch jetzt eine ganz spezielle 
Wahl der Abbildungsfunktion.*) Man ersetze, um g,(x) zu definieren, 
die unendlich hohen Signaturzahlen durch endliche Signaturzahlen, indem 
man einem parabolischen Einschnitt statt vy = oo die Signaturzahl vy = 3n 
zuweist, einem Riickkehrschnittpaare des dritten Typus statt der Signatur- 
zahlen uw, = #, = co die Signaturzahlen u, = 3n, u,=— 0. Nach § 18 ge- 
hért nun zu der abgeiinderten Signatur sicher eine bestimmte 1. p. Uni- 
GupisheengRenmentente t, (a, y), welche im Punkte O ebenfalls unendlich 
wird wie ———- + ((0)) und auf der betrachteten Fliche F™ eindeutig 


z=— 
ist, da eines die Fliche F ein Teilbereich der »*" Niaherungsfliche 
der zu #,(x,y) gehérenden Uberlagerungsfliche ist, wie dieselbe gemiB 
den Vorschriften des § 18 zu konstruieren ist. Die Funktion ¢,(z, y) 
wahlen wir als Funktion @, (2). 

Durch die genannte spezielle Wahl der Funktion »,(xz) haben wir 
erreicht, daB den in F™ enthaltenen Exemplaren F, bei der durch , (x) 
vermittelten konformen Abbildung lauter schlicht nebeneinandergelagerte 
Bilder entsprechen, deren jedes einzelne lineare Rinderzuordnung besitzt. 
Gelingt es uns daher, die Konvergenz der Reihe 9,(%), ,(”),--- zu be- 
weisen oder auch nur die Konvergenz einer aus dieser Reihe ausgewihiten 
Teilreihe, so sind wir sofort sicher, daB die Grenzfunktion eine konforme 
Abbildung der Fliche F') liefert, bei welcher insbesondere F“) = F, in 
einen Bereich mit linearer Randerzuordnung iibergeht. Es wird mit 
anderen Worten ein besonderer Linearitédtsbeweis tiberfliissig.**) DaB die 
in der Grenze sich ergebenden Randsubstitutionen dem vorgeschriebenen 
Typus entsprechen, ergibt sich fiir die Vierecke ohne weiteres aus den 
Ergebnissen des § 3, insofern nimlich als diese Grenzvierecke sich topo- 
logisch gerade wie die Vierecke des dritten Typus verhalten, fir Zweiecke 
aus dem in Abhandlung I (Math. Ann. 67) bewiesenen Satze***), daB eine 





*) Wir werden a posteriori sehen, daB die Konvergenz nicht an diese spezielle 
Wahl gebunden ist, daB es vielmehr geniigt, wie oben die Schlichtheit der Abbildung 
der Fliche durch die Funktion zu verlangen. Vgl. pag. 76. 

**) Es ist nicht zu vergessen, daB der Unitiitsbeweis oben § 10 bereits gefiihrt ist. 

***) Vgl. den Abschnitt ,,Vorbemerkungen“ der genannten Abhandlung. Soviel 
versteht sich iibrigens aus allgemeinen Griinden der Theorie der linearen Substitu- 
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L p. Uniformisierungstranszendente, welche sich in einem Punkte der Riemann- 
schen Flaiche F' von unendlich hoher Ordnung verzweigt, wie die hier 
betrachtete Grenzfunktion in jedem einzelnen Endpunkte des paraboli- 
schen Einschnitts, in dem betreffenden Verzweigungspunkte eine para- 
bolische Umlaufssubstitution erfahrt, indem sie sich zugleich in diesem 
Verzweigungspunkte logarithmisch bestimmt verhiilt. 

Der noch zu erbringende Konvergenzbeweis gelingt mit Hilfe des 
folgenden allgemeinen Konvergenzprinzips fiir analytische Funktionen. 

Ein allgemeines Konvergenzprinzip. Gegeben sei iiber der 
x-Ebene eine beliebige endlich- oder wnendlich-vielblittrige Riemannsche 
Fliiche B, von welcher wir nur die inneren Punkte (nicht Grenzpunkte) in 
Betracht ziehen. Es seien unendlich viele regulire analytische Funktionen 


f,(2); f(x), fs(2), oe 
erklirt und zwar die n* Funktion in einem Teilbereiche B, von B. Es 
sei B, << B,<--- und lim B, = B.*) Es sei ferner bekannt, dap sémt- 


liche Funktionen der obigen Folge dem absoluten Betrage ihrer Werte nach 
unterhalb einer von der Wahl des Index n unabhiingigen endlichen Gripe 
bleiben. 


Alsdann gibt es eine unendliche Folge von ganzen positiven Zahlen 
Ny < My <M, <---+, sodaB die Funktionen 


fn, (*), fr(*); fn,(2), ~. 
eine in jedem nicht bis zur Grenze von B sich erstreckenden Teilgebiete von 
B gleichmépig konvergente Folge bilden. Die Grenzfunktion (x) existiert 
im ganzen Innern der Fliche B.**) 


Beweis***). Im Innern der Fliche B denken wir uns zunichst eine 
abziihlbare Menge M von Punkten so definiert, daB jeder beliebige innere 
Punkt der Fliche B ein Hiaufungspunkt fiir die Menge M ist. Als Menge 
M ist beispielsweise die Menge aller derjenigen inneren Punkte von B 


tionen von selbst, daB als Grenzfall einer elliptischen Substitution endlicher Periode, 
falls diese Periode unendlich groB wird, nur die identische und die parabolische 
Substitution in Betracht kommt. Aus den Betrachtungen Math. Ann. 67 1. c. folgt 
auch, da® die Abbildungsfunktion in den Endpunkten der Einschnitte sich bestimmt 
verhiilt. 


*) Die Gleichung lim B,, = B soll bedeuten, daB die Fliche B, mit zunehmen- 


dem n die ganze Fliiche B (d. h. alle inneren Punkte von B) ausschipft. 

**) Als Literatur zu diesem Satze kommen auBer den in meiner Arbeit [IX] er- 
wihnten Abhandlungen von Hilbert, Bendixson, Townsend weitere Abhand- 
lungen von Ascoli (1883), Arzela, Peano, Severini, Montel, Porter in Betracht. 

***) Vgl. meine Arbeit [IX]. 
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geeignet, welche durch xz-Werte mit rationalem reellen und imaginiren 
Bestandteil reprisentiert werden. Dabei wird es dann, falls B unendlich- 
vielblattrig ist, vorkommen, da 2u einem und demselben z-Werte unend- 
lich viele Punkte der Menge M gehéren, die eben in unendlich vielen 
verschiedenen Blittern der Fliche B liegen. Wir bezeichnen die Punkte 
der Menge M in einer bestimmten Reihenfolge mit 


P,, P,, Ps,++*. 


Eine solche Reihenfolge festzulegen, hat keine prinzipiellen Schwierigkeiten. 
Betrachten wir jetzt die Werte 


f(P.), fa(Pr), fs(Pr), - + 


welche die Funktionen f,, f,, f,,--- im Punkte P, annehmen, so miissen 
dieselben, da sie infolge der Voraussetzung alle, absolut genommen, unter- 
halb mw liegen, mindestens einen Haufungswert haben. Um bestimmtes zu 
definieren, fassen wir etwa denjenigen Hiufungswert ins Auge, welcher 
den kleinsten absoluten Betrag hat, und wenn dieser Bedingung mehrere 
Hiufungswerte geniigen, unter diesen Hiufungswerten denjenigen, welchem 
die kleinste Amplitude entspricht. Es sei H, der auf diese Weise definierte 
Haufungswert. Dann greifen wir aus der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, --- 
folgendermaBen eine unendliche Folge 
ni) < ny) < ny) <--- 

heraus. Wir nehmen mn) = 1. Ferner nehmen wir alle diejenigen Index- 
werte auf, fiir welche der betreffende Funktionswert an der Stelle P, gerade 
gleich H, wird. Es kénnen unendlich viele solche Indexwerte existieren; 
es brauchen andererseits tiberhaupt keine solchen Indexwerte zu existieren. 
Im ersteren Falle nehmen wir die erwahnten unendlich vielen Indexwerte 
geradezu als die Reihe n{", nf), ---. Im zweiten Falle gehen wir noch 
diejenigen Indexwerte der Reihe nach durch, fiir welche der Funktions- 
wert an der Stelle P, erstens wirklich existiert und zweitens von H, ver- 
schieden ist. Den ersten dieser Indexwerte nehmen wir in die von uns 
zu bildende Serie unbedingt auf. Von den iibrigen der Reihe nach zu 
betrachtenden aber nehmen wir dann und nur dann einen Index auf, 
wenn der zugehérende Funktionswert auch eine wirkliche Anndherung an 
den Haufungswert H, darstellt. 

Auf diese Weise haben wir aus der Reihe 1, 2, 3,--- nach einem wohl- 
definierten Prinzip eine unendliche Serie n\, nQ, ni), --- ausgeschieden, 
fir welche charakteristisch ist erstens, dab n\ = 1 ist und zweitens, dab 
der Grenzwert lim fn)(P,) existiert, (nimlich = H,; |H,| < uw). 


Wir kénnen nun die neue Serie zugrunde legen und aus ihr, indem 
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wir an Stelle von P, den Punkt P, treten lassen, eine wieder unend- 
liche Serie 

n®) < n2) <n <--- 
herausgreifen, fiir welche auBer 


lim fn®(P,) auch lim fn®(P,) 


existiert. Das bei der Bestimmung der Serie ni) < nf) <--- zu befolgende 
Prinzip ist dasselbe wie das bei der Bestimmung der ersten Serie befolgte, 
mit einem kleinen, aber wichtigen Unterschiede. Wihrend wir die erste 
Serie aus der Grundserie 1, 2,3,--- so bestimmten, daB 1 jedenfalls bei- 
behalten wurde, sollen bei der Bildung der zweiten Serie aus der Serie 
n, nf,--+ die zwei ersten Zahlen n) = 1 und ni) jedenfalls aufgenommen 
werden, so daB wir also erhalten n® —1, nf =n). Von der zweiten 
Serie kénnen wir weiter zu einer dritten Serie tibergehen, welche mit der 
zweiten in den drei ersten Zahlen iibereinstimmt und fiir welche die drei 
Grenzwerte 
lim fn(P,), lim fn(P,), lim fn'® (Py) 


existieren und, absolut genommen, <u sind. So ergibt sich schlieBlich 
vermége dieses in infinitum wohl definierten Verfahrens eine unendliche 
Folge ganzer Zahlen 


ni) = n,, NO) = ny, nh) = m,,--- 


wobei nm, = 1, n, = nf), ny=—nf,--- ist. Fiir diese Folge von Index- 
werten existieren die unendlich vielen Grenzwerte 
lim fn,(P.) [a= 1, 2, 3, | 


und zwar ist jeder derselben, absolut genommen, < wu. 
Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB die Reihe der Funktionen 


, fn, (x), fng(x), fng(x),--- 

fiir die ganze Fliche B oder, priziser ausgedriickt, in jedem inneren nicht 
bis an die Grenze von B sich erstreckenden Teilgebiete von B gleichmabig 
konvergiert. Um dieses zu beweisen, geniigt es offenbar, diese Tatsache 
fiir jede ganz im Innern von B enthaltene schlichte Kreisfliche zu be- 
weisen. (Windungsflichenstiicke mit endlicher Ordnung des Windungs- 
punktes lassen sich sofort auf schlichte Flachenstiicke transformieren.) 

Fiir eine solche Kreisfliche ist also zu zeigen, dab, wenn v hin- 
reichend groB gewihlt ist, 


\fn, (x) a; fn, ,,(2)| < é 
ist, wobei ¢ eine beliebig klein gegeben zu denkende positive von Null 
verschiedene GréBe und v’ eine villig beliebige positive ganze Zahl ist. 
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Um den Beweis dieser Behauptung zu fiihren, bemerken wir, dab 
simtliche Funktionen fn,(x), fm.(x),--- auch in einem Kreise mit 
etwas gréBerem Radius und mit demselben Mittelpunkt noch existieren 
(— wenigstens diirfen wir uns auf die Betrachtung solcher Kreisflichen- 
stiicke beschrinken —) und dem absoluten Betrage ihrer Werte nach 
unterhalb der GréBe uw bleiben. 

Die ganze Frage reduziert sich somit auf den Beweis des folgenden 
Satzes. 

Lemma. Es seien F,(2), F,(z),--- umendlich viele analytische 
Funktionen von z, welche fiir |z| << 1+ 6(¢6>0) regular und eindeutig 
erklirt sind und deren Werte in diesem Gebiete simtlich dem absoluten 
Betrage nach unterhalb einer endlichen von der Wahl des Index unab- 
- hangigen positiven GréBe uw bleiben. Von diesen Funktionen sei ferner 
bekannt, daB fiir alle Punkte z, die einer im Innern des Einheitskreises 
erklarten daselbst iiberall dichten Punktmenge m angehéren der Grenz- 
wert lim F(z) existiert. Alsdann konvergiert die Reihe der Funktionen 


F,(2), F,(2),-+- im ganzen Innern und auf der Grenze des Einheitskreises 
gleichmaBig. — 

Beweis: Sind z, und z, irgend zwei Punkte im Innern des Einheits- 
kreises, so liefert die Cauchysche Integralformel fiir die Werte F, (z,), 
F’,(4,) folgende Ausdriicke 


i F (s')d2’ 1 F (e)dz’ 
F(a)— 2, f 20%, rep, f BOX 


a... , , , 
2x0 —2Z, i—% 


wobei die Integration tiber die Begrenzung des Kreises mit dem Radius 
(1+) erstreckt werde. Also folgt 


F,(z,) — F, (2,) 1 J ° Fie) dz 
he et C4, F—4)’ 
mithin 
| F, (@,) — FY @,) 1 p2x(1+¢) 
aa | tas ~6- 
Das Wesentliche ist, daB die fiir den Differenzenquotienten der Funktion 
F(z) gefundene AbschiitzungsgréBe von z,, z, und v unabhingig ist. 
Um die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenfolge fiir das ganze 
Gebiet des Einheitskreises zu beweisen, ist darzutun, daB nach Angabe 
einer beliebig kleinen von Null verschiedenen GréBe « eine Zahl N ge- 
funden werden kann, so daf fiir alle »>N und beliebiges positives 
ganzzahliges v’ die Ungleichheit 
IF,@) — Fav@|<e 
besteht und zwar fiir das ganze Gebiet des Einheitskreises. 
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Bezeichnen wir die Differenz (F,(2) — F,,,,(2)) mit F, ,,(z), so bleibt 
F,, y (2) — 7. y(41) 

— dem absoluten Betrage nach 
unterhalb der von 4,, 4, und y, v’ unabhiingigen GréBe 2g. Nun kann man 
wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Funktionenreihe F,(z), F,(2),--- 
in den Punkten der Menge m jedenfalls erreichen, daB der absolute Wert 
der Funktion F, ,,(s) fiir beliebig aber endlich viele willkiirlich ausgewihlte 


Punkte der Menge m kleiner als $ wird und zwar dadurch, daB man v 


der Differenzenquotient 





hinreichend groB wihlt und »’ ganz beliebig laBt. Es sei m, die gewihlte 
endliche Teilmenge von m, @ der weiteste Abstand, den ein variabel ge- 
dachter Punkt des Einheitskreises von der Menge m, haben kann, dann 
ergibt sich mit Benutzung der vorhin gewonnenen Abschiitzung des Dif- 
ferenzenquotienten der Funktion F, ,,(2) eine Abschitzung dieser Funktion 
fiir das ganze Innere des Einheitskreises, nimlich 


|F,,(2)| S > + 29-4. 


Nun ist ¢ beliebig klein gegeben, andererseits kann aber auch d beliebig 
klein gemacht werden, etwa < ig? indem die Menge m, passend gewiahlt 


wird. Man erhialt dann | F, ,(¢)|<« also wird die Funktion F,,,(2) fiir 
das ganze Innere des Einheitskreises gleichmaBig Null, sofern nur y ins 
Unendliche wiichst. 

Hiermit ist das Lemma bewiesen und damit auch der oben pag. 71 
formulierte Hilfssatz. 

Von diesem Satze machen wir nun in folgender Weise Gebrauch. 

Um den Punkt O als Mittelpunkt ‘konstruieren wir einen kleinen 
Kreis. Den auBerhalb dieses Kreises gelegenen Teil der Fliche F™ bezw. 
F ©) bezeicghnen wir mit F'™’ bezw. F™’. Es ist dann 

Fe! = lim F. 

Nun ist auf Grand des Hilfssatzes I pag. 46 fiir die Funktion ,(z) die 
Bedingung erfiillt, daB die von ihr in F™’ angenommenen Werte ihrem 
absoluten Betrage nach unterhalb einer von der Wahl des Index » unab- 
hiangigen endlichen Schranke bleiben. Nach dem angefiihrten allgemeinen 
Konvergenzprinzip kénnen wir daher eine in jedem Teilgebiete von F'°’ 
gleichmiBig konvergente Folge 


Pn, (2), Pn, (2), atte 


bestimmen. Beschreiben wir um den Punkt O als Mittelpunkt eine zweite, 
die erste umschlieBende Kreislinie, so wird die soeben bestimmte Folge 








76 Pavut Korn. 
auf letzterer Kreislinie ebenfalls gleichmaBig konvergent sein. Da nun in 
der Nachbarschaft des Punktes O 

9.(2) = == + G,(2) 
gesetzt werden kann, unter g,(x) eine in der erwihnten Umgebung regu- 
lare Funktion verstanden, so folgt, daB auch die Funktionen @,, (7), @»,(X),--- 
eine auf derselben Kreislinie gleichmibig konvergente Folge bilden. 
Letztere Funktionen miissen dann wegen ihres reguliren Verhaltens auch 
im ganzen Innern der Kreisfliche gleichmabig konvergieren. 

Damit ist gezeigt, daB die Funktionenfolge 9,,(7), g,,(x),--- in 
jedem sich nicht bis an die Grenze von F™ erstreckenden Teilgebiete 
von F'@) gleichmibig konvergiert. Die Grenzfunktion g(x) ist die ge- 
suchte Uniformisierungstranszendente ¢(x, y). 

Es ist noch zu bemerken, daB a posteriori auch die gleichmibBige 
Konvergenz der urspriinglichen Folge ,(x), g,(x),--- bewiesen werden 
kann unter Beriicksichtigung des Umstandes, dab wegen des oben be- 
wiesenen Unititssatzes die Grenzfunktion g(x) durch ihre Abbildungs- 
eigenschaft und ihre Normierung im Punkte O vollstindig bestimmt ist. 
Einerseits namlich kann man aus jeder Teilserie der Serie o, (x), p,(x),--- 
offenbar wieder eine gleichmaBbig konvergente Teilserie herausgreifen, 
andererseits mu die fiir letztere Teilserie sich ergebende Grenzfunktion 
aus denselben Griinden wie die Grenzfunktion der oben betrachteten Serie 
Pn,(£), Pn,(“), +> mit der gesuchten Uniformisierungstranszendenten, also 
mit der vorhin gefundenen Funktion (zx) identisch sein. Wire nun die 
Folge @, (x), p(x), --- in einem Teilgebiete F nicht gleichmaBig kon- 
vergent, so kénnte man eine Folge gy,(x), py,(x), --- herausgreifen, so dab 
das Maximum der Funktion | g(x) — py,(x)| [« = 1, 2,---] fiir das Gebiet 
F) oberhalb einer endlichen von Null verschiedenen, von « unabhiingigen 
Schranke bleibt, was einer soeben gemachten Bemerkung widerspricht, 
derzufolge in der Serie my,(x), py,(z),--- notwendig eine gegen (x) 
konvergierende Teilserie enthalten sein muB. 

Man kann fragen, ob im Falle unendlich hoher Signaturzahlen auch 
das iterierende Verfahren mit dem gewiinschten Erfolge angewandt werden 
kann. Ebenso kann man fragen, ob es nicht geniigen wiirde, von den zur 
Bestimmung der Funktion g(x) konstruierten Funktionen 9, (x), 9,(2), --- 
auBer der Normierung im Punkte O nur noch die eine Eigenschaft zu 
verlangen, daB sie eine schlichte Abbildung der beziiglichen Bereiche FP 
F®,--- liefern. Beide Fragen sind wie im Falle endlicher Signatur im 
bejahenden Sinne zu beantworten. 

Zunichst leuchtet ein, daB die auf das iterierende Verfahren sich be- 
ziehende Frage zugleich mit der letzteren, weitergehenden Frage beant- 
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wortet sein wird, weil das iterierende Verfahren gemi8 den Erliuterungen 
pag. 65 als eine spezielle Methode zur Bildung der Funktionen 9,(z), 
9,(x),--+ betrachtet werden kann. Was nun die letztere, allgemeinere 
Frage anbelangt, so ist zuniichst so viel klar, daB mit Hilfe der in diesem 
Paragraphen angestellten, auf dem allgemeinen Konvergenzprinzip und 
dem Hilfssatze I fuBenden Uhberlegung auf die Existenz einer in der 
Serie ,(x), g(x), -- + enthaltenen Teilserie geschlossen werden kann, 
welche gegen-eine bestimmte Grenzfunktion g(x) gleichmiBig konvergiert, 
und da8 diese Grenzfunktion eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
der Fliche F'™) auf die schlichte Ebene vermittelt. Es bleibt jedoch noch 
der Nachweis zu fiihren, daB diese Grenzfunktion tatsichlich eine relativ 
linear-polymorphe Funktion ist. Ist dieser letztere Nachweis gefihrt, so 
folgt dann wieder a posteriori, daB auch die urspriingliche Reihe g, (2), 
9; (x), --- gleichmiBig gegen die gesuchte Grenzfunktion g(x) konvergiert. 

Was nun den erwihnten Linearititsbeweis anbetrifft, so kénnen wir 
uns mit wenigen Bemerkungen begniigen. Wir gehen davon aus, daB 
uns von anderer Seite her tatsiichlich bereits die Existenz der gesuchten 
1. p. Uniformisierungstranszendenten ¢(x7, y) bekannt ist, némlich auf Grund 
des vorher gelieferten Beweises. Bezeichnen wir die soeben gefundene 
Funktion g(x) etwa mit (a, y), so wird jedenfalls ¢ eine eindeutige 
Funktion von ¢, sofern die Variable ¢ auf ihr unendlich vielfach zu- 
sammenhiingendes Wertegebiet 7 beschriinkt wird. Ebenso ist ¢ eine ein- 
deutige Funktion von 7, sofern die Variable ~ auf ihr Wertegebiet 7’ be- 
schrinkt wird. Die Gebiete 7 und 7 sind namlich beide umkehrbar ein- 
deutig auf die Fliche F™ bezogen. Betrachten wir nun insbesondere 
die Funktion ¢(#), so kénnen wir nach den oben entwickelten Hilfssitzen 
fiir diese Funktion alle diejenigen Konvergenzsitze (betr. die Summe der 
Quadrate der Umfange, Summe der Quadrate der Schwankungen) be- 
weisen, welche erforderlich sind, um den Gedankengang des in § 10 ge- 
fiihrten Unitiitsbeweises zu wiederholen, wobei jetzt das Neue gegen friiher 
darin besteht, daB wir in der ¢-Ebene Substitutionen haben, von denen 
uns die Linearitét unbekannt ist. 


g 20. 


Definition der gefundenen uniformisierenden Variablen durch ihre 
uniformisierende Kraft. (Befreiung von der Linearititsforderung). 
Subordination der verschiedenen Typen. 


Wir haben bisher von den su bestimmenden uniformisierenden Varia- 
belen ¢ vorausgesetzt, daB die zu ihrer Definition dienende Funktion ¢(a, y) 
eine relativ zur Riemannschen Fliche F' der algebraischen Funktion y(z) 
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linear polymorphe Funktion sein soll. Es soll jetzt dargetan werden, dab man 
von der letzteren Forderung vollstindig absehen kann, indem dieselbe sich 
bereits als eine Folge der Uniformisierungseigenschaft der Funktion auf- 
fassen léBt, wenn letztere Eigenschaft in geeigneter Weise begrenzt wird. 

Wir denken uns zu dem Zwecke, wie oben, die Fliche F durch p Riick- 
kehrschnittpaare A,, B,,---, A,, B, und qg Einschnitte C,,---, C, in 
eine Fliche F, verwandelt. Wir betrachten diejenigen Funktionen f(z, y), 
welche relativ zur Fliche F als Funktionen des Ortes auf dieser Fliche 
im allgemeinen mit dem Charakter rationaler Funktionen von x und y 
erklirt sind, in den Endpunkten der Einschnitte jedoch sich beliebig ver- 
zweigen kénnen. AuSerdem sollen die Funktionen f(z, y) die Eigen- 
schaft haben, daB jeder ihrer relativen Zweige in F, eindeutig ist. Dann 
gilt folgender Satz: 

Unter den Funktionen f(x, y) gibt es eine und, abgesehen von einer 
linearen Substitution, nur eine Funktion f*(x,y), welche die Eigenschaft 
hat, daB jede f-Funktion eine eindeutige Funktion von f* ist. Diese Funk- 
tion f* (a, y) ist identisch mit derjenigen linear polymorphen Uniformisierungs- 
transzendenten t(x, y), welche die Signatur 


(F A,, B,,--:; A,, B,; Cy, ++, *) 
OO, OO, ***, CO, OO; CO, +++, OO 
besitzt. 

Der Beweis dieser Behauptung wird uns auf dem hier eingenommenen 
Standpunkte keine Schwierigkeit bieten. Die erwihnte Funktion ¢(z, y) 
gehért offenbar der Klasse der f-Funktionen an. Ich zeige zuniichst, dab 
alle f-Funktionen eindeutige Funktionen von ¢ sind. Dieser Nachweis ist 
gleichbedeutend mit dem Nachweise, dab eine Funktion f(z, y), betrachtet 
als Funktion des Ortes auf der Riemannschen Fliche F/™ der Funktion 
t(x, y), eindeutig ist. Die Fliche F™ ist aus lauter Exemplaren F, 
aufgebaut. Da die Funktion f(z, y) in jedem einzelnen Exemplare F, 
der Voraussetzung zufolge eindeutig ist, ergibt sich, daB die Funktion 
f(x, y) relativ zur Fliche F'™ unverzweigt ist. Die Eindeutigkeit der 
Funktion f(z, y) auf der ganzen Fliche F™ ergibt sich weiter daraus, 
daB f(z, y) in allen Parzellen der Fliche F™ eindeutig ist. Es ist hierbei, 
wohl gemerkt, nicht das einzelne Exemplar F,, als Parzelle zu betrachten, 
sondern die sukzessive bei der Konstruktion der Fliche F’™ gemaB den 
obigen Vorschriften anzufiigenden Zusatzstiicke. Die LEindeutigkeit der 
Funktion f in der einzelnen Parzelle folgt ihrerseits aus dem Umstande, 
daB die Funktion f, wie man leicht erkennt, sich lings jeder geschlossenen 
Begrenzugslinie einer einzelnen Parzelle reproduziert. 

Was den zweiten Teil der oben aufgestellten Behauptung anbetrifft, 
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daé es nimlich auBer der Funktion ¢(z, y) unter den Funktionen f(z, y), 
abgesehen von einer linearen Substitution, keine zweite Funktion geben 
kann, durch welche sich alle Funktionen f uniformisieren lassen, so er- 
gibt sich derselbe folgendermaben: Es sei etwa ¢(a, y) eine von ¢(z, y) 
verschiedene Uniformisierungstranszendente der verlangten Art, dann wird 
die GréBe ¢, sofern sie zur Klasse der Funktionen f gehéren soll, nach 
den soeben gemachten Bemerkungen jedenfalls eine eindeutige Funktion 
auf der Riemannschen Fliche F@) sein. Diese Funktion ¢ kann nicht an 
zwei verschiedenen Stellen der Fliche F™ verschiedene Werte annehmen, 
da andernfalls die GréBe ¢ keine eindeutige Funktion von é sein kénnte, 
wihrend andererseits ¢ zur Klasse der Funktionen f gehért und folglich 
der Annahme gem&B durch ¢ uniformisierbar sein miBte. Somit ist die 
Funktion ¢(z, y) auf F@ eine zugleich eindeutige und einwertige Funktion. 
Diese Funktion vermittelt daher eine umkehrbar eindeutige konforme Ab- 
bildung der Fliche F') auf ein schlichtes Gebiet, ebenso wie die Funk- 
tion ¢(z, y). Durch Wiederholung des Gedankengangs unseres oben § 10 
gefiihrten Unitiitsbeweises ergibt sich nunmehr, da die Funktion ¢(#) in 
der Tat eine lineare Funktion ist. 
Im Falle einer beliebigen Signatur 


p4v B,, +++, Agy Bs OG, +++, ©, 
a, pp, ee ui, ul? 1, cee, v 


lassen sich ganz analoge arenes machen. 

Man betrachte nur solche Funktionen f(z, y), welche auBer den oben 
vorgeschriebenen Eigenschaften noch folgende weitere Eigenschaften be- 
sitzen: An den Endpunkten des Einschnitts C, mégen sich dieselben nur 
so verzweigen kénnen, daB sie nach v, Umliufen zum Ausgangswerte 
zuriickkehren, womit nicht ausgeschlossen ist, daB sie sich bereits nach 
einem Umlauf oder auch nach », Umliufen reproduzieren, wenn vy, ein 
Teiler von v, ist. Ferner mégen sich diese Funktionen reproduzieren, 
wenn man bei passender Bestimmung des positiven Durchlaufungssinnes 
uf-mal den Riickkehrschnitt B, und unmittelbar darauf u{)-mal den 
Riickkehrschnitt A, durchliuft.*)**) 


*) Ist insbesondere fiir einen Wert des Index « v, =o oder p{*) = us”) = ow, 
so ist langs des betreffenden Einschnitts bezw. Riickkehrschnittpaares keine spezielle 
Bedingung betreffend das Verhalten der Funktion f zu stellen. 

**) Wegen der Bedingung, daB die Funktionen f(x, y) in ihren relativen Zweigen 
in F, stets eindeutig sein sollen, sind die angegebenen geschlossenen Wege, auf 
welche die Funktionen f sich reproduzieren sollen, die allgemeinsten auf F' angeb- 
baren geschlossenen Wege, welche die Eigenschaft haben, entweder nur einen ein- 
zigen Einschnitt oder nur ein einziges Riickkehrschnittpaar zu treffen. 









| 
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Es gilt nun die Behauptung: Unter allen existierenden Funktionen f 
gibt es eine und, abgesehen von einer linearen Substitution, nur eine 
Funktion f*, welche die Eigenschaft hat, daB jede f/-Funktion eine ein- 
deutige Funktion der Funktion f* ist. Diese Funktion f* ist identisch 
mit derjenigen |. p. Uniformisierungstranszendenten ¢t(z, y), welche durch 
die Signatur 

| in B,, +--+; A,, B,; Cy, -*% “) 
a”, uy, vie u?, up; Myr sets 
charakterisiert ist. 

Anmerkung. Anstatt von der uniformisierenden Variablen zu ver- 
langen, daB die zu ihrer Erklirung dienende Uniformisierungstranszendente 
ebenfalls der /-Klasse angehéren soll, kann man auch verlangen, daB durch 
die betreffende uniformisierende Variable auBer den Funktionen der f/-Klasse 
keine weiteren relativ zur Fliche F' erklirten analytischen Funktionen 
uniformisiert werden kénnen. 

Die unmittelbar vorhergehenden Betrachtungen Jehren uns noch folgen- 
des iiber das gegenseitige Verhalten der zu verschiedenen Signaturen ge- 
hérenden Uniformisierungstranszendenten unserer Klasse. Sind 2, und 2, 
zwei verschiedene Signaturen, so ist die zur zweiten Signatur gehérende 
uniformisierende Variable stets dann und nur dann eine eindeutige ana- 
lytische Funktion der zur ersten Signatur gehdrenden Variablen, wenn 
erstere Signatur aus letzterer dadurch hervorgeht, daB man jedes u-Paar 
sowie jedes vy der zweiten Signatur mit einer ganzen Zahl multipliziert, 
welche auch unendlich sein kann.*) Wir nennen dann die zweite uni- 
formisierende Variable der ersten subordiniert. Insbesondere kénnen wir 
den Satz aussprechen: Alle uniformisierenden Variablen unserer Klasse sind 


der zur Signatur 


g 
OO, OO, -**, CO, CO; CO,--+, 


(Fr B,, igh A,, B,; C,, a C ) 
gehirenden uniformisierenden Variablen subordiniert. 


D. SchluBbemerkungen. 


In der vorliegenden Abhandlung sind lediglich solche 1. p. Uniformi- 
sierungstranszendenten ¢(z, y) betrachtet worden, fiir welche das voll- 
stindige Wertegebiet 7 der Variablen ¢ durch die ganze Ebene exkl. einer 
aus lauter diskreten Punkten gebildeten Punktmenge dargestellt wird. 


*) Wir treffen dabei, um mit unserer Bezeichnungsweise in Ubereinstimmung 
zu bleiben, die Vereinbarung, daB 0 «= gesetzt werden soll. 
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In seiner oben zitierten Abhandlung ,,Neue Beitrage zur Riemann- 
schen Funktionentheorie“ gelangt Herr Klein vermége seines Prinzips 
der Ineinanderschiebung auch zu solchen 1. p. Uniformisierungstranszendenten 
t(x, y), bei welchen das Wertegebiet 7, abgesehen von diskret liegenden, 
in der Michtigkeit des Kontinuums vorhandenen Punkten (Hiufungs- 
punkten der sogleich zu erwihnenden Kreise), von unendlich vielen Kreisen 
begrenzt wird. 

Auf diese interessanten Uniformisierungstranszendenten beabsichtige 
ich in einer weiteren Abhandlung einzugehen. Die vollstandige Erledigung 
aller hier in Betracht kommenden Probleme gelingt mittels meines ite- 
rierenden Verfahrens, indem man diese Methode in sinngemiBer Weise 
vertieft.*) Vermége dieser Ausgestaltung der Methode lassen sich auch 
die in § 19 der vorliegenden Abhandlung als Grenzfille behandelten Fille 
mit unendlich hohen Signaturzahlen direkt erledigen. 


*) Ich verweise auf die oben zitierte vorliufige Note V. 





Berichtigung. 
In der Abhandlung ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven I“ 
(Math. Ann. Bd, 67) 
pag. 149 Zeile 5: Statt III lies IV. 
, i =i, 1 
pag. 164 Zeile 1: Statt at lies m |S’: rr: 


azil@ a=1 @ 


Mathematische Annalen. LXIX. 6 








: 


Seres Bernstem. 


Sur la généralisation du probleme de Dirichlet. 
(Deuxiéme partie.) 
Par 


Serce Berystem a Charkow (Russie). 


Dans la premiére partie de ce mémoire qui a paru il y a quatre ans*) 
jai développé une méthode générale pour la résolution du probleme de 
Dirichlet que j'ai appliquée aux équations de la forme 


(1) r+t=f(2,y,2,p,9)- 

Aujourd’hui je me propose d’appliquer la méme méthode a Il’étude de 
Yéquation du type elliptique la plus générale.**) Lors de la publication du 
premier article, ma méthode était loin d’étre mise sous sa forme défini- 
tive, et je n’aurais certainement pas attiré l’attention du public mathé- 
matique sur mes recherches 4 peine commencées, si je n’avais pas prévu 
la nécessité de les abandonner pour un laps de temps considérable. 

Dans ces conditions, il m’a paru utile de reprendre et de préciser 
certains points déja traités dans l'article cité, pour bien mettre en lumiére 
les principes fondamentaux de la théorie, tels qu’ils apparaissent actuelle- 
ment. C’est ce que je ferai dans le premier chapitre. 

Dans le deuxieme chapitre jentreprends |’étude approfondie des 
équations linéaires du type elliptique non réduites qui sert de base a 
la théorie générale. 

Dans le troisitme chapitre j'aborde le probléme de Dirichlet dans 
toute sa généralité. 

Et enfin, le dernier chapitre est consacré aux conclusions générales. 


*) Mathematische Annalen 62. 

**) Je viens de consacrer & cette étude un mémoire en langue russe qui a paru 
dans le t. XI des Communications de la Société Mathématique de Charkow. Ce sont 
les principaux résultats de ce memoire que j'ai surtout en vue de reproduire ici. 
Voir aussi Comptes Rendus 13 Mai 1907. 
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1 
Nouvelle étude de l’équation r+t=/(x, y, 2, p, q). 


§ 1. 


J’ai démontré dans le premier chapitre de l’article*) cité le lemme 
suivant: 


Lemme.’ Soit z une solution de Vé ion 
O*z . az 0220 of 
(1) gat + a F(2¥ 555 (53 29) 


dont les dérivées premiéres admettent des modules trigonométriques finis a 
Vintérieur d’un cercle C. Soit d’autre part une fonction o(@) dont la dé- 
rivée premiere admet un développement trigonometrique absolument convergent. 
On peut dans ces conditions déterminer un nombre « tel que, pour |e|< a, 
Véquation (1) admette une solution u dont les dérivées premiéres ont leurs 
modules trigonométriques**) finis, et qui, sur la circonférence C, se réduit 
a e+ eqp(8). 

Ce lemme réduit comme je l’ai montré a l’endroit cité la question de la 
possibilité du probléme de Dirichlet a celle du prolongement analytique. 

On admet a priori l’existence d'une solution z satisfaisant aux con- 
ditions du lemme.***) Soit g,(@) la fonction de l’angle & laquelle elle se 
réduit sur le contour; soit d’autre part ®(6) l'ensemble de valeurs que la 
solution cherchée est assujettie 4 prendre sur le méme contour. Nous 
supposerous de plus que ces deux fonctions g,(9) et (0) admettent des 
dérivées bornées des quatre premiers ordres. Posons alors 


F (0, &) = 9o(9) + e[%(8) — 9 (9)]- 

Il résulte du lemme énoneé que pour |¢| suffisamment petit, |«| < «, 
il existe une solution du probléme de Dirichlet se réduisant & F (0, «) 
sur la circonférence. En prenant alors une valeur déterminée ¢ = & < a, 
on pourra appliquer de nouveau notre lemme, et ainsi de suite autant 
de fois qu’on voudra. Seulement en procédant de cette fagon, on n’est 
nullement certain que les domaines de validité du lemme n’iront pas en 
diminuant indéfiniment, de sorte que méme en |’appliquant une infinité 








*) Math. Ann. t. 62. On trouvera une démonstration plus compléte dans mon 
mémoire russe, ot la rédaction de l’énoncé du | est un peu différente. 
“*) Voir pour cette notation mon mémoire des Math. Ann. 62, on bien p. 106 du 
présent travail. 
*) Je tiens & rappeller que les conditions du lemme entrainent comme conséquence 
la nature analytique de la solution z. (Voir ,,Sur la nature analytique etc. Chap. I, 
Math. Ann. t. 59.) 
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de fois, on ne pourra pas dépasser une valeur singuliére déterminée ¢,; 
cest d’ailleurs ce qui aura lieu en général. Au contraire, si quel que 
soit ¢ (dans un certain intervalle, par exemple, sur le segment 01), 
on peut fixer a priori une limite inférieure du domaine de validité du 
lemme, ou plus exactement, une limite inférieure du nombre @ (rayon 
de convergence) qui intervient dans le lemme, on arrivera 4 une valeur 
queleonque « (de lintervalle) en appliquant notre lemme un nombre 
fini de fois. Pour établir la possibilité du probléme de Dirichlet, lorsque 
la solution doit se réduire & ©(@)=—F (0,1) sur la circonférence, il 
suffit done d’indiquer une limite inférieure du nombre « quel que soit « 
sur le segment 01. Or, il résulte du raisonnement par lequel notre 
lemme a été établi que pour une équation donnée la limite inférieure de 
« depend uniquement des limites supérieures des modules trigonométriques 
Oz) CER 
Fim» \Faln? \dyle’ 
En nous bornant pour le moment 4 établir des conditions suffisantes pour 
la possibilité du probléme de Dirichlet, nous voyons que la question se 
raméne a la recherche des équations pour lesquelles on peut, a priori, au 
moyen des données sur le contour, limiter supérieurement les modules trigono- 
métriques en question. Dans Yarticle cité nous avons montré que ceci est 
possible pour les équations (1) ow f(a, y, 2, p,q) est un polynome du second 
degré par rapport a p, q (ou plus généralement, si f ne croit pas 
plus vite que les deuxiémes puissances de p, g, lorsque ces quantités 
deviennent infinies). 


de la solution considérée et de ses derivées premiéres 


§ 2. 

Comme la démonstration de ce résultat était insuffisante je veux la 
reprendre par une nouvelle méthode a laquelle il est commode de donner 
un nom spécial — méthode des fonctions auxiliaires —, car nous aurons 
encore plusieurs fois l'occasion de l’appliquer. 

Pour limiter supérieurement les modules trigonométriques de z et de 
ses dérivées premiéres oe? s , il suffira d’indiquer des limites supérieures 
On’ Cy’ Oxu*’ Oxdy’ dy* 
de |z| s’obtient facilement, comme je l’ai montré a lendroit cité sous la 
condition que f; > 0 (et de l’existence d’une solution particuliére); nous 
n’avons pas & y revenir. Passons a la limitation des modules des dérivées 
premieres. 


Soit 


des modules ordinaires de z, La limite supérieure 


r+t=—([(2,y,2,p,q)—ap? + 20'pqt+cg + 2d p+ 2eq+ 9, 
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ou a,b’, c’, d’, ¢,g sont des fonctions analytiques de x, y, 2, l’équation 
que nous envisageons. *) 

Puisque nous supposons que sur la circonférence C, z se réduit, a 
une fonction g(@) de Varc qui admet des dérivées des quatre premiers 
ordres, la fonction harmonique H qui se confond avec elle sur la circon- 
férence C aura des dérivées bornées des trois premiers ordres. Si donc 
nous posons 

e=Z+4H, 


la fonction Z s’annulera sur le contour et vérifiera une équation de 
la forme 


(1s) oat +5 i a(52)' + 2b (52) (F) +e ( oy) + 2a So + 20 ce +9 


™ F(z, y, Z, eae a) 


ot a, b, c, d, e, g sont des fonctions analytiques de xz, y, Z a l'intérieur 
de C, ayant des dérivées bornées des deux premiers ordres sur le con- 
tour C comme 4 son intérieur. 

Il est clair que nous aurons immédiatement une limite supérieure 


de |p|, |q| sur he circonférence, du moment que nous saurons limiter 
supérieurement | i =| (dérivée de Z suivant la normale sur le contour). 
Dans ce but didauees par » la limite supérieure de |Z} et effectuons le 
changement de fonction défini par la relation 

Z=—n—a+alogu, 
oi @ est un nombre positif qui sera déterminé dans un instant et u la 
nouvelle fonction que nous allons étudier. 


Il est essentiel de remarquer que la fonction u varie dans le méme 
2n+a 
sens que Z depuis e jusqu’a e * 
De plus u vérifie ange 


4 Ss4+55-2GS+ Gy ]+4 [Gal 25255 + Gy) 


t2d8t ste t ao, 





puisque 
ss _ aoe oh 5 (SY, 
Cx 64 On’ Oa* uox* wu*\ex)’ 
62 = oe eee tee Sey. 
oy u dy’ vy* uoy? w?\dy 


*) Il n’y aurait rien d’essentiel 4 ajouter au raisonnement qui va suivre, si on 
admettait que d’, ce’, g’ dépendent aussi de p,q, pourvu que, pour p, q infinis, leurs 
ordres de croissance soient inférieurs & 1. 








| 
| 
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Soit M la limite —— de ja), |b|, |c|, qui nous est naturellement 


connue; et posons «=-—=—- Dans ces conditions, en identifiant 4 zéro 


+ 
le second membre Q de |’équation (4) et considérant ss, o comme les 


coordonnées courantes d’un point dans le plan, tandis que 2, y, z seront 
des paramétres dont dépendent les coefficients, nous avons |’équation d’une 
ellipse. En effet, en posant 

1 a b 1 e 
a=—(l+an)> Same om a(l+—a9)> 


nous voyons que le discriminant 








a,c, — b> 


oe 

Il en résulte que le second membre Q de l’équation ne peut pour 
aucunes valeurs de = 5? 3p devenir infériewr & un nombre négatif — P. 
La géometrie analytique nous apprend a calculer ce nombre P; c'est le 
maximum de I’expression 

a,Se? — 2b , de + ¢, d* 
a,c, — b,* 

On a done G>—P. 

Par conséquent, si on pose 


/ 8 Mgu. 


P 
u=—u— (ty), 
les dérivées secondes de u, satisfont a l’inégalité 
O*u, 


- it 
ro + ay =0, 


et u, n’a pas de maximum a iniiiliie de C. Mais puisque u, est con- 
stant sur la circonférence C, on a done sur cette circonférence 








Ou, 
oe =°. 
Et par conséquent, 
o> = ge 
de= 2 F 
D’ou, enfin, 
eZ « Ou — «PR 
de ude = ate 
Ze * 


Ainsi nous avons trouvé la limite extréme négative de 0 en employant 
le méme procédé nous obtiendrons la limite supérieure positive. En 
effet, posons 





Z=—n—a+alog 


i— 
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ot ” et @ conservent les significations de tout 4 Vheure. Dans ces con- 


ditions, la nouvelle fonction u’ que nous introduisons varie dans le méme 
2n+a 


sens que Z depuis 1 —e~* a 1 — e * et vérifie l’équation 
gar + 5yt ~~ rw (a) + GF) ] 
+ tele Ge) +235 Fy +¢ (5) | 
+ 202% 4 262" “+9—*— q. 
Nous déterminons, comme plus am la limite supérieure positive de Q’ 
U<P. 





En posant ensuite 
’ , I 
u=U, ++ (#+y), 


nous voyons que w,’ ne peut pas avoir de minimum 4 Iintérieur de C et 
par conséquent 


om <0. 
D’oa 
ow 1 
et enfin 
ata 
eZ aP’ Re * 
—< = » 


Nous avons ainsi trouvé la limite supérieure de FA sur la circonférence 
! 


C et, par la méme, la limite supérieure de |p| et |q!. 


: g 3. 


Il nous reste encore 4 voir ce qui se passe & J’intérieur du cercle. 
Dans ce but nous faisons un nouveau changement de fonction. Posons 


Z=—n-+ a log log u, 


ot » a la signification de tout 4 l’heure et @ sera fixé ultérieurement. 


La fonction « varie encore dans le méme sens que Z depuis e jusqu’a 
2n 


e*. Et puisque 
és « du az” a@ Bu a(i+logu) <i] 
daz uloguda’ dz*~ ulogu da*  (wlogu)* ? 
oz « Ou O*z 2. FS _ 90 +t eet (ee) 
dy ulogudy’ dy? wlogu dy? (wlogu)* \dy 
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u vérifie l’équation 
(5) 1+t4= siogs [1 + logu + aa) p,?+ 2abp,q, + (1 +logu + ae) q,*] 


u log u 


+ 2dp, + 2eq, +9——_ = 4, 


od nous écrirons pour abréger p,, 9,, 7,, 4, & la place de 
du eu au = au 
dz’ dy’ aa?? By* 


Nous nous proposons de montrer que, si la fonction 
2] 
w = p,+at—(p*+ gt) 2F" 


atteint son maximum en un point (7,y,) a l’intérieur de C, ce maximum 
ne dépasse certainement pas un nombre fixe que nous pouvons determiner. 
En effet, nous devons avoir au point (7,4), 


(6) PN+UHS=9, PS, +Kt,—0 
et aussi 





&=-F = (Sas z* +5 ws <°. 
Mais, en tenant compte des relations 6) et de l’équation (5), on obtient 
2 
Amrit 258+ t+p, (Sit + 58) +0 (55 + 54) 
= O° +P, A +h a <9, 


a A: ‘ oe représentent les dérivées partielles completes de Q, par rap- 


port a z, y, de sorte que 


2-2) +n Got Ge 
B-(2) + G)a+ G+ GBs 


en désignant par - a), (52), (‘, z) etc. les dérivées de Q, prises en 


considérant z, y, u, p,, @, comme variables indépendantes. 

Done, finalement: 

2 
A= Q'+7 (5 %) +% (52 *) + (p,* + 4°) (5 e) were +4 <9, 

ot ¢ est un polynome du quatriéme degré en p,, q,, dont les coefficients 
tendent vers 0 avec a, et 7 est un polynome du froisiéme degré en p,, q,. 

Attribuons maintenant 4 « une valeur déterminée suffisamment petite 
pour avoir 


je] <0. 
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Il en résultera que 


w 
2u* log u +450. 
Donec, 
s9 2 
(7) w<2\nlutlogu<2e * « |n\. 


Mais, puisque, aprés la détermination de a, on connait les limites des 
modules des ‘coefficients du polynome (du troisitme degré) 4, l’algebre 
élémentaire permet de déduire de l’inégalité (7) une limite supérieure de w 
au point (z%)y)). Comme d’autre part, nous connaissons déja la limite su- 
périeure de 


s+n 
2le ¢ oo 


w= (pg) Fe TeV te ) (r+ 98 





sur la circonférence C, nous voyons que la limite supérieure générale 
de w et par suite aussi de |p| et |q| en un point quelconque peut étre 
indiquée a priori. Le calcul effectif de cette limite supérieure ne présente 
pas d’intérét au point de vue od nous nous plagons. 


§ 4. 

Les limites supérieures des modules de p et g une fois déterminées, 
le méme procédé pourra étre appliqué pour limiter les modules des 
dérivées secondes. D’ailleurs, il y a lieu de remarquer que nous n’aurons 
plus & nous appuyer sur l"hypothése que f est du second degré par rap- 
port a p, q. 

En effet, différentions l’équation (1) par rapport 4 @ et posons 
a = Z,. La fonction Z,, régulitre a Yintérieur de C, vérifiera l’équation 





@Z, , @2Z, oF aF eF @F 0Z  @F a% 
Gat + Gy? ~ Ge — oy + ae 02 ba 502 dy 
oy ox 
@F 0%, oF 3%," 
+ 32 92 + 7ak dy’ 
= 0z=— 
Ox oy 
car 
02 30% 
“oy 0%, 02 “de _04% 02, 
06 dy ‘ ox’ 80 Oe cy 
aZ, eZ, 


Nous voyons, que quel que soit F (ou /), - a? Oy n’entrent qu’au 


premier degré; nous pouvons donc reproduire sans aucune modification le 
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raisonnement du § 2 (en attribuant au nombre « n'importe _ valeur, 
az 
~~ |e00 
sur le contour; d’od on tire sans peine (au moyen de venation (1>*)) 





par exemple « = 1), pour déterminer la limite supérieure de “A 








une limite supérieure du module SF sur la circonférence C, et par con- 
! 
séquent aussi celles de toutes les dérivées secondes de Z. 

Il reste encore & limiter par le méme procédé les modules des dérivées 
secondes 4 l'intérieur du cercle. Dans ce but différentions |’équation (1) 
par rapport & z. Nous aurons 

Op _ Op _ of dp, of ép , of of 
(8) da* * dy? dp "Satie dy tas? PT35s° 

En appliquant le raisonnement du § précédent, on indiquera une 

limite supérieure du maximum de la forme quadratique 


oy’ = Ps pen rig? 4 s*], 


ot n’ est la limite supérieure de |p| qu’on a déterminée antérieurement. 
(On a pu prendre dans Vexpression de w’ le nombre a égal a 1, car 
oP =f, 2 =s n’entrent qu’au premier degré.) 

Le fait que l’équation (8) contient non seulement p (qui joue le réle 
de z dans |’équation donnée), mais encore g, modifie 4 peine le raisonne- 
ment: on n’a qu’a remplacer les dérivées de g qu’on rencontre au cours du 
calcul par les expressions 

oq _ a ze dq _ Op 
ox oy ~ Oa 

Du moment qu’on a seeine une limite supérieure de w’, on trouve 
immédiatement des limites supérieures des modules de toutes les dérivées 
secondes. 

Il en résulte que le probléme de Dirichlet pour l’équation (1°) est 
possible, quelle que soit la fonction (4) admettant des dérivées bornées 
des 4 premiers ordres. A la fin de l’article cité j'ai montré comment on 
pouvait se débarasser de l’hypothése de l’existence d'une solution queleonque 
qu’on prend comme point de départ; je tiens 4 remarquer seulement, comme 
nous le verrons plus tard dans le cas général, que ce raisonnement n’est 
valable que dans le cas od f, > 0 (et non pas égal a 0). 

Je crois inutile de rappeller que le contour circulaire peut étre rem- 
placé par un contour analytique quelconque, et je n’insiste pas sur l’ex- 
tension de la méthode aux cas non analytiques en me hatant de passer a 
Vétude générale des équations du type elliptique. 























Généralisation du probléme de Dirichlet. II. 91 


IL. 
Etude générale des équations linéaires du type elliptique. 


§ 5. 

Pour appliquer notre méthode au cas général de l’équation du type 
elliptique, nous sommes obligés de reprendre la théorie des équations 
linéaires, et, plus spécialement, de résoudre le probléme de la réduction de 
Véquation linéaire a sa forme canonique ou réduite. Ce probléme est le 
suivant: Soit 


(9) ATS +2BSe + 0 4+2D% 428% ~+Fe—M 
(AC— P>6 


une equation linéaire du type elliptique dont les coefficients sont des fonctions 
analytiques de x, y a& Vintérieur d’un certain cercle C de rayon R. 

On demande d’introduire deux nouvelles variables x,, y, a la place de 
x, y, telles que: 1° toute fonction 2 qui satisfait a V'équation (9) satisfasse, 
par rapport aux nouvelles variables, a Véquation 


(10) fat pates ja tp + Fe— M; 


2° a tout point du cercle C dans rym des (x, y) a 
du cercle C, de rayon 1 dans le plan des (x,, y,), et réciproquement, de telle 
sorte @ailleurs que les centres des deux cercles O et O, correspondent Vun 
a Vautre (on sous-entend de plus que 2,, y, soient des fonctions analytiques 
de x, y @ Vintérieur du cercle C). 

Je n’ai pas a insister sur l’équivalence du probléme de la réduction 
avec celui des cartes géographiques. 

La premiére partie du probléme est résolue depuis longtemps*); on 
sait qu’il est nécessaire et suffisant que z,, y, vérifient les équations 


A(s2) + 2B(52) (39) + (a9) —4(G2) + 2B (22) (G9) + O(<9) 





oy 
Oa, Oy dx, Oy , Ox, Oy 0x, 0% 
Ase Fe + Bay Ge + Ge ae) t Cay ay 7 
En résolvant ce systéme d’équations par rapport a oH, - , nous ob- 
tenons un nouveau systéme 
On, Ox, Ox, 

(11) im 28s ay _ 49 ty 

ox VAC—B* ” ey VAC—B* ’ 


*) Picard, Traité d’analyse, t. II, p. 27. 
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équivalent au précédent. En résolvant par rapport a aS 2, on obtiendrait 


également 


Bem oy My On, 
(11’) om L a tO 8s oe i x 7 ay. 
0x re = ? @y VAC— B? 
On en conclut que 2, et y, satisfont chacun & la méme équation 
é v 
ay (4aet?ae) , 2 (Pet) _, 
, o2\ yac—B* “VaC—B 


Il est important de remarquer, que, si P(z,,y,) et Q(a,,y,) sont 
respectivement la partie réelle et imaginaire d’une certaine fonction analy- 
tique de 2, + iy, 

P(%,,%) + 1Q(%, 4) = fa + in), 
P et Q considérées comme fonctions de x,y satisfont également aux 
équations (11) et & Véquation (12) qui en résulte. En effet, on a 


@P _ aP dx, | OP dy, _2Q am,  2Q oy, 


da da, dx dy, Ox dy, Oa Ox, Ox 


Boh _ pO% np 0% 
2Q +¢% 0 | -*a Ss 
oy, eT ral Ox, —B* 








2(e@ ey, + eQ Re) +052 eu ‘“ 0g oa) 


Ou, 0a ; 0a, 0x OY; dy * da Ox, dy) oy 
“YAC—1 B 
0? , G2? 
Fae t Wey 
yico—3B* ’ 
grace aux relations classiques de Cauchy 
oP 9e FF. 
ez, Ow, = OM Ox,” 
et de méme, on trouvera 
—~A2e_ 22? 
| ret bat | 
oy VAC— B* 


Nous pouvons aborder a présent la deuxiéme partie du probléme. 


§ 6. 
Soient 2,’, y,’ une paire de fonctions satisfaisant aux équations (11) 
et telles de plus, que z,’= y,’ = 0, lorsque z = y = 0. Supposons d’ailleurs 
quwil existe un certain contour S dans le plan des (z,’, y,’) tel qu'il y 
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ait correspondance biuniforme entre les points de l’aire qu’il entoure et 
ceux du cercle C dans le plan des (z, y). 

Les fonctions z,’, y,° peuvent étre obtenues comme il suit: 

Admettons que pour des valeurs données des fonctions A, B, C 
l’équation (12) admette une solution analytique 2,’ qui sur la circonférence C 
se réduit 4 « + cos @, od @ est une constante déterminée par la condition 
que 2,’ s'annule a l’origine. Dans ces conditions, la fonction z,’ aura sur 
la circonférence C un seul maximum « + 1, pour 6 = 0, et un seul mini- 
mum «—1 pour @=2. On en conclut que les courbes 


2,’ = constante 


ne peuvent pas avoir de points doubles 4 l’intérieur de C, et par consé- 
quent on n’aura jamais simultanément 


On, 


a9, 2X 26, 


Il en résulte que, si nous définissons y,’ par la condition qu'il satis- 
fasse avec x,’ aux équations (11), les courbes 


x,'=constante, y,’ = constante 


ne pourront pas avoir plus d’un point d’intersection a |’intérieur de C. 
Par conséquent la correspondance entre les points (2, y) du cercle C et 
les points (z,',y,') d’une certaine aire S sera biuniforme; la fonction y,’ 
n’étant d’ailleurs déterminée par les équations (11) qu’a une constante 
additive prés, on peut profiter de cette indétermination pour annuler y,’ 
a lorigine. 

Cela étant, nous introduirons une nouvelle paire de fonctions (2,, y,), 
dont l’existence sera demontrée plus loin qui réalisera toutes les con- 
ditions éxigées par le probléme de la réduction. I suffira de poser 

‘ 1 ” 
t+ iy, = (a, + iy,’) eFt+iG on et? ree +4 (0+ arate) 
ot H et G forment une paire de solutions du systéme (11), et de plus H 
est assujetti & se réduire sur C a 


1 , , 
— ¥ log (z," + m1”). 


En effet, il résulte d’abord de la remarque faite plus haut que 2, et 
y, vérifient effectivement les équations (11); d’antre part, il est évident 
que lorsque le point (x, y) se trouve sur la circonférence C on a | x, + éy,| = 1, 
c’est-a-dire les points de la circonférence C correspondent a ceux de la circon- 
férence C,. De plus les points des circonférences od 


|a, + ty,| = A<1, 
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ont comme correspondants dans le plan des (z,y) les points de certains 
contours (4) fermés entourant le centre O et intérieurs au cercle C, od 


H + + log (2,"+y,2) = log; 


d’ailleurs, sur tous ces contours les dérivées normales extérieures et => 0. 
On en conclut que la re again sera biuniforme, car l’argument p 
de x, + iy,, égal 4 G+ arctg “, , varie d'une facon continue et toujours 


dans le méme sens, lorsque (2, * décrit un contour 4 (les fonctions et 


log 4 vérifiant le meg d’équations (11), on voit sans peine que les 


relations ee = 0, 2 0 sur un contour entrainent e ; = 9); il augmente 


de 2, quand le veiah (z, y) revient & sa position initiale Les centres O et 
0, correspondent également l'un a l'autre; on voit done que les nouvelles 
variables 2,, y, satisfont effectivement a toutes les conditions du probléme. 

Il reste maintenant le point le plus délicat, celui d’établir l’existence 
des fonctions x,', y,', 2,, y, et d’en étudier les propriétés essentielles. Dans 
ce but nous démontrerons le lemme suivant. 


§ 7. 

Lemme. Soit z une solution analytique a Vintérieur de la circonférence C, 

ow elle se réduit ad une fonction p(@) de langle admetiant des dérivées bornées 
desn+3 in ordres, de aii 


(om) 424 4 2B + OF +202 428% ~+Fs—M; (F<0) 


ity 


si on connait des limites pees des modules des dérivées des % premiers 
ordres des coefficients, il est possible @indiquer des limites supériewres des 
modules de 2 et de ses dérivées des % premiers ordres sur la circonférence C, 
ainsi qu’a son intérieur (en admettant toutefois Vexistence de la dérivée nor- 
male a sur la circonférence). 

Remarquons d’abord que la fonction harmonique qui se réduit a (6) 
sur la circonférence C aura des dérivées bornées des n + 2 premiers ordres. 
Done, sans restreindre la généralité de la proposition, nous pouvons nous 
borner au cas ot (6) = 0. 

Pour avoir une limite supérieure du module*) de z, nous remarquons 
qu’en un point od le second membre de l’équation (9°) est négatif, z ne 
peut pas avoir de minimum négatif, de méme qu’en un point oa le 


*) C'est le seul point de la démonstration, ou intervient l’hypothése F'<0. 
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second membre est positif, z ne peut avoir de maximum positif. Or, soit 
M wo nombre supérieur au module maximum de M, et posons 
e=vo+ Meet —vo— Meer, 
ot R est le rayon du cercle C, et s est un nombre positif assez grand 
pour satisfaire 4 l’inégalité 
As? — 2|\|D\s+ F>1; 
alors v et vo vérifieront respectivement les ee 


Aaa + 2B aig + Cap +205: s+ 2B 5, + Fe <0, 


Ags +2B ee {tC Fat 2D + eR + Fv'>0. 


afy 

Done, en vertu de la remarque que nous venons de faire, ¢ n’a pas 
de minimum négatif 4 l’intérieur du cercle, doa 
' v > we Me**, 
et v n’a pas de maximum positif, d’od 

vo < Me™. 
De sorte que ie = 
— Me®(e®—e&*)<2< Me*(e* —e**), 

et en désignant par 7 le maximum du module de z et par uw une con- 
stante déterminée, u = e***, on a finalement 
(13) z<uM. 

Pour trouver des limites supérieures des modules des dérivées succes- 
sives il nous faut d’abord établir une inégalité importante. 

Si z est une fonction quelconque s’annulant sur la circonférence C 


et ayant des dérivées des deux premiers ordres continues a l’intérieur 
du cercle, on a l’inégalité 


(14) =f [[2- 2 —( (554,) )']axdy >0, 


Vintégrale double étant étendue 4 l’intérieur du cercle. 

Pour établir linégalité (14) nous supposerons d’abord |’existence des 
dérivées troisitmes 4 l’intérieur et celle des dérivées secondes sur le 
contour; dans ces conditions nous pourrons intégrer par parties, ce qui 
donnera 


[frtazay = Jrtay — {fp A axdy = —faras {fa i dz dy, 
. f Pdzdy ——{psdz—f [vj dzay ~—fasay — [Jag dees 
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dod 
1 
1= fps dx + pt dy = [{ pdq =— fadp = + (pdq— aap. 
ce c c c 


Cette formule est évidemment exacte quel que soit le contour. Mais, puis- 
que C est une circonférence, on a 


p-5 cos 6 — £5 sin 8, dp = (—4+ 5255 008 0 — Bazpr sin 0)d8, 
2 

q= — Z sin 0 + 325 008 8, dq —( P+ 3255 sin 8 + pezo 0088) d8. 

Donec, 


1-3 firse-3 5G) |a 


et, en particulier, si z= 0 sur le contour, on a 
(14) fun tf (52)" d0>0. 
é 


Or, du moment, que l’inégalité (14) est établie pour les fonctions de 
la nature indiquée plus haut, on n’a qu’d appliquer le théoréme de 
Weierstrass-Picard sur le développement en séries des fonctions continues 
de deux variables pour vérifier l'inégalité annoncée dans toute sa généralité. 

Liinégalité (14) étant demontrée, nous allons procéder de la facon 
suivante. 

Multiplions les deux membres de l’équation (9°) par z et intégrons les 
expressions obtenues 4 l’intérieur du cercle C. Nous aurons 


SI [e(Ar+2Bs+ Ct)+2Dpz2+2Eqz2+ F2*\dzdy — | {#Max dy, 
dor 
| [ [Ar + 2Bs + Ct) dady| <H, 


H étant un nombre fixe qui dépend du module maximum de z, des coef- 
ficients D, E, F, M, ainsi que des dérivées de D et E. 
Mais 


s(Ar+2Bs+ct)dxdy =—— | | (Ap?+2 Bpq+Cq*)dxdy 
Jf SS 


— [ f'2(Aip + Byp +Biq+C,q) dxdy. 
Et, en remarquant que 


|e(Acp + Byp + Bzq + O;q)| <"* (4:2 4+ B+ B40, 42 oe 
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quel que soit k, nous aurons 


Sf{(4-2) p+ 2Bpq+(C—35)q *|dedy 
<H++ y | PAs + By? + Bet + Op) dandy <H,, 


Donec, en attribuant 4 k une valeur fixe mais assez grande, nous 
obtiendrons des inégalités 


(15) J[[Pazdy <L, J{[@dedy <L, 
ot L dépend des coefficients A, B, C, D, E, F, M et de leurs dérivées 
premieres. 

En tenant compte d’autre part de l’inégalité (14), nous aurons 


/flaex ge (Ar + 2Bs+ Ct) + 2(s*—rt)] dardy 
S| fae (2Dp +2Eq+Fz—M)dady. 


On reconnait immédiatement que |’expression sous le signe d’intégration 
dans le premier membre est une forme quadratique définie des trois 
variables r, s, ¢. Done (& cause des inégalités (15)), on a 


Jfrdcdy<N, [fsdzdy<N, ff ftdzdy<N, 
ot N ne dépend que des coefficients de l’équation (9"*) et de leurs dérivées 
premieres. 
En différentiant ensuite l’équation (9°) par rapport 4 6, nous obtenons 


(16) A 7o(gz") + 2B 36 (595) + °30(s5 ) + 2D 54 (52) + 2B 54 (50) + F55 


0A Oz OB a%z , 0C 0% OD dz OE dz OF, omM 


+ 36 gut? 3 +255 ay + 30° 30” 


00 dady * 00 aye t 2 00 Ox 


Oz 
76 = et remarquant que 


0 (az 4, og Oe a ( Os O*2, _ 0s 
“00 (sas) dx? 2 dxdy’ 00 (xd) = dxdy +5 an 
0 (az a*2, o*z 
11) 96 (593) ~ yt + 2 aay? 
@ (dz oz 0 (ez 0*2 0*z 
56 (3a) — —95p + indy? 20 (55) ~~ Yoxay T* ay” 


nous obtenons 


ou bien en posant 





(16) A cal +2B ee - oe +ar+hs+eqt+dp+t+eqtfhe=y 


Mathematische Annalen. LXIX. 7 
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od a,, b,,¢,,4,,¢,f,,9, sont des fonctions finies de z, y qui ne dépendent 
que des coefficients de l’équation (9*) et de leurs dérivées premiéres. 
Mais puisque z, sannule sur la circonférence C nous aurons, en nous 
servant de sean (14), 


[faotwlAt-+20 2%, + 088+ 2[(C8)'_ 24.28) cea 
se acs apes demi 


Et, comme dans |'intégrale du premier membre nous avons de nouveau 
une forme quadratique définie, nous obtenons les inégalités suivantes: 


Sf Gay )dzdy<™, Sf Ces (7) \'dedy<™,, Say dady<N, 


ot N, ne dépend que des coefficients de léquation (9°*) et de leurs 
dérivées premieres. 
Or en differentiant encore une fois l’équation (16’), nous obtenons 


b= a 
(en posant 2, = m3 


(16") A554 2B 2% + 0T3 +a, Fa +d Seta Stem 


éxdy 3 Gxt 2 Oxey 2? 


et par le méme raisonnement, 


Sf Gey idx dy <M, Sf aa) dxdy< Nj, I) t) "da dy < Ny. 


En différentiant ainsi successivement, nous aurons les inégalités suc- 
on 


cessives, dans lesquelles z, = a 


WG) *s)'dx dy < Ny; IK ist "dx dy<N,; Ie (C*)'dady<™, 
ee ~ ee we aad x 
We s)'dady<N ite sath) “da dy<N,; pes dz dy<QN,, 


ot N, dépend d’une facon générale uniquement des limites supérieures des 
modules des dérivées successives des coefficients de )’équation (9"*) jusqu’a 
Yordre i inclusivement. 





De ces a importantes nous déduirons des limites supérieures 


de |z,| et ~E"| pour i <n a Vinterieur dune région détérminée S obtenue 





en enlevant an cercle C un petit cercle 6 concentrique de rayon r aussi petit 
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quon veut. En effet, des inégalités (17) on tire immédiatement a l’inté- 


rieur de S 
Sf (23)" dod@<N’ 
Be i) Q i? 


N, jouissant des mémes propriétés que N,; d’od, en posant 





2, — & = Saf) cos kO + Wf sin k8, 
k 
on trouve 
r) (i) 
(18) foe (st (SE "| de <N;, 
ou 


Or, linégalité (18) donne 


>" | fiesta ie| + fies 0 | id e| |< ary 


Done, en intégrant et tenant compte que, pour R’=R, ona a\? = D0 = 0 
il vient pour toute valeur de r’ 


2 *| | ( (ai)? + (o0)") < (R— ¥) N;, 
et par conséquent, 
2 lal? | + |b? | <4V(R—r)Ny. 


D’ot finalement 
| a | 
: lal = | 597|<4V (R—r) N; 


a Vintérieur de la couronne circulaire S. . 
O2;_4 
ae |’ La 
détermination des limites supérieures des autres dérivées d’ordre i (jusqu’a 
w inclusivement) se fait ensuite immédiatement au moyen des équations 
(16’), (16”) ete. Il y a lieu de remarquer que par le fait nous avons 
établi Vexistence méme sur le contour C des dérivées des % premiers 
ordres de la solution analytique (a l’intérieur du contour) que nous en- 
visageons. ° 

Mais le raisonnement précédent ne fait pas connaitre de limites 
supérieures des modules des dérivées successives de z 4 lintérieur du 
petit cercle 6. On pourrait remédier 4 cet inconvénient sans introduire 

q* 


Un calcul analogue donne une limite supérieure de 
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un nouveau principe, en appliquant le méme raisonnement a une cireon- 
férence C, entourant l’aire 6 (de sorte qu'on connaisse d’aprés ce qui 
précéde, des limites supérieures sur la circonférence C, des modules des 
dérivées des m premiers ordres), mais ayant son centre 4 l’extérieur de o. 
On se rend compte que l’inconvénient qui en résulterait, et qui consiste en 
ce qu’on ne limiterait ainsi a l’intérieur de 6 que les dérivées des n —3 
premiers ordres, serait insignifiant. Cependant, si on veut laisser a l’énoncé 
du lemme la forme que nous lui avons donnée, il y a lieu de procéder 
autrement. On pourrait dans ce but appliquer la méthode des fonctions 
auxiliaires comme je l’ai fait dans mon mémoire russe, mais il est encore 
plus simple de reprendre la méthode des approximations successives qui m’a 
servie 4 démontrer le théoréme fondamental du mémoire ,,Sur la nature 
analytique des solutions ete.‘ (Math. Ann. 59). 

En effet, en renvoyant le lecteur désireux de compléter la démon- 
stration au chapitre 1V du mémoire cité, je me bornerai & remarquer 
que dans le cas des équations linéaires la grandeur du rayon du cercle 6, 
ot la méthode des approximations successives est applicable, dépend uni- 
quement des normes*) des coefficients de |’équation relative & ce cercle et 
ne dépend aucunement des valeurs de la solution considérée sur le contour. 
Le cercle 6 peut done étre déterminé a priori, du moment que |’équation 
(9"*) est donnée; et ensuite la connaissance des limites supérieures des 
dérivées des trois premiers ordres (& cause du raisonnement fait plus 


*) Je n'insiste pas ici sur la définition compléte de ces normes qu'on trouvera 
a l’endroit cité. Je tiens & ajouter seulement qu'il est avantageux de modifier un peu, 


comme je le fais dans mon mémoire russe (Ch. IJ, § 8), cette définition: au lieu 
d’appeler norme reelle d'une fonction 


re = > "4,270 — 2) 
Pp 69 
Din le aie |. 
P i of Dl 4ne 


on appelle ainsi l'expression 


TD i4n max. [2? (1 — 2)"] >> bn Se: 


l’expression 





les normes complexes et celles des fonctions de deux variables sont modifiées d'une 
fagon analogue. Cette modification laisse subsister toutes les inégalités et les pro- 
priétés établies dans le mémoire ,,Sur la nature analytique des solutions etc.“, et 
rend absolument inattaquable la démonstration du théoreme fondamental, tandis 
qu’avec l’ancienne définition il y avait un point qui pouvait soulever quelques ob- 
jections. 
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haut) de z sur la circonférence de 6 permet de calculer des limites supé- 
rieurs des normes de z relatives au cercle 6. En tenant compte alors des 
propriétés des normes, on parvient sans peine 4 indiquer des limites 
supérieures des modules des dérivées de ¢ a l’intérieur de o jusqu’a l’ordre 
qu’on voudra. Notre lemme se trouve ainsi entitrement démontré. 


§ 8. 
Nous en tirerons immédiatement des conséquences importantes. 
En admettant l’existence de la solution x,’ de l’équation (12), introduite 
précédemment, on Voit *, si l’on connait les limites supérieures des 


C ae 
modules de Vat 8’ Va0=B” Va ainsi que celles de leurs 


dérivées des » + 1 premiers ordres, il sera possible d’indiquer des limites 
supérieures des modules des dérivées des m premiers ordres de 2,'; et, en 
particulier, on déterminera les limites supérieures des modules des dérivées 
des m premiers ordres par rapport a @ de la fonction — = log (,'? + y,'*) 
sur la circonférence C. 

Donec, en appliquant de nouveau le méme lemme 4 la solution H (si 
elle existe) de Véquation (12) qui sur la circonference C se réduit a 
— + log (x,'*+ y,"*), on constate que H a toutes ses dérivées des n — 3 
premiers ordres bornées sur la circonférence C aussi bien qu’a son intérieur. 
Et enfin de Végalité 

a, + iy, = (@, + iy,)***? 

nous tirons des limites supérieures des modules des dérivées des n — 3 
premiers ordres des fonctions 2,,¥y, par rapport a 2, y. 

Cette conclusion est d’une importance capitale pour ce qui va suivre. 


§ 9. 
Soit 


(10) 





+P teZ+0F+Fe—-M 


x, 
Yéquation réduite que nous obtenons en iad les variables (,, y,) 
& la place de (a, y), ov 


a- ASR + 2B eS + 08% 4 28% 4 288% 











axdy 
b— ASH sop 2t 402% 42p% 428%. 


Ajoutons d’ailleurs que les dérivées secondes de z,, y, qui interviennent 
dans les expressions de a, b, peuvent étre éliminées au moyen des équa- 
tions (12). 
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Pour établir les inégalités fondamentales que nous avons en vue il 
nous faut encore exprimer les coefficients de |’équation (10) au moyen 
de 2,, y, et fixer des limites supérieures des modules de leurs derivées 
des deux premiers ordres par rapport a 2,, y,. 

Dans ce but nous allons chercher une limite supérieure du module 
du déterminant fonctionel 











_ ex dy _ Oxty _ 1 = 
Ox, OY Oy, Ox, Ox, OY ir Ox, CY, 
Ox dy Cy dx 
Il suffira manifestement de trouver des limites shpérieures de 
|e) | On| |oy| | oy), 
|Oa, |’ |Oy,|? | Aa, |? | ey, | 
Or, en remarquant que 
ay ae 
om, , Sh os, 
ox dD’? oy ) Ee 
oy dz 
ou, Om, , Oy _ Om, 
Ox dD” oy D 
nous déduisons des équations (11) 
dy Box Hox, dy Hoda , B dex 
(19) da, Adz, Ady,’ dy, A da, she au, 


ot H= VAC — B. 
Done z satisfait 4 |’équation 


i Gi+ Hs) +12 @)-& e+ 
+b) +a Oi -° 


En effectuant les différentiations et tenant compte des égalités (19) 
nous constatons que @ satisfait 4 une équation de la forme 


(20) 


en eta dx On 
(20™) a toy —f Ge By? 219 Mr % v); 
dans laquelle f est un polynome du second degré par rapport a im . 


Il est aisé de voir dans ces conditions que la fonction 


z+R 
z+R _ 
3- 


W=e 


me" (ee) + G5 
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dans laquelle « est un nombre positif fixe qui ne dépend que des coeffi- 
cients de |’équation (20) et de leurs dérivées, et R le rayon du cercle C 
(c'est & dire le maximum de |z|), ne peut pas avoir de maximum supé- 
rieur & un nombre fixe. En effet, il n’y a rien & changer au raisonne- 
ment employé dans le § 3 du chapitre précédent, puisque les dérivées de 
y sexpriment linéairement au moyen des dérivées de z. 

Il reste done a établir les limites supérieures des modules des dérivées 
premiéres de x sur la circonférence. 

Nous allons encore appliquer le procédé des fonctions auxiliaires, mais 
dans des conditions un peu différentes. En effet, les valeurs de x sur la 
circonférence C ne nous sont pas données; par contre, nous savons que, 
sur cette circonférence, doit avoir lieu la relation 2* + y? = R*. 

Or il est aisé de construire l’équation, 4 laquelle satisfait la fonction 


e=VFt+y. 
Introduisons dans ce but les coordonnées polaires 
x=ocosd, y=osiné. 

Les ag (19) on alors la forme: 


¥ 5a + © 55 G (Gan, —Y am) — 0 (sage — Yay) 


yee 00 _H roq woe 20) 
sin + * 35, 6 (cone von) + (son —9 dy) 
En les résolvant par rapport a a oe . nous obtenons: 
0x,’ OY 


oe 414(4—©6 sineo| — 22 
(19%) 20 _ Ga, [|B eos 26 4-,- (A — ©) sin 20| Dy, H 
Ox, e-[Ccos *6 + 2B cos 6 sin 6 + A sin* 6] 








i _= H+ ze 2 |B cos 20 + 5 (4 — 0) sin 20] 
7 COLES UL EC 





d’od résulte enfin l’équation a laquelle satisfait 9 


a) b+ Bh at (GE — H+ GE +98) 
ou 


a ee Se a eT 
1 @:[Ccos* 6 + 2B cos@ sin@ + A sin* 6)’ 
B cos 26 + + (A — 0) sin 26 


B, = e:[C cos 76 + 2B cos6@ sin@ + A sin 6) 





L’équation (21) est de la méme forme que |’éqation (20"*), mais elle 
en différe par la propriété que son second membre devient infini pour 
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e= 0. La difficulté qui en résulte, pour appliquer notre procédé, peut 
étre levée de la facon suivante: z, et y, s'annulent en méme temps que x 
et y; on a donc en vertu du théoreme des accroisements finis 
7] 

sat Sy n= ot My, 

ot les dérivées partielles prennent certaines valeurs moyennes, inférieures 
en valeur absolue a la limite supérieure m des modules de ces dérivées 
partielles que nous avons déterminée précédemment. 

Done 
Ox, 


Cx, : OY, Oy, 
o2=—22+42=—¢0 (Ge cos 6+ 5, sin 6) + (Jf 0086 + fs 





y) 





<4 w 0. 
Et par conséquent, on a toujours 
o> 
Il en résulte que, si nous construisons dans le plan des z,, y, un 
cercle C,' concentrique 4 C, de rayon R,’ <1, on peut affirmer que la 
fonction g reste toujours supérieure & a. & Vintérieur de la couronne S, 


limitée par les deux cercles concentriques C, et C,’; on peut donc a l’intérieur 
de cette région indiquer une limite supérieure déterminée des modules des 
coefficients de l’équation (21). Sans qu'il soit nécessaire d’appliquer aucun 
procédé spécial, on voit que sur la circonférence C, 


7220, 
puisque sur cette circonférence 9 = R tandis qu’é son intérieur on a 9 < R. 
Mais pour trouver la limite supérieure positive de oe sur la circon- 
férence C,, posons 
e=—«a+alog a . 


oi « pourra étre déterminé comme au § 2. On trouvera alors que 


seit ea<N 


a Vintérieur de la region S,, ot N est un nombre positif fixe qui peut 
étre caleulé comme a l’endroit cité. 
En posant ensuite 
rch 
on a a l'intérieur de S, 
e*u, 





+o <0. 


0a,* 
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Et, enfin, si 
u=—1,+h, 
ot h, est la fonction harmonique qui se confond avec u, sur les deux 
circonférences C, et C,', v, s'annulera sur ces circonférences et vérifiera 
également Vinégalité 
ev, 
ca,? 


Gv 
a Vintérieur de la couronne S,. Il en résulte que v, n’a pas de minimum 
dans cette région et par conséquent 
4 <0 
cea, = 
sur la circonférence. 
D’autre part la fonction h, (2,, y,) est représentée par une surface 
& courbure, en général, négative (l'ensemble de points 4 courbure négative 
et partout dense sur toute la surface, si celle-ci n’est pas un plan). Dans 
ces conditions le plan tangent a la surface en un point M de C, (oa 
+o 


tous les points de la surface sont & la méme hauteur l—e “ — *) est 
ou bien horizontal, ou bien rencontre la surface en un point ayant sa 
projection sur la circonférence interne C,’. 


eh, 


Liinclinaison du plan tangent Fe, sera dans ce dernier cas inférieure a 
1 


Done, : 
- a 
Oe < 1—R,’ 


en tout point de la circonférence C,, d’od 








Je, <7 — + = 
Et enfm 
3 R+a ‘ N 
ig a 
fear ty +) =2 
Mais, puisque a = 0 sur la circonférence C,, on a également 
1 
ee 5 
faa] <4 lay,| <4 
d’ot on tire sans difficulté au moyen des équations (19) les limites su- 


périeures de ro i , sur la méme circonférence. Donec finalement, 
grace au résultat de la page 103, nous savons 1 une limite supé- 
rieure des modules des dérivées partielles kd : = —_, oy , et aussi du 
Cx,’ oY, Om, ow, : 

déterminant fonctionnel D sur la circonférence C, comme 4 son intérieur. 








bd 
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Il en résulte que si (comme nous l’avons supposé) om connait des 
limites supérieures des modules des derivées partielles des n + 1 premiers 
ordres de (A, B, C) par rapport a (x, y), on peut assigner également des 
limites supériewres des modules des derivées partielles des n —3 premiers 
ordres de (x, y) considérées comme fonctions de (x,, y,). Les limites supé- 
rieures des modules des dérivées des n — 4 premiers ordres par rapport a 
(2,, y,) des coefficients de Véquation (10) seront done connues, si les dérivées 
des n — 4 premiers ordres des coefficients D, E, F sont bornées. 


§ 10. 


En posant, en particulier » = 6, nous voyons que nous connaitrons 
les limites supérieures des modules des dérivées partielles des deux pre- 
miers ordres des coefficients de l’équation (10); nous serons donc en droit 
de lui appliquer les inégalités (10) de la premiére partie de ce travail 
(Math. Ann. 62, p. 260), qui prendront la forme 
22) (ela <2 (Mas (Fe},.<4 (Mar (A, <4 Wow 


Ox, 


si nous introduisons de nouvelles notations pour les modules trigonométriques 
a Vintérieur du cercle C, ou sur le segment 0,1. D’ailleurs nous désig- 
nerons, en général, par 


(#}.5 =D) max |4,(¢,)| + max |B,(¢,) 
n=04S@5 as@s 


ce que nous appellerons le module trigonométrique sur le segment ab de 
la fonction 


t= 2 4x0) cos”, +B,(o,) sinn@, . 


Nous arrivons ainsi a la proposition suivante: 
Lemme. Si z est une solution de UVéquation 


ae 


oa? 


(94) A +2B Sr +055 +2DS +2ES + Fem M, (F<0). 


qui s'annule sur la circonférence C de rayon R; si les coefficients de Véqua- 
tion sont analytiques a Vintérieur du cercle et qu’on connaisse des limites 
supérieures des modules des dérivées des sept premiers ordres de A, B, C et des 
deux premiers ordres de D, E, F; si de plus Véquation peut étre réduite a la 
forme canonique de telle sorte que le cercle C se transforme en un cercle C, 
de rayon 1, dans le plan des nowvelles variables x,, y, (et que le centre O 
du cercle C et le centre O, du cercle C, se correspondent): les modules tri- 
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Oz Of 


gonométriques sur le segment 0,1 de 2, —— 2? Oy 


de (x, y,) satisfont aux inégalités 
dz " Oz 
(e}ox <b (Mass [Za},, <* (Moss (ay}g, <4) Moa» 
ou k ne dépend pas de M. 


En effet, aprés la transformation de |’équation (9°) on trouve immé- 
diatement les inégalités (22). Or 


considérées comme fonctions 


as _ as Om, Oe dy. Os ds Om | Oe dy, 
0x2 «600m, On * Oy, en? dy da, oy ' dy, 0 
Mais les modules trigonométriques de om On 2%  o% sont finis en 


Ox’ Ox’ by’ dy 
vertu de ce qui précéde, done les inégalités annoncées con exactes. 
Mais il n’est pas possible de donner des inégalités de la méme nature 
relatives aux modules trigonométriques des dérivées secondes. Il est né- 
cessaire de remplacer les modules trigonométriques par d’autres expressions 
un peu plus compliquées. 


$ 11. 


Soit f(z) une fonction de la variable 2 sur le segment OR, qui sur 
une partie OA de ce segment est développable en série normale admettant 
a Vintérieur dun contour To4a (voir ,Sur la nature analytique etc.“, Math. 
Ann. 59, ch. 2, fig. 2), wne norme inférieure [f(x)] 42; supposons que sur 
la deuxieme partie AR du segment OR la fonction f(x) admet son 
module maximum égal a M. 

Le plus grand des deux nombres [f(7)]42 et M sera appelé le mo- 
dule de la fonction f(x) sur le segment OR normalisé a Vintérieur du con- 
tour To4a. Nous le désignerons par le symbole (f(x) 0. 

Si on considére la fonction de deux variables 
f(e, 8) = P A, cosn@ + B, sinné, 

n=0 
ot A,-et B, sont des fonctions de g qui sur le segment OA se déve- 
loppent en séries de la forme 


4 => doe a” oe” *? (4? — 9%), B- >>} 9” *? (A? — 9°)", 
p=0 g=0 oe 


on donnera le nom de module trigonométrique de la fonction f(o, 6) sur le 
segment OR normalisé a Vintérieur du contour To44 a Vexpression 


eae? = S439" + 1B Ie” 


n=O 
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§ 12. 


Ceci posé, soit ¢ le rayon d’un cercle concentrique a C, a |’intérieur 
duquel tous les coefficients se développent en séries convergentes suivant 
les puissances de z+ yi, z—yi. Remarquons que la région du plan (z,, y,), 
qui correspondra & ce cercle de rayon «, contiendra 4 son intérieur*) un 
cercle concentrique 4 C, de rayon déterminé «¢,. 

D’autre part, on pourra choisir un cercle 6 de rayon r suffisamment 
petit et lui appliquer la méthode des approximations successives (loc. cit., 
ch. 4) qui m’a permis d’établir le théoreme de M. Hilbert. 

Puisqu’on connait les limites supérieures des modules des dérivées 
troisitmes des fonctions z, et y,, on trouvera ainsi des limites supérieures 
des normes des fonctions x, et y, & Vintérieur d'un contour roe bien 


déterminé. Or en vertu de la théorie des séries normales, la norme d'une 
fonction 4 l’intérieur d’un contour r , dépasse nécessairement la somme 
m 
2 


qu’on obtient en remplagant, dans le développement de la fonction suivant 
les puissances de x + yi et x— yi, tous les termes par leurs modules, et en 


osant 7+ y¥i=2—Yi= * . Par consé uent, du moment qu’on connait. 
P y y F) q q ’ 


d’apreés ce qui précéde, une limite supérieure du module du déterminant 
fonetionnel 
in on Oy Ga oy 
Ox, Oy, Oy, Oa,’ 

la théorie classique de la résolution de deux équations analytiques 4 deux 
inconnues permet d’indiquer également des limites supérieures des sommes 
qu'on obtient en remplacant dans les développements de zx, y suivant les 
puissances de x, + iy, et z,— iy, tous les termes par leurs modules et en 
posant 2, + iy, = 7, —iy,=7,, 7, tant un nombre suffisamment petit, mais 
déterminé. 

Des lors, si nous prenons un cercle quelconque C,’ concentrique a C, 
de rayon FR,’ inférieur 4 r, et & ¢,, nous sommes certains que les coeffi- 
cients de l’équation (10) sont développables sur ce cercle et & son intérieur 
suivant les puissances de 2, + y,i et 2,— y,i et (loc. cit, ch. 1) ont une 
norme bien déterminée relative 4 R,’. D’ailleurs nous pouvons choisir R,’ 
suffisamment petit, pour qu’on puisse résoudre le probléme de Dirichlet 





*) C'est ce qu'on vérifie par un raisonnement identique a celui de la page 104 
oe oe 
dx,’ oy,’ 


en tenant compte des limites supérieures qu’on a trouvé pour les modules de 
dy oy 
Cx,’ OY, 
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pour l’équation (10) a l’intérieur du cercle C,’ par la méthode des approxi- 
mations successives (loc. cit., ch. 1). 


Le rayon FR,’ étant ainsi défini indépendemment du second membre M 
de notre équation, nous considérerons M comme fonction de z,, y, et nous 
envisagerons son module trigonométrique sur le segment 0,1, normalisé a 
Vintérieur du contour [o,2,',,, ou pour fixer les idées r,’ peut étre pris 
égal a A. Nous obtiendrons ainsi les inégalités fondamentales suivantes 
(en conestulih les hypothéses du lemme énoncé au § 10): 


(0,1) 
(elaine < AEM [Bieler <A 


x R, ’r,'? 
O21) 0,1) 0727 1 (0, 1) 

(23) la Rr, % A (Wee. ke “wag < A (I), m3 
é%2 (0,1) (0, 1) ra*2 7% rn (0,1) 

Lady Rr,’ < A [Myn > Lay R,'r,' < ‘ eas ny? 


4 étant une constante indépendente de J. 

Dans ce but nous remarquons d’abord que le module trigonométrique 
normalisé est toujours supérieur au module trigonométrique ordinaire; 
donc, des inégalités (22) on tire a fortiori 


is’ 1 é 1 . 1 
22) (a). <k(MIs (FE), <kOORE: (Fe). <FOMR- 


lay, Ry'ry 
En mettant ums l’équation (18) sous la forme 
= os bse Fe+M=M, 
Oa, 2 + es —@ On, — —Lé 1? 


et en la considérant comme une oie de Poisson, on a (en tenant 
compte des formules (16), loc. cit-, ch. 1) 


forges}, <e (Madea (es peda} <H (DAdosi 
- fas}, <e (UG), 
et grace aux inégalités (22°), on obtient a fortiori 
{e: iz 0,1 < fs ; lesz Oa, A hes < «(MYR ; 
(0: Fe}. <* Rn 


x’ étant une constante atenniade (qui dépend de a, b, F mais non pas de M). 
Des inégalités (24) nous tirons deux conséquences. Premiétrement, 


” (1) , 0*z ” (0.1) , 
(As ” Rt <*s 0 [MTpe ry 02, OY, | as <* MT ry 
0%z ” (0,1) 
oye ——" [ Rr? 
ou x” est une nouvelle constante. 


(24) 





(25) 
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D’autre part, on a sur la circonférence C,’ 
on ->?, cos nO, + Q, sinn?,, 


=1 


ou 


D> Pal + 1Q,) <*"[M? . 


n=1 


Donc, en désignant par h la fonction harmonique qui sur la circon- 
férence C,' se confond avec z, nous trouvons: 


barn < xy (my, [ #1... <. (my ; : 


Ryn Ox R,'r,'? 

ch [Mu (0,1) , oth < (myo? 1 

On Rin) Sayin 3 d2,* R,'r,' % R,'r,'? 
a (1) . [Fo lee (0,1) 
Ex Shi <% (MT 3 Oy, *JR,’ <% [Myer ry? 


x, étant une constante déterminée. 
En posant ensuite 
z=h+v, 


nous voyons que v s’'annule sur la circonférence C,' et satisfait a l’équation 


0*v , 
(26) Bite sta fe tox y, + Fo=M—a; bs - Fh— Mt. 
Et puisque nous avons a plus haut que la circonférence C,’ est 
choisie assez petite pour qu’on puisse lui appliquer la méthode des approxi- 
mations successives, on a (en appliquant le raisonnement du ch. 1, loc. cit.) 


[ny <2 LMI (Ga deeny <2 ee 


ov (0,1) 
bie bares < a [M),. rn? 


od x, est une constante déterminée, car [21], 4s <f My”.. 
Dés lors nous pouvons considérer l’équation (26) comme une équation 


de Poisson dont le second membre a une norme qui a |’intérieur du contour 


. ss . 0,1 2° 
Tor, est inférieure a x,’[M])* ) en désignant par x,’ une nouvelle con- 


R,'r,'? 
stante déterminée. Done (loc. cit., ch. 3, inégalité (36)), on a 
atv ’ (0,1) ov , (0,1) 
Fatlen< * (Mp ry? Ee mike <% [uM Tr, r,? 
¢ (0, 1) 
ee Fate r, my (M),. r,' 
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Et, par conséquent, 
[4], (2%, +) (MJ? .5 Ea he < (m+ %y) (MY; 


Ry’ ry 
20!) er < Gat) Mle?.s 


é x, ° Rr,’ 
orz ’ (0,1) , O*z , 0, 1) 
(warty: le, r' s (4 + *s) [MTR r'? Lay. ile: r' < (% + *s)L R,'r,'* 


Les inégalités (25"*) jointes aux inégalités (25) et (22>*) donnent, a 
cause de la définition des modules normalisés, 


[2], <4, [my”.; [sl < 4,(M”.; 


Ox, R,' ry,’ Rr, 
(0,1) O* 2 7(%1) (0, 
<A (Mes [Fel <4 ORs 
(0, 1) 0,1) (9; 2) (0, 1) 
E~ ule. we Ay [MIR..5 [A “|, - A [IM], r') 


d’ou, en remarquant que les dérivées partielles de z,, y, par rapport a 2, y 
ont des modules normalisés finis, nous obtenons, enfin, les inégatités 
fondamentales : 


+%)( MIR? 











[2 (0, 1) 
OY, IR,’ r,' 


[ej '< afm; [5 tole <a{mMy%” . 





R,' r, Ry r'? 
0271) (0,1) , 07271001) (0,1) , 
(28) Lagden: <A Laat acne < AMR 
a (0,1) (0,1) , 072701) - 
ES hw < A (M],. ? Ee to < A [Mey 


Nous ferons d’abord l’usage suivant des inégalités obtenues. 


2 § 13. . 

Mettons |’équation (9"*) sous la forme 
(1+P)S5+2PQ2F + (14+ QS. + 2DE + 2ES + Fe— M, 
a laquelle se réduit —— contenant le paramétre « 

(1+eP)% Agee, = (+ +eQ) 
(27) . 
+2D% +2E% yt Fe= MM, 


lorsqu’on y fait « = 1. . 
L’équation (27) pour «= 0, est elle-méme de la forme réduite; on 


a dans ce cas 2, = z y,= g La possibilité du probleme de Dirichlet 
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dans le cas de l’équation réduite est démontrée par M. Picard*) dés 
1901; les inégalités (23) sont done dans ce cas une conséquence immédiate 
des inégalités (22). Cela étant, nous établirons facilement l’existence des 
variables de transformation (z,, y,) pour des valeurs de « suffisamment 
petites, et par conséquent nous reconnaitrons aussi la possibilité du pro- 
bléme de Dirichlet et l’exactitude des inégalités (23) pour ces valeurs de «. 

En effet, les fonctions x,’ et H, au moyen desquelles on détermine 'z, 
et y, sont actuellement des solutions de ]’équation 





Cx Vi+a(P*+ Q% ay] 


définies par leurs valeurs sur la circonférence C. 
Mettons cette équation sous la forme 


dv dv 
a [AtePnse+eree| Baz: +a +0Q)% 
iter Te 


(12) (1+ oP?) 2S + 2PM? + 1+ 0Q) M24 2D, we) pe + 
+ 2E, (2,y,«)° 70 


On pourra satisfaire 4 I’équation (12%) pour des valeurs de a assez 
petites, par une série 


3 n 
(28) V= y+ a, + yt + ote 


ou v, prend les valeurs indiquées sur le contour C et satisfait a I’équation 
(12°), lorsqu’ on y fait « = 0, 


29) St Sot + 2D,(¥,0) 52 + 2B, (ay, 0) Sem 


C7 ee sain sur le contour et vérifient intial les 
équations 


29) Ft Ti+ 2D, 4.0) 3% +22, (2,y,0) 5% —— (pier 


Oa? 
0*v, oD, bv, dE, dy 
FAC eayt Mag te Get 8G 0a iy) 


ae, ate, 
Fat tyr +a Fe a "yon? ie af pe wnat : +2PQ” 





ie 
OD, dv, _ OE, ov, _ n(n—1)-_6°D, dv, _ 

v,- 4 ea ta 1 a. *. sat] n—-2 
+e5 St? ae +? as | 


at te 
2 E, dv, _¢ 
+258 Gy ]- 


*) E. Picard, ,,Sur la généralisation du probleme de Dirichlet“, Acta Mathe- 
matica 25. 
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Les fonctions %, v,---v, étant ainsi déterminées, il ne reste qu’a 
montrer la convergence uniforme de la série (28) et de ses dérivées des 
deux premiers ordres, pour «@ suffisamment petit. 

A cet effet, remarquons qu’on peut certainement fixer un nombre g 
tel que 


‘ , 8D, 7%) 0 E, 1%») 
Pa <8 (Orc <I af]. <93 Ure <I 


Ry,’ 


”D, nad a" EO.) 
(30) ee <a GBT <a. 


D’autre part, on déduit facilement des intgaltite (23) que, si on connait 
des limites supérieures des modules des dérivées des six premiers ordres 
de la fonction & laquelle v, se réduit sur le contour (ce qui a lieu lors- 


qu'il s’agit de la détermination de 2,’ et H), on peut fixer un nombre s 
tel que 


0,1 0 UV. %.1) 0 v.01) 0? v1.1) 
[ule <8, — <8, [ 4 ‘ <8, Tt <8, 


CE Ry’ 7,’ oy R, ry ox* Ry’, 


31 
f Caate.<« [aht<« 
Supposons d’ailleurs qu’on a choisi s de sorte que 
(31’) s> 8dg, 8 > 2g. 
Je dis que dans ces conditions, on aura d’une facon générale 
80,712) =" neh 





(0,1) s 
[ler ist", lot arn ts >. [Fz <n! s**}, 


6*v, (01) nti 72%, 700) bon¢i [220,702 pee! 
seth. < nl s** ? Satelas: <als . 4 [ae J a r,' < mise’. 
En effet, on voit immédiatement que les inégalités (32) sont véri- 
fiées pour m= 1. Or, si elles sont vraies pour toutes les valeurs inférieures 
& un certain- nombre , elles seront aussi exactes pour la valeur n elle- 
méme, car en vertu des inégalités (23) on a moyennant les inégalités (30), 
(31’) et (31) 
[v,]}en) < 6am! gs" + 2am! (g*s"-* + g's"-* + ---+ g's) 
<6An! gs" + 44m! g*s*-! < 8ign! s* <n! s**t}, 
Les inégalités (32) qu’on établit ainsi de proche en proche, montrent 


bien la convergence de la serie (28) et de ses dérivées des deux premiers 
ordres, lorsqu’on a 


(32) 


R,'ry' 





lal <—. 


Ainsi, pour une valeur a, quelconque de a, satisfaisant a cette inégalité, 
le probléme de la réduction de l’équation (27) sera possible et les inéga- 
Mathematische Annalen. LXIX. 8 
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lités (23), od 4 est fizé a priori indépendemment de «, seront vraies. On 
pourra alors, pour «=«,, répéter mot par mot le raisonnement fait pour 
a = 0, et on en conclura la possibilité du probléme de la réduction, lorsque 


1 
|a— t|<—, 


et ainsi de suite. En répétant un nombre limité de fois le méme rai- 
sonnement, nous sommes certains d’arriver jusqu’a «= 1. Cette certitude 
résulte du fait que la possibilité seule du probléme de la réduction nous 
a conduit & des conséquences quantitatives importantes et, en particulier, 
aux inégalités (23) dans lesquelles 4 ne dépend que des coefficients de 
Yéquation (sans second membre) qu’on examine; de sorte que, pour toute 
valeur de a, on sait indiquer a priori une limite inférieure du rayon de 
convergence (=) de la série correspondant & la série (28). 


Je n’ai pas Vintention d’indiquer ici une méthode rapide et pratique 
de résolution du probléme de la réduction. Il nous suffit de savoir qu’il 
est possible, pour en déduire la possibilité du probleme de Dirichlet pour 
Péquation non réduite dans des conditions aussi générales que pour |’équa- 
tion réduite, c’est & dire, quelle que soit la succession continue de valeurs 
que doit prendre sur la circonférence la solution cherchée. Pratiquement 
ces deux problémes doivent étre traités séparément en cherchant dans 
les deux cas directement les developpements en série de Taylor suivant 
les puissances de a et en effectuant ensuite le prolongement analytique 
au moyen du développement de M. Mittag-Leffler. En terminant ce cha- 
pitre je me bornerai de renvoyer au § 28 de mon mémoire russe cité plus 
haut pour ce qui concerne |’application de ma méthode a des contours 
autres que la circonférence et & des coefficients non-analytiques. Je 
remarquerai seulement que les contours analytiques se raménent au cercle 
par un changement des variables qui laisse invariante la forme de |’équa- 
tion; quant aux données non analytiques (contours ou coefficients) on 
les raméne dans des cas étendus aux données analytiques par l’application 
du théoreme de Weierstrass. 

Je laisse également au lecteur le soin d’établir la possibilité du pro- 
bléme de Dirichlet pour l’équation (9"*) a Vintérieur d’une couronne 
circulaire (voir le § 21 et la fin du § 27 de mon mémoire russe). 
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Chapitre ITI. 
Théorie générale des équations du type elliptique. 


§ 14. 


La théorie générale de la résolution du probléme de Dirichlet s’appuie 
sur le méme lemme fondamental que nous avons déja rencontré dans les 
cas particuliers étudiés jusqu’ici. 

Lemme. Si 4, est une solution de Véquation analytique du type 
elliptique 
(2) F(r,s,t,p,q,2,2,y,«) =O (FY Fy <9) 
correspondant &@ a=), qui s'annule sur la circonférence C et admet des 
dérivées bornées des neuf premiers ordres sur cette circonférence aussi bien 
qua son intérieur, il existe un nombre positif « tel que, pour toutes les valeurs 
du paramétre « (reel ou complexe) satisfaisant a Vinégalité \a — «|<, 
Véquation admette une solution jouissant des mémes proprictés que la solution 
Z, et se confondant avec cette derniére sur le contour C. 

La démonstration se fait comme il suit. 

Construisons a priori la série 


B= fy + (@— mG) A to +} SO a4 ..,, 





ou 4, est la solution donnée pour a=a,; quant aux fonctions 2,,2,,--+,4,,°** 
elles s’annulent toutes sur la circonférence C et satisfont & son intérieur 
aux équations linéaires suivantes: ¢, satisfait 4 l’équation 


Fr @ Fi os Fo Fi 0% 
gat + Fr % aay * Fi 5y +h Po On 


F,, ox? 


+F, a és Fi4,= -A,, 


obtenue en différentiant l’équation (2) par ite & a, 42, satisfait a 
Yéquation - 


Fons , O*2, 1 OP, 
F,. oa* + F,, dzdyt F, 


° Oy? + Fp a +f, oe + F,,4, = A,, 


Po On Yo Oy 


qu’on obtient en différentiant deux fois par vis tle & @ et ainsi de suite: 


, 0*z, , a Zn a Zn , a , te’ , 
Fy, a3 +m eam Gs + F;,.53 —o 


a 
en ayant soin de remplacer toujours « par a, et eat par 4Z,. 





On voit alors que la série z vérifie formellement Véquation (2), quel 
que soit a; elle la vérifiera effectivement, pour les valeurs de « pour les- 
quelles elle converge uniformément ainsi que ses dérivées des deux premiers 

8* 
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ordres. Nous allons voir que cette convergence a lieu pour des valeurs 
de |«—a,| suffisamment petites. 

En effet, en tenant compte de la nature analytique de z, (,Sur la 
nature analytique des solutions etc.“ ch.4, Math. Ann. 59,) on peut ap- 
pliquer les inégalités (23) en attribuant 4 4 une valeur fixe bien déter- 
minée indépendante de n 


Cealntnr< ACAm nes (35 Tare < Atala 





Ry’ ry x Rr? 
Oz, %2) (0,1) , 2, 1%) (0,1) 
(23™) thw * a[A See (Se ta <4[A, Jr,’ m~ 
O27 Zn V1) (0, 1) 0*2,, 1) (0, 1) 
A rn’ << a[A, & nt [Se jee <A[A, Res 


Les modules normalisés se ‘aii wibiattiniile , de nouvelles 
variables z,,y, dont la détermination théorique a été faite dans le chapitre 
précédent; mais pratiquement leur calcul est manifestement inutile — elles 
ne servent que pour les besoins de la démonstration. 

Construisons ensuite |’équation auxiliaire 
(33) v = Ag(v, «) 
ou 


Pv, @)=[F(ro+0, s+, t+, Pot, tr, x, y, ale” 


R,' r,' 
—[F (re S05 tor Por Gor % 9, Mo)ee?. — of [Fn Je?. + URI. + LTS”, 
+ [Flava + Feleie: + Fedevn} 


Rr, R,' 1, R,' ry 


Po» Yo» or Soy f désignant les dérivées partielles des deux premiers ordres 


de z,, de sorte que 
P(0, ey) =o, (0, a) = 0, 


la fonction g ne dépendant evidemment pas de x et y. J'ai a peine 
besoin de dire que la fonction g(v, a) est développable suivant les 
puissances de v et a—«,, du moment qu’on suppose la fonction F 
analytique pour toutes les valeurs reelles finies des variables r, s,t, p,q, 2, 
pour les valeurs de z, y dans la région considérée et pour les valeurs de 
« voisines de «,. Done, la solution v de |’équation (33) sera développable 
en série convergente suivant les puissances de (@ — a) 


(35) v= (a@— a) 4, +--+ SSH v, +. 
Or, il est aisé de voir que 
(0, 1) (0, 1) 
%>lelens %> [FE] a 
ah Ry'r,'” R,'r,'? 
(34) 





n> Sek. > [seth = > i ne 











Généralisation du probléme de Dirichlet. II. 117 


En effet, il résulte de la construction de la fonction g(v, «) que 
0, = Aga(0, a) = ALA, Jp : 


Et par conséquent, grace aux inégalités (23""), les inégalités (34) sont 
vérifiées pour »= 1. Supposons-les vraies pour toutes les valeurs de n 
inférieures & m,, alors pour toutes ces valeurs de m on devra avoir 


également 
1 a 0, ) 
[alts < 23%, 
ot le second membre de l’inégalité représente la dérivée n*™* complete 


de @ par rapport 4 « pour a= a,, car cette dérivée s’obtient précisément 


en remplacant dans [AJR 


(0, 1) oN >... (at 1) : 
l4dnrn? lie — Dy lar PO % (¢< xn). 


Et par conséquent, en vertu des inégalités (23), on aura aussi 
P quent , 
[e.41}n: e. <A Sie Vas is [4 T A d” 9 (0, &%) = v 


Rr, da" Ox Ry! 1,’ da* n+1? 


a2 0,1 

err ieee 
Les inégalités (34) se trouvent ainsi établies de proche en proche pour 
toutes les valeurs entiéres de n. 

La convergence uniforme de la série ¢ et de ses dérivées des deux 
premiers ordres se trouve ainsi établie pour les valeurs de a —a,, dont 
le module est inférieur au rayon de convergence « de la série (35). Il 
ne reste plus qu’a établir que, pour les valeurs considérées de a, 2 admet 
des dérivées finies des neuf premiers ordres. 

Dans ce but différentions I’équation (2) par rapport & 4; nous 
obtiendrons une équation de la forme 

ef r Os at A 


fr aaa th dady tf jp 4 


oa “= a et A’ ne dépend que de z et de ses dérivées des deux pre- 
miers ordres. 

La fonction 2 qui s’annule sur C et est régulitre 4 son intérieur, 
satisfait & une équation linéaire qui se raméne a la forme réduite par le 
méme changement de variables que plus haut. Par conséquent, la 
connaissance du module trigonométrique normalisé du second membre 
nous donne par l’application des inégalités (23), ot la constante 4 n’est 
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pas nécessairement la méme que précedemment, des limites supérieures 
pour les modules normalisés 

OF7%AD =F a8 WD ~—*2’7010 

ox* R,'r,'? ae Es R,' ry 
En différentiant successivement par rapport 4 @ on obtiendra toujours des 
équations linéaires dont les premiers membres sont identiques et les 
seconds ne dépendent que de quantités dont ont connait déja des limites 
supérieures des modules trigonométriques normalisés. 


On trouvera ainsi des limites supérieures des modules des dérivées 


ae jena? 56a) oY quel que soit m. En différentiant par rapport 


& @ l’équation donnée (2), on en tirera immédiatement une limite supérieure 


|a°s| . a. ae , : P . 
de |= Vintérieur d’une couronne circulaire S formée par la circon- 


férence C et une autre circonférence fixe C’ suffisamment petite (puisqu’on 
connait ae xeaye ina): En différentiant plusieurs fois, on obtiendra 
toujours une équation ov il n’entrera qu'une seule dérivée dont la limite 
supérieure n'est pas connue dans la couronne considérée; cette dérivée 
nentrant qu’au premier degré avec un coefficient non nul (dans S), on 
déterminera également la limite supérieure de son module dans S. 

Quant a la petite aire limitée par la circonférence C’ nous n’avons 
pas & nous en préoccuper, car la méthode que j’ai employée autrefois pour 
établir le caractére analytique (loc. cit.) de la solution donne manifestement 
des limites supérieures des dérivées de tous les ordres dans cette région. 

Notre lemme est complétement établi, et d’ailleurs il n’est pas sans 
intérét de remarquer que nous avons prouvé non seulement |’existence de 
dérivées bornées des 9 premiers ordres de la solution, mais de celles de 
tous les ordres (sur le contour comme 4 son intérieur). 

Si au lieu de s’annuler, la solution z, se réduisait sur le contour a 
une fonction analytique quelconque de Varc, notre lemme resterait encore vrai; 
pour sen convaincre, il suffirait de ramener ce cas au précédent en 
retranchant de z, la fonction harmonique H qui se confond avec 2, sur 
la circonférence C. Je remarquerai également qu’au lieu d’introduire le 
paramétre « dans |’équation, on peut le faire entrer dans les valeurs de 
la solution sur le contour comme nous l’avions fait dans le cas de 
Péquation (1). Il est clair qu’il n’y a rien d’important 4 changer dans 
la démonstration, et d’ailleurs, sans qu'il soit nécessaire d’y insister, il 
est évident que le dernier cas peut étre considéré comme un cas par- 
ticulier du premier, puisqu’on peut toujours eliminer le paramétre variable 
du contour pour le faire entrer dans |’équation, tandis que l’opération 
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inverse est, en général, impossible. Le lemme ainsi démontré nous montre 
que la question de la possibilité du probléme de Dirichlet se raméne a 
la question de la possibilité de fixer a priori des limites supérieures des 
modules de la solution et de ses dérivées des 9 premiers ordres, si on 
admet seulement l’existence de cette solution et de ses dérivées de tous les 
ordres. Ce résultat assez compliqué devient extremement simple grace a 
application de la méthode des fonctions auxiliaires. 


§ 15. 


Avant d’aborder le cas général, nous examinerons le cas particulier 
de l’équation 


(3) Ar +2Bs+Ct=D 


ot A, B, C, D sont des fonctions analytiques de x, y, 2, p, g. Nous 
montrerons que dans ce cas la connaissance des limites supérieures de |2| 
et des modules de ses dérivées premiéres |p|, |\q| permet d’assigner des 
limites supériewres des modules des dérivées de tous les ordres. 

Désignons par M la limite supérieure de |z|, |p|, |q|. Formons 


ensuite l’expression 
92+ M p+M 


wae °e * [Ar+2Brs+Os'], 


ov « est un nombre qui sera déterminé plus tard. Nous nous proposons 
d’indiquer une limite supérieure de w en un point oid cette fonction 
atteint son maximum. 

Avant tout formons l’équation a laquelle satisfait p= a. Dans ce 
but différentions l’équation (3) par rapport & x; ce qui nous donnera, en 
remarquant que ‘ 


Ou? Oa oy’ C 


P_»opeP 
x oy 


t= 





une équation de la forme 
a*p O*p O*p ap\? Op\ (ep ap\? 
(36) AEE +2B 5% + 05% =a (52) +20 (52) (52) +0 (52) 
Op Op 


ou a, b,c, d, e, f sont des fonctions analytiques connues de 2, y, 2, p, q. 
En introduisant ensuite la fonction u définie par l’égalité 


p=—M+alog log u, 
on voit immédiatement que 
w = Ap,’ + 2Bp,q, + Cq,’, 
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ot p, = + a= = - Dans la suite, nous emploierons également les 


notatio b oe . en. tant alors | 
ns abrégées: r, Ja? 91 = Faay? 4 = Dy repe ors le 
calcul du § 3 on trouve l’équation 


(37) Ar, +2Bs, + Ct, =~ Sloat ~ {{A(L + log u) + eal] p,? 
+2[B(1+logu)+2ab]p,9,+[C(1-+ogu)+eelg,*} +2dp,+20q,+f" S" = Q,. 


D’autre part, au point of w est maximum, on a: 


1 , 
(38) 2 r = (Ap, + Ba,) r, + (Bp, + Cq,) 3, + X= 0 


1 
tt (Ap, + Bq,) 8, + (Bp, + Ca,) 4, + Y¥=0, 


2|? 


en posant, pour abréger: 
X= [(A, + 4,2) p,? + 2(B,’ + B,p)p, a, + (C, + C/4) a") 
+5 wlogu (Ay? py + (A? + 2B,)p? a, + (2B + C,)p, a? + C/9,"1, 
¥=4|(4/+4/a+ 3 4,) |p? + 2(B, + Bla + By) rm 
+ (0; +64+%C,)a|+ sateul—o Air + (4, 75 4/—*4 B,) vg 
+ (2B, Pa - By — t 0;) Pr*d, + (6, ary * ;) a;°| ' 


Et en résolvant les équations (37) et (38) par rapport a 7,, s,, ¢,, on 
trouve 


Q, (Bp, + Cq,)*+C Y(Bp, + Cq,) + + X[(2B*— AC)p, + BC4q,) 

















> (AC— Bw 
— Q, (Bp, + Cq,)(Ap, + Ba,) — C ¥(Ap, + Ba) — 42a. 720) 
i (AG— Bw 
 % (AP, +Bq,)*+ Y[ABp, + (2B* — AC)q,) +AX(Ap,+ Ba) 
(AC— Bw 


Dans ces expressions il est important de remarquer que X et Y se 
composent chacun de deux parties: d’un polynome de second degré en 
(p,, q,) et @un polynome de troisitme degré de ces mémes variables, les 
coefficients de ce dernier contenant « en facteur. On peut donc écrire, 
en tenant compte de l’équation (37), 
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(AC— Bir, = w (Bp, + Ca,)** FE" + 18 +h, + 5 Ose 


u log u u log u ° 


1+1 
(40) (AC— BY) 15, =—w(Bp, + Ca,)(Ap, + Ba,) RE" 4 6h 


+h, +hehee, 
(AC — Bi wt, = w(Ap, + Bg,)? TN8* 4 —*te_ 4 4, 4 bu loge 


u log u u log u ’ 


OX 9; 9g, Js sont des polynomes du quatriéme degré au plus par rap- 
port & (p,, 9%); hy, hg, hg sont au plus du troisime degré par rapport 
& P,,%3 4, 4,1, au plus du second degré par rapport aux mémes variables; 
les coefficients de tous ces polynomes sont d’ailleurs des fonctions données 


de 2, y, 4 Dp, q 
Mais, si w est maximum, on a 


O*w 
Ka > (4 sar + 2B ES + 05%) <0 (AC— B> 0), 


car la supposition contraire jointe 4 la condition nécessaire du maximum 


on : oat - (<5) 29, 


conduirait aux inégalités 2 cS “>0 . a *>0, incompatibles avec le maximum. 
Or, en effectuant le calcul, on obtient 


O* p, O* p, a*p, 
(39) K = (Ap, + By) (452 + 2B EM + 0° a) 


+ (Bp, + Cq,) (4244 2B a +02 Fat) + (An? + 2Br,s, + Cs,") 
+ 2B[Ar,s, + Mat + s,*) + Cs,t,] + C(As,? + 2Bs,t, + Ct,*) + H, 


+ H+ 5 Ht Tes B+ 


(u log u)* H,, 


u sieec u (wu 7 u)* 


en désignant par H, un polynome du premier degré par rapport a p,1,, 
Pr S15 Pry, GM» G 51 % 45 par H, — un polynome du second degré par 
rapport a p,, q,; par H, — un polynome du premier degré par rapport 
& PP Ty, Pr” Sy Pty Pe GM Pr G 81) Pi H fy GM, H? %, G4; et enfin, 
H, et H, sont tous les deux des polynomes du quatriéme degré par rap- 
port & p,, q,; les coefficients.de tous ces polynomes sont en outre des 
fonctions connues de z, y, 2, p, g. L’expression de K peut étre trans- 
formée, si on remarque qu’ en différentiant (37) par rapport @ 2 et y 
respectivement, on obtient: 
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oP, o*p, ae Pt a __ 1+ log u + (log u)* «(1 + logw) 
A Gat + 2Bas axdy + C5 (u log u)* w+ ~(ulogu)? ~? 


G, + G, + G, + "8" G, 











a 2 
+ vlogs — (wu log w)* 
et 








4 aa . 3 1 + log u + (log w)* «(1 + logu) 
A éa* + 2B a cay + O78 a nv + ~ (wlog u)? Gay 


+; ste u Ga) Tw = u)? Ga) + Ga) + “lee Ge)» 
ot G,, G,, Gy), Gg sont des polynomes du troisiéme degré de p,, 4%; 
G, et G,) sont des polynomes du premier degré des mémes variables; 
G, et Gg) sont des polynomes du premier degré par rapport a p, 7,, p; 8;, 
Pty ty GS, hh A’ AU, Gs et enfin, G, et G4 sont des poly- 
nomes du premier degré en p,,4q,, 7, 5,, ¢,. Les coefficients de ces poly- 
nomes sont comme auparavant des fonctions connues de 2, y, 2, p, q. 
En substituant alors ces expressions dans la formule (39) et tenant 
compte des égalités (40) on trouve 


a 1+ logs + (log w)? 4 ee wt + 1+ logw 


(wlogu)? wu log « * Tu log uy? ~ 6” 
g g g 


2 2 
ot P, est un polynome du huititme degré; P, et P,’ — du septiéme; 
P,, P,', P,’ — du sixieme; P,, — du quatriéme degré par rapport 
& p,, q,; tandisque les coefficients de tous ces polynomes sont des fonc- 
tions connues de 2, y, 2, p, g. Les termes du huitiéme degré par rapport 
& p,, q, sont done donnés par |’expression 


+ og ATMEY Diy 4 P,. 


1,= (u log u)? (u ear u)? 


u? log u 
Par conséquent, en se rappelant que log uw > 1, on voit qu’on peut fixer 
un nombre positif « suffisamment petit, mais bien déterminé tel que 
pour |p,|>1, |g,| > 1, on ait 
w* 

u* log u 

Le nombre «@ étant ainsi déterminé, l'ensemble des autres termes de 
w*K se réduit & un polynome 7, bien déterminé du septitme degré au 
plus par rapport a p,, q,- Il en résulte, qu’on peut fixer une valeur w, 
telle que pour w > w,, lexpression w*K soit nécessairement positive; et, 
comme d’autre part, on a w*K <0 en un point, od w est maximum, nous 
en concluons que w ne peut aucunement atteindre en ce point le nombre 
ainsi fixé wy. 


T,>+ 
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Un raisonnement identique permettrait de déterminer une limite supé- 
rieure du maximum de |’expression 


+m 


qt+M oo a 


wu = a e “e [As* + 2Bst + C#*]. 


§ 16. 


Passons & présent @ la recherche des limites supérieures de w et w’ 
sur le contour lui-méme. La solution considérée se réduisant 4 une 
fonction analytique de langle @ sur le contour C, nous ne diminuons pas 
la généralité de nos conclusions, en nous limitant au cas, od cette solu- 
tion z s'annule sur le contour. Cela étant, différentions I’équation (3) 
par rapport & 6; ce qui nous donne, en posant = s =, 

A® 4 0° 2, o* #1 04, 02,\ (02%, 62,\2 
+ 2B sa3y +O 5g: — @ (5a) + 20 (52) (54) + (35) 
+949 42084 45—D, 
x 
ot a, b, c, d, e, f, g sont des fonctions analytiques de 2, y, 2, p, q bornées 
lorsque R>V2*+ y?> R’, R’ étant un nombre positif quelconque, par 
exemple R’ = = Faisons ensuite 
4,=—M—a+alogu, 
en nous réservant de fixer « dans un instant. w vérifie manifestement 


Péquation 


A jg + 2B aeiy + OF [A (G5) +28 GF ei 


+ S[a G+ 2969 Ge) +eGl] +20 reef rot=0 


On choisira alors « de la sorte, qu’on ait 
Qg>- 
& Vintérieur de la ee S comprise entre les circonférences C de rayon 
R et C’ de rayon R’ = =, ot le nombre N se détermine comme au § 2. 
Done, en posant 


w= u+ — S(@t+y), 
ot uw est le minimum de la sane 2(A4+C), nous aurons 
ne Ow O*u’ 


D’autre part, soit v’ une fonction qui se confond avec u’ sur les 
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deux circonférences C et C’ et qui a l’intérieur de S satisfait 4 ’équation 
(voir la fin du ch. II) linéaire 


av av 0? 0" 


En remarquant que la courbure de la surface représentée par v’ est, 
en général, négative (ensemble des points 4 courbure négative est partout 
dense), on voit que le plan tangent a la surface en un point du bord 
extérieur (qui se projette sur C) horizontal devra, ou bien étre horizontal, 
ou bien rencontrer le bord intérieur (qui se projette sur C’); donc, du moment 
qu’on connait le maximum de |u’|, on en déduit immédiatement le maxi- 
mum de l’inclinaison du plan tangent sur le contour, ou, ce qui revient 
au méme, on détermine un nombre L tel que 


ov 
de | < L. 
Or, en posant 

u=o +, 
on constate que v, s'annule sur les deux circonférences C et C’ et satis- 
fait a l’inégalité 
0* 0, 
oa" 


A 





6*0, a*0, 
+ 2B T+ 053 >0. 


De sorte que v, n'a pas de maximum dans la région considérée, c'est & 
dire qu'il ne devient jamais positif; il en résulte que sur le contour C 


a6 = 9: 
— 
Done, q 
<“>-L, een, 288 
“eas a u 
Et, enfin, 


sur le contour C. 
Par un raisonnement tout 4 fait semblable on obtient au moyen du 
changement de fonction défini par la formule 


1 
4, = — M—«+alg —— 
C4, 


Ge 
2 2 ] 
La limite supérieure de ae = Pw g| Stant ainsi déterminée sur 


une borne positive de 


le contour, on déduit immédiatement de I’équation (2) une limite supérieure 
ge 
de FI. Du moment que toutes les dérivées secondes ont des limites 
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supérieures connues sur le contour, on trouve aussi les limites supérieures 
de w et w’, d’od résultent, enfin, des limites supérieures générales (sur 
le contour C comme 4 son intérieur) des modules des dérivées secondes. 


§ 17. 


La méme méthode permet de limiter supérieurement les modules de 
toutes les dérivées successives. 

Supposons, en effet, que M soit la limite supérieure des modules 
de toutes les dérivées de la solution z jusqu’a lordre m inclusivement; 
proposons nous de limiter alors les modules des dérivées d’ordre n + 1. 


Ayant posé d'une fagon générale z,,, = rae , cherchons dans 


ce but des limites supérieures des maxima des expressions 


Y= 6 (htt) ee(e,1 + ¥) [Aziai: + 2 Bey %241 + Casi], 


ot k,l sont des entiers quelconques, tels que k+1=—n>1. 
En différentiant léquation (3) k fois par rapport 4 z, / fois par 
rapport & y, nous obtenons une équation de la forme suivante 


é at Oz, a et 0° oe i 


+ 2B Sie 4 05 y t & 6. +h + F, 


OF it~ 1 


+ E,—* 








dont les coefficients sont des fonctions données de x, y, z et des dérivées 
partielles de z d’ordre non supérieur 4 ». En remarquant d’ailleurs que 





az orz ‘ Oz, Oz 
a ; ae s'expriment linéairement au moyen de 7. 30 on 
peut faire EL, = F,=—0; on aura done |'équation plus simple 
0*2 oz O*z Oz Oz 
A- gat + 2B at + 05 w+ E, a + hz 7. “+G=0. 


On voit bien alors qu’on aura qu’a refaire le raisonnement fait plus 
haut, en introduisant la fonction auxiliaire wu définie par l’égalité 


=— M + log logu. 


Le raisonnement est ileus simplifié & cause de l’absence de termes 
0%, = t 


du second degré en “= (k+l—n=>2), ce qui permet de prendre 
a priori @=1. On verra : que la fonction w,, au point, ov elle 
est maxima ne peut dépasser yn certain nombre fixé d’avance N,,. Pour 
avoir une limite supérieure de w,, en un point quelconque du cerele, il 
nous suffira & présent de déterminer cette limite pour un point de son 
contour seulement. A cet effet, il suffira de différentier I’équation (3) 
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nm fois par rapport & @, ce qui donnera, en posant 1, =, une 


équation de la forme 
a2, a2, Os, 
Aas + 2B aog, + CG ~ 2. 

& laquelle on pourra appliquer la méthode des fonctions auxiliaires sur 
le contour C. On trouvera ainsi une limite supérieure de ~ 

|Os,|_ | atts 

| @e 690" 
sur la circonférence; en tenant compte ensuite de |’équation obtenue en 
différentiant l’équation (3) » — 1 fois par rapport 4 @ on trouvera immé- 

| otis | 


diatement la limite supérieure de de® 00"=1)3 et de proche en proche, en 


considérant toutes les équations déduites de l’équation (3) par » — 1 
différentiations, on obtiendra des limites supérieures des modules de toutes 
les dérivées de z dordre » +1 sur la circonférence C. La limite 
supérieure de w,, en résultera, et, par conséquent, on connaitra finale- 
ment des limites swpérieures des modules de toutes les dérivées de z dordre 
n+ 1 sur la circonférence C aussi bien qu’d son intérieur. 

. 














g 18. 


Nous arrivons ainsi aux théortmes: 

Théoréme A. Etant donnée une équation du type elliptique 
(3>*) Ar+2Bs + Ct=0, 
ow A, B, C sont des fonctions analytiques de x, y, p,q, le probléme de 
Dirichlet pour cette equation est toujours possible*). 

Théoreéme B. Le probléme de Dirichlet est possible pour Véquation 
(3’) Ar + 2Bs + Ct=iD (AC— B’>0) 
dans laquelle 0<A<a,, avec certaines données sur un contour déterminé, 
si, en admettant Vexistence de la solution, on peut limiter supériewrement son 
module, ainsi que ceux de ses dérivées premiéres, quel que soit le nombre i 
compris entre 0 et a». 

Le premier de ces théoremes résulte de la remarque que la solution 
dune équation du type elliptique de la forme 

A,r + 2B,s+C,t=0 (A, C, —B,2>0) 


*) Dans cet énoncé comme dans les suivants je n’indique pas les restrictions 
plus ou moins grandes qu’on doit faire sur la nature des contours. Je remarquerai 
que, si on ne veut pas avancer au-dela de ce qu'on a demontré, il faut sousentendre 
que toutes les données sont analytiques. 
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n’a pas de maximum, et d’autre part que l'ensemble des points, od sa 
courbure est négative est partout dense, de sorte que les plans tangents, 
& la surface représentée par la solution rencontrent le bord de la sur- 
face au moins en trois points distincts ou confondus; |’inclinaison maxima 
c’est-d-dire la limite supérieure de |p| et |g| peut donc étre indiquée a 
priori. On pourra donc, en vertu du résultat précédent limiter les 
modules de toutes les dérivées successives. Mais d’autre part 1]’équation 
(3™*) peut étre obtenue en faisant « = 1 dans |’équation 
[1 + @(A—1)]r+ 2eBs + [1+ a(C-—1)]=0 

qui pour «=O se réduit & une équation de Laplace, et pour OS a<l 
est toujours du type elliptique pourvu qu’on suppose (ce qu’on peut faire 
sans restreindre la généralité) que A>1, C>1. 

Le second théoréme est manifestement une conséquence du premier. 
Un grand nombre d’équations rentre dans le type 3". Telles sont, en 
particulier, les équations auxquelles satisfont les fonctions qui rendent 
minima les intégrales doubles 


SSt@,@ de dy. 


Parmi celle-ci, il faut indiquer en premiére ligne Véquation des surfaces 
minima, qui a fait l’objet de plusieures mémorables travaux. 


§ 19. 


Comme application du second théoréme, nous pouvons indiquer une 
nouvelle classe d’équations pour lesquelles le probleme de Dirichlet est 
également toujours possible. 

Théoréme. Si dans Véquation (3'), D est au plus du second degré 
par rapport ad p,q, tandis que A— a C— = et D, ont une limite 
inférieure positive, le probléme de Dirichlet est toujours possible. 

Pour le voir, il suffit d’indiquer a priori des limites supérieures de 
\2|, |p|, |q|. Dans ce but mettons notre équation sous la forme 

Ar + 2Bs + Ct=i1[D(z, y, 0, 0, 0) + 2D, (a, y, 02, Op, 0q) 
+ pD, (a, y, 92, Op, 6q) + gD, (x, y, 02, Op, 6q)}, 
avec 0< O6<1. 

Nous voyons alors que, si |z| atteint quelque part son maximum, 
auquel cas le premier membre est négatif ou nul et p=q=—0, on aura 
en ce point 

D(z, y, 0, 0,0) + 2D/ (a, y, 02, Op, Aq) 9. 
Donec, le maximum de |z| est inférieur a = =n oi M est le maximum 
du |D| et N la limite inférieure de D,’. 
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Il nous reste encore 4 établir des limites supérieures de |p|, | q!. 
Nous appliquerons de nouveau le procédé des fonctions auciliaires en 
nous appuyant uniquement sur la croissance de D. 

En effet, posons pour fixer les idées, 

D = ap? + 2bpq +cq* + 2dp + 2eq +f, 
a, b, c, d, e, f étant des fonctions données de x, y, 2. Nous pouvons 
supposer que z= sur la circonférence C. En faisant le changement de 


fonction 
e=—n—a+alogu 


on trouvera l’équation suivante 4 laquelle satisfait wu: 
AFSt+2Bynx + CFS — -<[4(3) + 2B (z* “G+ e(e ea) | 


+ <[a (52) +20 (5%) (F*) +0 (F*) ]+ 20% +20e% +749. 


2 
Puisque les fonctions A — a Cc-— = ont une limite inférieure posi- 


tive, quels que soient p, q, il suffit d’introduire un facteur numérique 
convenable pour avoir A— a >1, C- = >1. D’autre part, il 
existera certainement un nombre M, tel que 

\a| —— lb}< M, |e|< M. 


a) , ou ou 
Cela étant, faisons « = a. i’ Les termes du second degré en Da’ dy 
de Q formeront dans ces conditions une forme quadratique définie. En 
effet, son discriminant est égal a 

j~ Aas BY 
si on pose 


A,=A+aa, B,=B+ab, C,=C+ae. 


Donec, en remarquant - 
\4,— A) <4 


nes mes 


a 12’ 12’ 


on reconnait facilement que 
4 (AC— B*)>(4,C,— B) > 2 (AC— B). 
On voit ainsi que 
A, e? — 2B, ed+ C, a 
— Q< |u| [ASS est + 12M IF] 


~ Ay iC, —B? 
< 2\u/ (3.4 aoe + 6M|f|) <4|u|(@+@4+3M|f|) <N, 


ot N est un nombre bien déterminé. 
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Comme au § 16, on tire de la une limite supérieure de — Z sur 
le contour, et de la méme facon, par le changement de fonction 


1 
e=——n—a+alogs——, 


<r en: oz 
on trouve une limite supérieure de + Je 


Pour avoir des limites supérieures des modules des dérivées premiéres 
a Vintérieur' du cercle, le plus simple est de procéder de la facon suivante 
(quoiqu’on laisse ainsi de coté le cas exceptionnel ov les coefficients des 
termes du second degré dépendent de x et y sans dépendre de 2). 

Considérons l’expression p* + g? = w. Supposons qu’elle atteint son 
maximum en un point M. On aura en ce point 

1 dw 

[is Pr t+e= 
1 dw 
2 ay ~PS tat =O 


Ar+2Bs+ Ct =D; 
done 
r= eS if Ala _ s= en el t= Dp" . 
Aq?—2Bpq+ Cp?’ Aq?—2Bpq+ Cp?’ Aq* —2Bpq + Cp* 





Formons ensuite l’expression K, qui doit étre négative, 


D 
=i(4¢ wt 2B +05 = (w+ ¢) 2 +p ata Se 


+ A(r?+s*) + 9 Bale + t)+ — 
D? 
- (+9) [a5 parte t ie] +93 tty SO. 


On voit bien que, pour des valeurs assez grandes de (p,q), K ne 
saurait étre négatif, pourvu seulement que les termes du second degré 





en D et oo ne soient pas nuls en méme temps tandis que ceux de 
oD @éD 
Da’ dy Be sont pas nuls. 

Comme exemple considérons le probléme suivant: 

Mener par un contour analytique donné une surface dont la courbure 
moyenne est en chaque point proportionnelle a la projection de la hauteur 
sur la normale. 

L’équation des surfaces jouissant de la propriété indiquée a la forme 

(1+q*)r — 2pqs + (1+p*)t = 2(1+p*+¢’). 
Elle rentre bien dans le type qu’on vient d’étudier; le probleme proposé 
admet done toujours une solution. 


Mathematische Annalen. LXIX. 9 











130 Serce Bernster. 


§ 20. 


Examinons maintenant le cas général de |’équation du type elliptique. 
Ce cas ne se distingue du cas particulier (3) que nous avons etudié que par 
le fait quad la connaissance des limites supériewres des modules des dérivées 
premieres il faut ajouter celle des dérivées secondes pour pouvoir limiter les 
modules de toutes les dérivées successives. 

En effet, soit M la limite supérieure des modules de z et de ses 
dérivées des deux premiers ordres. Si nous différentions l’équation (2) 
par rapport & z, nous obtenons |’équation 

F/5S+F ft + FTh4+F, 2472 oy t F.p t+ F, =0, 


° 02° Oxoy t oy'* 





qui considérée comme une équation a laquelle pid satisfaire la fonction p, 
a la forme 


4+ 2B, a + oct =D, 
oi A, B, C, D sont des fonctions connues Ke L, Y, 2, DP, oe ; rt q (quant 


a ¢, il s'exprime au moyen de ces quantités en vertu de |’équation (2) 
dans laquelle F+ 0). En différentiant encore une fois par rapport a x 
nous aurons 


BOM) ATH + OB gag, + CF — 9(52) + 2 (52) (G5) + (G5) 


+2d e+ 2e +e, 


oa? 


ot A, B, C, a,b,c, d,e,f sont des fonctions analytiques connues de 
wy ¥; 2,),; q; ’, 8. 

L’équation (36"") peut étre traitée de la méme facon que |’équation 
(36): on trouvera sans peine une limite supérieure du maximum de 
Vexpression 

r+mu T+ 


woe © oe * [4 (F) + 2B (5) (5) +0 (5) | 


ot @ est un nombre déterminé. 
On trouvera de méme une limite supérieure du maximum de |’ex- 
pression 


tte EE ratys at) (at atys 
mame «oe [4 () +28 (5) (5) + OG) | 
a Vintérieur du contour. 
Pour avoir des limites supérieures des modules de toutes Jgs dérivées 


troisiémes, il suffit maintenant de trouver des limites supérieures de w 
et w, sur le contour. 
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Dans ce but nous différentions l’équation (2) deux fois par rapport 


a 6. En posant z= a nous avons alors 


A TS + 2B oe + 0 Sa a (5) + 20 (52) (58) + ¢ (52) 


0 10 
+ 2d’ 53 + 2¢ ay th 


oa A’, B’, C’, a, , c,d’, e, f’ sont des fonctions connues bornées de 
L, Y, 2, P, q, 7, 8,¢ & Yintérieur de la couronne S comprise entre les circon- 


férences C de rayon R et C’ de rayon R’ = =, et on A’C’— B’>0; 


on peut donc appliquer sans modifications le raisonnement du § 16. 

Aprés avoir limité de cette fagon les modules des dérivées troisiémes, 
on limite, de proche en proche, les modules des dérivées successives, 
comme au § 17, car, a partir de la troisieme différentiation, les équations 
qui résultent de Véquation (2) ne se distinguent en rien de celles qui 
résultent de l’équation (3). 

Ainsi se trouve démontrée l’exactitude du théoreme suivant: 

Théoréme C. Etant donnée une equation analytique du type elliptique 
(3) F (1, 8, t, p, % 4, %, Y, &) = 
ou FF <0, le probleme de Dirichlet avec des données determinées sur 
un contour déterminé sera possible pour toute valeur de a comprise entre 
a, et a,, si on sait que le probleme est possible pour « =a, et si, en ad- 
mettant a priori Vexistence de la solution, on peut limiter supériewrement 
a priori au moyen des données sur le contour les modules de z et de ses 
dérivées des deux premiers ordres. 

Pour ce qui concerne les applications de ce théoreme je me bornerai 
& renvoyer 4 mon Ouvrage russe plusieurs fois cité, et aussi & un article 
qui paraitra prochainement dans les ,Ann. Se. de l’Ecole Normale Sup.“ 
Je tiens plutét 4 conserver 4 ce mémoire son caractére général et a le 
terminer par quelques remarques générales. 


IV. 
Conclusions générales. 
§ 21. 
L’analyse qui précéde nous conduit @ faire une distinction importante 


entre les solutions du probléme de Dirichlet. On se rappelle que par la 
définition méme de ce probléme*), les solutions sont continues a l’intérieur 


*) ,,Sur la généralisation du probléme de Dirichlet‘, Math. Ann. 62, page 253. 
9* 











132 Serce Bernstein. 


du contour C ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres; ces der- 
niéres peuvent pourtant ne pas exister sur le contour lui-méme, ou du 
moins ne pas étre bornées sur le contour et dans son voisinage. Si ce 
cas se produit, nous dirons que la solution est irréguliére sur le contour C; 
au contraire, elle sera réguliére sur le contour C dans le cas ov ses 
dérivées des deux premiers ordres seront bornées sur le contour comme 
& son intérieur. Pour abréger, nous omettrons souvent, lorsqu’aucune 
confusion ne sera possible, les mots ,sur le contour C“; d’autre part, 
pour fixer les idées, nous supposerons dans la suite le contour C circulaire 
et les données sur le contour analytiques. 

Il est clair que notre méthode n’est directement applicable que dans 
le cas od la solution cherchée est réguliére. 

Je remarquerai, en passant, que toutes les fois oi cette méthode est 
applicable, on peut affirmer, d’aprés ce qui précéde, que la solution qu’elle 
donne est analytique sans faire appel a Vhypothése de Vexistence des déri- 
vées troisiémes, que j'ai été obligé d’admettre dans mon mémoire ,Sur la 
nature analytique des solutions etc.“ Il y aurait intérét 4 se débarrasser 
de cette restriction dans le cas général; on y parviendra, je pense, en 
perfectionnant encore en quelques points la méthode exposée. Quoi qu'il 
en soit, et méme si des solutions non analytiques ayant des dérivées 
continues des deux premiers ordres (ce qui est peu probable) pouvaient 
exister pour certaines équations, nous les laisserons de cété dans ce qui 
va suivre. 

Le point important a signaler est que, réciproquement, toutes les 
fois qu’un probléme particulier de Dirichlet admet une solution réguliére, 
son éxistence peut étre prowvée par notre méthode qui donne en méme temps 
un moyen pour la calculer. 

D’une facon plus précise, je dis que, si |’équation 


F(r,s,t,p,q,2,%,y)=0, (FF <0, F/ F;—(F,)* > 0) 


admet une solution régulitre du probléme de Dirichlet avec des données 
particuliéres sur le contour, il est toujours possible d’introduire dans Véquation 
un parametre « (d’une infinité de fagons différentes), de telle sorte que, 
pour «=O, la possibilité du probléme soit évidente, pour « infériewr ou 
égal a 1 om puisse indiquer des limites supériewres des modules des dérivées 
des deux premiers ordres, et que pour « = 1, léquation se rédwise a Véqua- 
tion donnée. 


§ 22. 


Examinons d’abord les équations qui n’admettent que des solutions 
réguliéres, telles d’ailleurs que, du moment qu’elles existent, la limite 





SS 


a Oo 
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supérieure des modules de leurs derivées des deux premiers ordres soit une 
fonction bornée de R et K, ot R est le rayon du cercle C, nm! K" étant 
la limite supérieure du module de la dérivée d’ordre m (pour toute valeur 
de m) de la fonction de l’are 4 laquelle la solution se réduit sur le 
contour. Nous appellerons de telles équations ¢quations réguliéres. Il est 
aisé de voir que le probleme de Dirichlet pour wne équation réguliére est 
toujours possible. 

En effet, en appliquant les principes exposés dans ce travail, on peut 
démontrer la généralisation suivante d’une proposition bien connue de 
de M. Schwarz: Une solution du probléme de Dirichlet réguliére (sur la 
circonférence C de rayon R, ow elle se réduit a une fonction analytique de 
Varc) peut étre prolongée analytiquement a Vextérieur de la circonférence, 
au moins jusqu’d une circonférence C, de rayon R,, tel que Vinverse de la 
difference R,— R soit une fonction bornée de R, K (voir plus haut la 
signification de K) et des limites supérieures des modules des dérivées des 
deux premiers ordres de la solution (dans le cas des équations réguliéres 
ces derniéres sont elles-mémes, par définition, des fonctions bornées de 
R et K). 

D’autre part, il résulte du lemme fondamental (§ 14) que, si une 
équation réguliére admet une solution du probléme de Dirichlet pour 
des données particulieres sur la circonférence C, elle admettra également 
une solution, quelle que soit la fonction (analytique) donnée sur cette 
circonférence. Or, choisissant une circonférence 6 de rayon 6 suffisamment 
petit, on est certain qu’il existe au moins une fonction donnée sur ce 
contour, pour laquelle le probléme de Dirichlet est possible. En vertu 
de la derniére remarque, le probleme de Dirichlet sera possible, quelle 
que soit la fonction donnée sur cette circonférence. Mais, & cause de la 
proposition rappelée plus haut, en prenant la solution qui s’annule sur 
la circonférence 6 on est certain qu’on pourra la prolonger au dela d’une 
cireonférence 6, de rayon 9+ 4,. En raisonnant de la méme maniére 
sur la circonférence 6,, on verra que le probléme de Dirichlet est toujours 
possible sur cette circonférence, et ensuite sur la circonférence 6, de 
rayon 6+ 06,+0,. On arrivera ainsi de proche en proche 4 démontrer 
la possibilité du probléme sur un cercle quelconque de rayon fini, car la 
différence des rayons de deux cercles consécutifs ne tend jamais vers zéro. 

Il y a lieu de remarquer que si on ne fait pas d’hypothése spéciale 
sur la nature de la régularité des solutions, s'il existe une équation dont 
toutes les solutions sont réguliéres sans que leur régularité puisse étre 
mise en evidence par une fonction bornée des éléments indiqués plus 
haut, le probléme de Dirichlet pour une telle équation (pseudoréguliére) 
ne sera pas toujours possible. 
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En d'autres termes, si le probléme de Dirichlet pour une certaine 
équation est toujours possible, et que sa solution soit toujours réguliére, on 
peut affirmer que Véquation est réguliére (suivant la définition donnée). 
Toutes ces équations peuvent donc ére découvertes par notre méthode. Il 
faut ajouter pourtant qu’il n’est nullement évident a priori qu'il n’existe 
pas d’équations pour lesquelles le probleme est également toujours possible, 
mais qui admettent quelquefois des solutions irrdéguliéres; il est probable 
qu il n’y en a pas, mais je n’en posséde de démonstration rigoureuse que 
dans le cas de |’équation (1). 

Quoi qu'il en soit, étant donnée une équation déterminée du type 
elliptique, nous sommes en état, d’apres ce qui précéde, de :vconnaitre, 
si elle admet toujours une solution réguliére, ou non, c’est-i-dire de 
reconnaitre, si elle est réguliére ou non. Il est naturel de lui donner dans 
le second cas le nom d'équation irréguliére. 

Nous avons rencontré dans ce travail plusieurs types d’équations 
régulitres; par exemple, |’équation des surfaces minima et |’équation 


(L+q*)r—2pqs + (1+p*)t=2(1+p*+49°); 
il est facile de vérifier que |’équation 
(l+q*)r—2pqs + (1+p')t=—p +9’, 
quoique ne remplissant pas toutes les conditions du théoréme du § 19 
est aussi régulitre. Par contre, et je tiens 4 souligner ce fait que j’ai 
laissé dans l’ombre dans la premiere partie de ce travail (Math. Ann. 62, 
page 264), dans le cas ot la dérivée du second membre D,)=0, on 
n’a pas toujours une équation réguliére.*) Ainsi, par exemple, l’équation 
r+t—(e2+y'—2) (p'+q)—4 

est pseudoréguliére. Pour cette équation le probleme de Dirichlet n’est 
pas toujours possible; mais, lorsqu’il est possible, sa solution est nécessai- 
rement réguliére. On se rend compte facilement que le probleme a 
VYintérieur d'un cercle ayant le centre a l’origine est possible, si le rayon 
du cercle est inférieur 4 1; impossible, si le rayon est supérieur ou égal 
a 1. L’exemple d’une équation irreguliére nous sera fourni par |’équation 


des surfaces 4 courbure moyenne constante 
3 


(1+q")r—2pqs + (1+p*)t=—(1+p* +9")’. 
En effet, on vérifie facilement que 


e=—Vi4—2-y' 


*) Voir les pages 90 et 127 du présent travail. La classe des équations réguliéres 
de la forme (3) est d’ailleurs 4 trés peu prés épuisée par le théoréme de la page 127. 
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est la solution de cette équation qui s’annule sur la circonférence C de 
rayon 2; la dérivée normale sur le contour étant infinie, on voit que la 
solution considérée est irréguliére. On vérifie sans peine, sur cet exemple, 
et cest la un fait général, que la solution irrégulitre est un cas limite 
qui partage les cas ot le probleme est réguliérement possible (solution 
s'annulant sur un cercle de rayon inférieur & 2) de ceux oi le probléme 
est impossible (si le rayon du cercle est supérieur 4 2). 

Il nous reste 4 montrer encore que méme pour une équation irré- 
gulitre notre méthode, convenablement appliquée, permet dans chaque 
cas particulier de reconnaitre, si le probleme de Dirichlet avec des données 
déterminées admet ou non une solution réguliére. 

En effet, si le probleme de Dirichlet admet une solution réguliére 
déterminée, ses dérivées des deux premiers ordres sont bornées, par 
définition; il doit done étre possible d’en indiquer des limites supérieures; 
si on pouvait affirmer que de telles limites ne peuvent pas étre trouvées, 
cela prouverait que le probléme est impossible. Mais, méme quand ces 
limites supérieures sont trouvées, et quoique ce soit le plus souvent la 
seule condition essentielle, l’existence de la solution n'est pas encore 
assurée. S’il n’est pas possible d’introduire le paramétre « comme l'exige 
notre théoreme C (§ 20), la solution n’existe pas; car, si elle existait, 
il serait manifestement possible d’y arriver, en partant d’une solution 
réguliére quelconque dans le voisinage de l’origine et en passant par des 
solutions uniformément réguliéres, au moyen de la variation continue*) 
d'un paramitre «. 

En résumé, en se bornant aux solutions réguliéres ou peut compléter 
le théoreme du § 20 et lui donner la forme suivante. 

Théoreme. Etant donnée Véquation analytique 


(2) F(r,s,t,p,q,2,2,y)=0 (F/F/ <0, 4F/ F/—(F,)°>0 


du type elliptique, la condition nécessaire et suffisante pour que cette équation 
admette une solution reguliére d’un probléme particulier de Dirichlet, est 
quil soit possible dintroduire dans Véquation (ou dans les données sur 
le contour) un paramétre « de telle sorte: que, pour «=O, on ait une 
solution évidente; pour a inférieur ou égal ad 1 om puisse indiquer a 
priori des limites supériewres des modules des dérivées des deux premiers 
ordres de la solution, et que pour « =1, Véquation se rédwise ad Véquation 
donnée. **) 


> 


*) Je n’ai pas A insister sur la transformation évidente par laquelle on peut faire 
passer le paramétre dans 1|’équation. 

**) Il est inutile de rappeler comment doit étre simplifié l’enoncé si l’équation 
(2) se réduit & la forme (8). 
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On pourrait donner une proposition analogue relative aux solutions 
irréguliéres. Il suffirait de remarquer que ces solutions peuvent toujours 
étre considérées commes des limites de solutions réguliéres. 

J’ajouterai que le cas général od |’on n’a pas nécessairement F,’ F,’ <0, 
peut étre traité par la méme méthode; quoique les résultats deviennent 
un peu moins simples. 

On voit que l’application des principes exposés dans ce travail ouvre 
un large champ de recherches: parmi elles, et en premiére ligne, je 
dois signaler l'étude des problémes avec des données sur le contour 
autres que celles de Dirichlet. 
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Uber. die Topologie des dreidimensionalen Raumes. 
Von 
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Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit werden sowohl der dreidimensionale Raum 


im allgemeinen (Kapitel III) als auch (Kapitel II) die in dem gewdhnlichen 
(d. i. hypersphirischen) Raum laufenden geschlossenen Kurven (Knoten) 
topologisch untersucht. Vorangestellt sind (Kapitel I) fir diese Erérterungen 
notwendige allgemeine Untersuchungen. Und zwar werden in § 1 Gruppen 
diskreter Operationen betrachtet, nimlich diejenigen, die gebildet werden 
durch eine endliche Anzahl erzeugender Operationen, zwischen denen eine 
endliche Anzahl Relationen gegeben sind. 











138 M. Deny. 


Fiir eine solebe Gruppe wird ein Bild konstruiert, nimlich ein regulirer 
Streckenkomplex, dessen Konstruktion im Gegensatz zu den sonstigen 
Darstellungen allgemeiner unendlicher Gruppen wichtige auf die Gruppe 
beziigliche Probleme erledigt. Dementsprechend ist diese Konstruktion 
auch mit Schwierigkeiten verbunden. Gruppenbilder werden im Laufe der 
Arbeit sowohl fiir bekannte (S. 145) als auch bisher wohl noch unbekannte 
(S. 159) endliche und unendliche Gruppen gegeben. Sie hiingen alle eng 
zusammen mit reguliren LEinteilungen der Euklidischen oder Nicht- 
Euklidischen Ebene. 

Im § 2 folgt die Konstruktion der zu einem beliebigen Flichen- 
komplex gehérigen Fundamentalgruppe. Durch das Gruppenbild wird so 
jedem Flichenkomplex ein im allgemeinen unendlicher regulirer Strecken- 
komplex zugeordnet. Dieser ist fiir den Fall geschlossener zweiseitiger 
Flachen als regulires Netz in der hyperbolischen Ebene mit 4n-seitigen 
Maschen, die zu je 4m in einem Punkt zusammenstoBen, bekannt. 

Im § 3 wird ein allgemeiner Satz tiber Flichenkomplexe abgeleitet, 
das ,Lemma“, das in den weiteren Untersuchungen oft gebraucht wird. 
Es ist die 2-dimensionale Verallgemeinerung des (trivialen) Satzes, dab 
man zwei Punkte eines Streckenkomplexes durch einen singularitiitenfreien 
Streckenzug verbinden kann. 

. In Kapitel II wird zuniichst die Definition des Knotens erledigt (§ 1), 
in § 2 der den Knoten umgebende Schlauch eingefiihrt. Im § 3 wird 
die Fundamentalgruppe des Knotens konstruiert, deren Definition sich un- 
mittelbar in der einfachsten Weise aus der ebenen Projektion des Knotens 
ablesen laBt. Ist diese Gruppe abelsch, so ist die gegebene Kurve unver- 
knotet (§ 4, Satz 2). Es wird ferner durch den Satz 1 eine Methode an- 
gegeben, wie man die Entscheidung, ob eine Kurve verknotet ist oder 
nicht, durch die Konstruktion des Bildes der Fundamentalgruppe des 
Knotens erledigt. 

Im § 5 werden spezielle Knoten und zwar die Kleeblattschlinge und 
ihr verwandte Knoten behandelt. Es werden die zugehérigen Gruppen- 
bilder konstruiert und ferner aus ihnen Poincarésche Réuwme abgeleitet, 
d. i. solche dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, die, ohne Torsion und mit 
einfachem Zusammenhang, doch nicht mit dem gewéhnlichen Raum homio- 
morph sind. Der einfachste hier gefundene hat eine endliche Funda- 
mentalgruppe und zwar die Ikosaedergruppe mit Spiegelung. Die anderen 
haben unendliche Gruppen. Fiir alle werden die Gruppenbilder aufgestellt; 
diese erledigen die Frage, ob eine gegebene Kurve der betreffenden Mannig- 
faltigkeit auf einen Punkt zusammenziehbar ist oder nicht. Diese Frage 
war bisher noch fir keine solche Mannigfaltigkeit gelist, auch wuBbte man 
nichts tiber Endlichkeit oder Unendlichkeit der zugehérigen Fundamental- 
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gruppen. Die Resultate haben noch den besonderen Wert, daB sie eine 
sehr einfache Methode liefern, um unendlich viele Poincarésche Riume 
za konstruieren, von denen der Entdecker nur einen einzigen auf kompli- 
zierte Weise konstruiert hat*). 

Im § 1 des Kapitels III werden verschiedene tibersichtliche Erzeugungs- 
weisen der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit gegeben. So werden zum 
Beispiel alle zweiseitigen Mannigfaltigkeiten durch eine geschlossene, zwei- 
seitige Fliiche in zwei Stiicke zerlegt, die dem einfachsten von einer solchen 
Fliche im gewéhnlichen Raum begrenzten Raumteil homéomorph sind. 
Diese Erzeugungsweisen liefern auch die Konstruktion der Fundamental- 
gruppe der gegebenen Mannigfaltigkeit. 

Der § 2 geht etwas auf das wichtige Problem der topologischen 
Charakterisierung des gewéhnlichen Raumes ein, ohne doch das Problem 
zur Erledigung zu bringen. Es handelt sich um die Frage, wie der ge- 
wohnliche Raum durch die Eigenschaften seiner geschlossenen Kurven 
topologisch zu definieren ist, um damit dann die Entscheidung zu ermég- 
lichen, ob ein gegebener Raum mit dem gewéhnlichen Raum homéomorph 
ist oder nicht. Was die Geschichte dieses Problems angeht, so hatte zuerst 
Heegaard (Diss. Kopenhagen 1898) und sodann Poincaré (Pal. Rend. Bd. 13 
u. Lond. M. 8. Bd. 32) darauf hingewiesen, daB es zur Charakterisierung 
des gewénlichen Raumes nicht geniigt, vorauszusetzen, dab jede Kurve, 
eventuell mehrfach durchlaufen, begrenzt. Und zwar zeigen dies die 
Mannigfaltigkeiten mit Torsion. Sodann hat Poincaré Pal. Rend. 1904 
durch Konstruktion eines ,,Poincaréschen Raumes“ (s. oben) bewiesen, daB 
es ebenfalls nicht geniigt, vorauszusetzen, daB jede Kurve einmal durch- 
laufen begrenzt. 

Es liegt nun nahe, zu untersuchen, ob es nicht geniigt vorauszusetzen, 
daB jede Kurve des Raumes ein Elementarflichenstiick begrenzt. Dies wird 
auch am Ende der Poincaréschen Arbeit angedeutet. Die in der vor- 
liegenden Arbeit gegebene Reduktion des Problems scheint aber noch nicht 
direkt zur Lésung fiihren zu kénnen. Es diirfte eine tiefere Untersuchung 
der bekannten Fundamentalgruppen fiir zweiseitige geschlossene F lichen 
nicht zu umgehen sein. 





*) s. a. Dehn, D. Math. Ver. 1907, S. 573. 
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Kapitel I, 
Vorstudien. 


§ 1. 
Gruppentheoretische Hilfsmittel (das Gruppenbild). 
In der Topologie wird man hiufig auf Probleme der folgenden Form 
gefiihrt: 
Gegeben sei eine endliche Reihe von Operationen a,, a,,---, a, als 
erzeugende Operationen einer Gruppe. Die Gruppe G sei dadurch vollstindig 


bestimmt, daB zwischen den erzeugenden Operationen eine endliche Anzahl 
von Relationen bestehen, etwa von der Form 


la ai, = 5, =1 
é 

mere eee te (= +1 oder —1). 
Thain = fat 


Die Gruppe G kann in der Tat durch A vollstindig bestimmt werden. 
Denn sind zwei Operationen S und 7 der Gruppe durch ihre Zusammen- 
setzung aus den a, gegeben, so ist es vollstindig bestimmt, ob die Relation 
S=T aus den Relationen A folgt oder nicht, d. i. ob in der Gruppe, 
mit den erzeugenden Operationen a; und den Relationen A, S=T sein 
muB oder nicht. 

Unsere Probleme lauten nun so: 

1) Es wird eine Methode gesucht, um in einer endlichen Anzahl von 
Schritten zu entscheiden, ob zwei durch ihre Zusammensetzung aus den 
a, gegebene Operationen von G gleich sind oder nicht, speziell, ob eine 
solche Operation gleich der Identitiit ist. 

2) Es wird eine Methode gesucht, um in einer endlichen Anzahl von 
Schritten zu entscheiden, ob es zu zwei gegebenen Substitutionen S und 7 
von G eine dritte U gibt, sodaB 


S=UTU-*, 

d. i. ob S vermége A sich als Transformation von 7 erweist. 
Diese beiden Probleme sind vollstiindig gelést fiir die speziellen 
Gruppen G,, die folgendermaBen gegeben sind: 
erzeugende Operationen a,, },, 

G. } Relation: 
? -%3— —13— 

a, b.a b* -a.ba b* =1. 


be be pr» 


++ +5 yy Dy, 
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G, ist nichts anderes als die Fundamentalgruppe der Kurven auf einer 
eweiseitigen Fliche F, vom Geschlecht p. Unsere Probleme sind hier 
aquivalent mit dem Problem: wann sind zwei geschlossene Kurven auf F 
ineinander reduzierbar (mit oder ohne Festhaltung eines Punktes)? Die 
Liésung wird erzielt durch eine Abbildung der G, auf ein reguliires Netz 
der hyperbolischen Ebene. Wir werden versuchen, die Liésung des all- 
gemeinen Problems durch eine Verallgemeinerung dieser Abbildung an- 
zubahnen.. 

Wir konstruieren den folgenden zur Gruppe G gehérenden Strecken- 
komplex C7. Sei etwa: 


=aq"q"..-.aq®™ 
8, =a a, --- ay, 


so legen wir durch einen Punkt Z einen Kreis (geschlossene Kurve) K* 
mit 1 Eckpunkten Z, P,,---, P,_, und bezeichnen ZP, mit +a, oder —a,, 
P,P, mit + a, oder — a, etc. je nachdem «,, ¢,--- gleich +1 oder —1 
ist. Sodann legen wir durch Z einen zweiten Kreis K*, dessen Strecken, 
der Reihe nach von Z ausgehend durchlaufen, im Durchlaufungssinn mit 
+ a, oder —a,,---, + a oder — a,, bezeichnet werden. (Uber die Vor- 
zeichen entscheidet wieder der Wert ¢,.) In dieser Weise fahren wir fort, 
bis wir alle zyklischen Transformationen von S, erschépft haben. Es 
werden dann also / Kreise an Z hiingen, deren Strecken, in bestimmtem 
Sinn durchlaufen, die angegebene Bezeichnung erhalten haben. In umge- 
kehrtem Sinn durchlaufen werden sie, wie immer, diese Bezeichnung mit 
umgekehrtem Vorzeichen erhalten. Gehen nun von Z zwei solche Strecken 
ZP und ZQ aus, die, von Z nach P resp. Q durchlaufen, die gleiche Be- 
zeichnung tragen, so wollen wir P und Q, sowie die Strecken ZP und 
Z@ zusammenfallen lassen und mit diesem ProzeB so lange fortfahren, bis 
von Z nur noch verschieden benannte Strecken ausgehen. Denselben 
ProzeB wollen wir auch fiir die anderen Punkte der Kreise ausfiihren, 
und darhit so lange fortfahren, bis von jedem Punkte nur noch verschieden 
benannte Strecken ausgehen. Wir wollen den so konstruierten Strecken- 
komplex C,' und Z sein Zentrum nennen. 

Wir wollen nun folgende Eigenschaften von C,' nachweisen: Besteht 
eine geschlossene Kurve von C,', in bestimmter Reihenfolge durchlaufen, 
aus den Strecken d,, d,,---,d, (die alle gleich +, sind), dann ist die 
Operation d,d,---d, vermége der Relation S,=1 ebenfalls gleich 1: 
sie entsteht aus der Operation S, durch Transformation und Komposition. 

In der Tat: unsere Behauptung ist richtig im Anfangszustand des C,, 
wo alle geschlossenen Kurven des Komplexes durch Z gehen und sich 
zusammensetzen aus Kurven von der Form: 


S,, a," S,a, a, a," S,ap a; usw. 
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Aber jeder geschlossene Streckenweg, dessen Anfangs- und Endpunkt Z 
ist, wird dargestellt durch eine Komposition dieser Ausdriicke. Jede andere 
Wahl des Anfangspunktes aber ist durch zyklische Vertauschung, und 
diese wieder durch Transformation zu erreichen. Wir miissen jetzt uns 
tiberzeugen, daB durch das Zusammenfallenlassen zweier Strecken, die von 
einem Punkt ausgehen, diese Eigenschaft nicht verloren gehen kann. Sei nun 
d= PQ= PR eine solche Strecke, so kénnen wir annehmen, daf die zu 
untersuchende Kurve durch Q hindurchgeht; denn alle anderen geschlossenen 
Kurven waren ja auch schon vor der Anderung geschlossen und haben 
nach Voraussetzung die behauptete Eigenschaft. Mége also K eine ge- 
schlossene Kurve sein, die durch Q hindurchgeht. Dann war die Kurve 
k =dkd-* schon vor der Anderung geschlossen, und da sie nach An- 
nahme aus S, durch Transformation und Komposition hervorgeht, so ist 
dasselbe mit k selbst der Fall, die ja eine Transformierte von i’ ist. 

Wir fahren nun nacheinander die anderen Relationen S,, ---, S,, ein, 
wobei wir annehmen kénnen, daB jede erzeugende Operation a; min- 
destens in einer von ihnen oder in S, vorkommt. Andernfalls fiigen wir 
zu A, ohne daB dadurch die Gruppe geindert wiirde, die triviale Rela- 
tion a,a*=1 hinzu. Wir wenden nun wieder den oben beschriebenen 
ProzeB so lange an, bis wir zu einem Komplex C,' kommen, bei dem von 
keinem Punkte zwei gleich psapoe pe Strecken ausgehen und von Z 
jede der Seiten a,---a,, az a~* ausgeht. 

Es ist waite bestimmt, willie von den Kurven S,, a," S, «;',- 
++, S,,---, S,, °°: dureh einen Punkt P von C,’ als Anfingspenkt hindureh- 
yehen. Wir fgen nun zu C,' so viel Kreise, die am Punkte P hingen, 
dergestalt bezeichnet hinzu, daB nun von P zusammen mit den schon 
vorhin vorhandenen Kurven alle Kurven der Gesamtheit S,, a os 8, a; yo 

+ S,,-+- ausgehen. Dasselbe machen wir mit allen Punkten von G. : 
| all wir nun den entstehenden Komplex durch Suimmnscilitimienen 
von Seiten mit einem gemeinsamen Punkt derart ab, daB von keinem 
Punkte des Komplexes zwei voneinander verschiedene, gleich bezeichnete 
Strecken ausgehen, so erhalten wir einen Komplex C,*. Ebenso, wie wir 
C,* aus C,' konstruiert haben, konstruieren wir weiter C,° usw. Wir 
erhalten so eine im allgemeinen unbegrenzte, aber auch unter besonderen 
Umstinden begrenzte Reihe von Streckenkomplexen (die Reihe bricht 
dann ab, wenn bereits alle Kurven des Systems S,,---, S,,--- von jedem 
Punkte eines Komplexes C,' ausgehen). 

a) Ebenso wie oben folgt: sind die Strecken einer geschlossenen Kurve 
auf C,‘ in bestimmter Reihenfolge durchlaufen d,, d,,---,d,, dann ist die 
Operation 


S—d,d,---d, 
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durch S,, S,,---, S, durch Transformation und Komposition erzeugt, d. i. 
S ist in G gleich 1. 

b) Wir wollen jetzt noch zeigen: Ist eine Operation S gegeben, so 
existiert eine Zahl r so, dab, wenn i> ist, eine Kurve in C,‘ mit Z als 
Anfangspunkt existiert, die S darstellt und geschlossen ist, wenn S in der 
Gruppe G durch Transformation und Komposition aus den S, hervorgeht. 

Denn sei 

! S=d,d,---d,, 

wo die Darstellung auf der rechten Seite so gewihlt sei, dab die Erzeugung 
von S durch Komposition und Transformation aus den S; unmittelbar aus 
der Darstellung hervorgeht, d. i. daB die rechte Seite aus mehreren Teilen 
zusammengesetzt ist, die identisch mit den S, resp. den aus ihnen durch 
Komposition und Transformation entstehenden Operationen sind. Man kann 
dann r so finden, daB die in dieser Darstellung S entsprechende Kurve 
(die also aus den Strecken d,, d,,---,d@, zusammengesetzt ist) von Z aus- 
gehend in jedem C,‘(i>r) existiert. Diese Kurve ist notwendigerweise 
geschlossen in jedem C,‘(i>r). Denn ein Teil der Kurve von der Form 
S,, der von einem Punkte des C,’ ausgeht, existiert nach Konstruktion 
im C,/(i>,r) und lauft in denselben Punkt wieder zuriick. Ist aber ein 
Teil 7 der Kurve geschlossen, so auch der Teil von der Form UTU-', 
der in C,” liegt, weil dann infolge unserer Konstruktion in C,‘ (i>r) 
U und U~-* zusammenfallende, aber in entgegengesetztem Sinn durchlaufene 
Streckenziige sind. 

Ist S urspriinglich in einer anderen Bezeichnung gegeben, so entsteht 
diese aus der obigen durch ev. wiederholte Weglassung zweier aufeinander 
folgender Glieder von der Form e und e~'. Aber eine solche Weglassung 
verwandelt eine geschlossene Bildkurve wieder in eine geschlossene Kurve, 
wie dies wieder unmittelbar aus den Eigenschaften unserer Konstruktion 
hervorgeht._ 

Hieraus ergibt sich: In einem C,' kénnen zwei Punkte P und U 
voneinander verschieden sein, die bei Erweiterung dieses Komplexes zum 
Zusammenfallen gebracht werden. Aber es gibt jedenfalls eine Zahl r, 
derart, daB keine zwei Punkte von C,', die in C,’‘ voneinander verschieden 
sind, in einen C,' zum Zusammenfallen kommen: Jede Kurve des C,', die 
in C,’' ungeschlossen ist, bleibt dies auch, soweit wir auch die Konstruktion 
ausdehnen, und reprisentiert folglich eine von der Identitat verschiedene 
Operation der Gruppe. Wir wollen nun die unveriinderliche Gestalt von 
C,', die er in C,% erhilt, mit [C,‘] bezeichnen und konstruieren den 
unendlichen Streckenkomplex C,°, das Gruppenbild der Gruppe G, dessen 
Punkte und Strecken wir erhalten als Punkte und Strecken von [C,'], 
wenn wir i sukzessive die Werte 1, 2,---,  erteilen. Wir ordnen das 
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Zentrum Z der Identitit zu, dann ist jedem Element S = d, d,---d, der 
Endpunkt des gleichbezeichneten Streckenzuges ‘zugeordnet. Zwei von- 
einander verschiedene Elemente erhalten auch zwei verschiedene Bildpunkte, 
und umgekehrt, zwei verschiedene Bildpunkte entsprechen zwei voneinander 
verschiedenen Elementen der Gruppe. Durch die Konstruktion des C,° des 
Gruppenbildes ist das erste fundamentale Problem gelist. Das Vorstehende 
aber gibt nur den Beweis fiir die Existenz des Gruppenbildes, nicht aber 
die Méglichkeit, dieses Bild in einer endlichen Anzahl von Schritten ab- 
zuleiten. Genauer kénnen wir uns so ausdriicken: um zu entscheiden, ob 
zwei Elemente S und 7 gleich sind, konstruieren wir ein C,‘, in dem beide 
Elemente durch von Z ausgehende Streckenziige abgebildet werden. Sind 
die Endpunkte dieser Streckenziige auch in C,"* voneinander verschieden, 
so sind S und 7’ voneinander verschiedene Elemente der Gruppe. Wir 
haben wohl die Existenz von r, nachgewiesen, aber kennen keine allge- 
meine Methode, um es wirklich zu bestimmen. Im folgenden Abschnitt 
werden wir eine ganze Reihe von solchen Gruppenbildern ableiten, die 
uns den gréBten Nutzen fiir die Erforschung der zugehérigen Gruppen und 
topologischen Gebilde leisten werden. Hier wollen wir nur darauf hin- 
weisen, daB das Gruppenbild auBer fiir die am Anfang erwaihnten Funda- 
mentalgruppen der geschlossenen zweiseitigen Fliiche ganz einfach fiir 
Abelsche Gruppen ist, aber hier gerade gar keine Bedeutung besitzt, weil 
fiir diese Gruppen die Lésung der fundamentalen Probleme trivial ist. 

Als Beispiel ist in der nebenstehenden Figur 7 das Gruppenbild der 
Ikosaedergruppe gegeben. Die Gruppe ist erzeugt durch die beiden Sub- 
stitutionen a, und a, mit den drei Relationen 


a,°—1, a*°—1, a,a,a,a,—1. 


In der Figur bedeuten die Strecken, in der Pfeilrichtung durchlaufen, die 
den beigesetzten Zahlen entsprechenden erzeugenden Substitutionen. Man 
erkennt deutlich, wie die 60 Elemente der Gruppe durch a, und a, aus 
einem Anfangselement entstehen.*) 

Das Gruppenbild einer endlichen Gruppe ist ein endlicher Strecken- 
komplex (s. das Gruppenbild fiir die Ikosaedergruppe mit Spiegelung 8. 145). 

Wir wollen noch einen allgemeinen Schlu8 aus unserer Konstruktion 
ziehen: wir sahen, daB jede geschlossene Kurve des Gruppenbildes eine 
Operation der Gruppe darstellt, die gleich 1 ist, weil sie durch Kompo- 
sition und Transformation aus den S, hervorgeht. Andererseits wird ja 


*) Die Zuordnung dieses Komplexes zu der Ikosaedergruppe ist bekannt (s. Maschke, 
Am. Journ. 1896). Uberhaupt ist das Gruppenbild fiir endliche Gruppen eigentlich 
nicht neu. Es steht in enger Beziehung zu dem Cayleyschen ,,Colour-Diagram“. 
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jede der Identitit gleiche Operation durch eine geschlossene Kurve dar- 
gestellt. Wir haben also den Satz: 

Jede der Identitiit gleiche Operation einer Gruppe, die durch erzeugende 
Operationen mit den Relationen 8, = S,=---=8,,=1 definiert ist, geht 
durch Komposition und Transformation aus den S, hervor. 











g 2. 


Die Fundamentalgruppe eines Flichenkomplexes. 


Um Eigenschaften unendlicher Gruppen fiir die Topologie zu ver- 
werten, bediirfen wir der folgenden Uberlegungen: 

1. In einem Streckenkomplexr C, mit a, Ecken und «a, Seiten kann 
man «,—t,+1—m Kreise (geschlossene Streckensiige) a,, a,, +++, 4,, die 
durch einen Punkt O von C, gehen, so auswiihlen, dap jeder andere Kreis 
von C, stetig auf C, in einen Kreis k’ hiniibergefiihrt werden kann, der 
aus Kreisen a,,---,4,, in passender Aufeinanderfolge wnd Richtung durch- 
laufen, entsteht. 


Mathematische Annalen. LXIX. 10 
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Wir schreiben: 
&=+1 
kek . rm ‘ oder —1 
= va. ge eh k,=1,2---, 9 
oder u , 


was bedeutet, daf k entsteht, wenn man erst a,, dann a, ---, endlich a, 


durchlauft und zwar in positiver oder negativer Richtung, je nachdem 
f,°*+, €, gleich +1 oder gleich — 1 ist. 

Der Beweis fiir den Satz wird unmittelbar durch die bekannten Sitze 
liber die Reduktion von Kurven auf geschlossenen zweiseitigen Flichen ge- 
gegeben, wenn man die zweiseitige Fliche vom Geschlecht p= be- 
trachtet, die aus dem C, folgendermaBen entsteht: Man ersetzt jeden 
n-fachen Knotenpunkt durch ein Blatt mit »—1 Léchern, jede Strecke 
durch eine 2 solche Lécher an den 2 zu ihr gehérigen Knotenpunkten 
verbindende Réhre. 

2. Wir wandeln den C, in einen Flichenkomplex C, um, indem wir 
durch m Kreise k,, k,,---+,k,, Elementarflichenstiicke legen. 

Es mégen k,, k,,--- die Darstellungen haben: 


oe, (1) e(l) 





k, = @)... G4, °°* @,% 
1 kD) kf) ay 
A, 
c™) 
am *n 
k., = a ) ceeser “Oh, 
n. 


Dann bilden wir die Gruppe, deren einzige Operationen 4q,, - - -, a, 
sind und deren Relationen durch A geliefert werden, wenn man statt 
der linken Seite iiberall 1 schreibt. Diese Gruppe heift die Fundamental- 
gruppe G.. des Flichenkomplexes C,. Jedem Kreis k von C, entspricht durch 
seine Darstellung in den a, eine Operation dieser Gruppe und wmgekehrt 
jeder Operation der Gruppe ein Kreis des C,. 

Wenn man bedenkt, a) daB jede Operation von G,, die gleich 1 ist, 
durch Komposition und Transformation aus den k,, - - -, k,, entsprechenden 
Operationen der Gruppe entsteht, b) daB jedes aus mehreren Flichen- 
stiicken zusammengesetzte Elementarflichenstiick mindestens ein solches 
besitzt, dessen Wegnahme es wieder in ein Elementarflachenstiick verwan- 
delt, so ergibt sich leicht: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Kreis k 
in dem C, ein Elementarflichenstiick begrenzt, ist, daB die k entsprechende 
Operation der Fundamentalgruppe des C, in dieser gleich 1 ist. 





et wee. Sg 


aes 
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§ 3. 
Ein topologischer Hilfssatz (das ,,Lemma“). 


Wir werden des éfteren uns des folgenden Satzes aus der Topologie 
der Flichenkomplexe bedienen miissen, den wir wegen seiner ausgezeich- 
neten Stellung in dieser Arbeit kurz das Lemma nennen wollen. 

Ein Flichenkomplex C, miége ganz im Inneren einer homogenen Mannig- 
faltigkeit M,(n > 2) liegen. Auf dem C, mége die Kurve k ein Elementar- 
fliichenstiick E.,' begrenzen. Hat E,' auf seinem Rande keine Singularititen, 
dann begrenzt k in der M, auch ein villig singularititenfreies Elementar- 
fldchenstiick. 

Dieser Satz ist selbstverstindlich, wenn die M, mehr als drei Dimen- 
sionen hat, denn in einer solchen Mannigfaltigkeit ist jedem zweidimen- 
sionalen Gebilde ein homéomorphes ohne Singularititen benachbart. Wir 
kénnen also » = 3 annehmen. 

1. a) Es sei AB eine mehrfach zu zahlende Strecke (A + B), an der 
eine Reihe von Blittern hiingen, d. i Paare von Flachenstiicken, die je 
auf dem singularitiitenfreien Abbild F,° von EF,’ aneinandergrenzen. Da 
wir uns nach Voraussetzung im Innern einer homogenen M, befinden, so 
ist die Umgebung von AB in der M, ein Elementarraumstiick, und wir 
kénnen davon reden, daB sich zwei jener Blatter lings AB durchsetzen 
(schneiden) oder beriihren. 

Nehmen wir nun an, daB sich sémtliche Blitter lings AB beriihren, 
so wird es jedenfalls ein Blatt geben, auf dessen einer Seite kein anderes 
der Blatter liegt, und wir kénnen dieses Blatt durch ein anderes ersetzen, 
das auf dieser Seite liegt und keinen inneren Punkt der Strecke AB ent- 
halt, ohne daB es etwa neue Punkte mit den anderen Blittern gemeinsam 
hat. Wir kénnen dann mit einem weiteren der an AB hangenden Blatter 
genau so verfahren und so erreichen, daB sich keine zwei Blatter mehr 
lings AB beriihren, daB AB also aufhért, singuliire Kante zu sein, ohne 
da8 etwa neve Singularitaiten hereingekommen wiren. 

b) Sei ferner A ein mehrfach zu zaihlender Punkt, an dem eine Reihe 
von Bliattern hiingen, die aber keine von A ausgehende gemeinsame Strecke 
haben. Da die Umgebung von A in der M, wieder ein Elementarraum- 
stiick ist, so kénnen wir ein Blatt finden, auf dessen einer Seite kein an- 
deres der Blatter liegt, und dasselbe durch ein anderes Blatt ersetzen, das 
auf dieser Seite liegt und nicht+mehr durch A hindurchgeht, ohne dab 
es etwa neue Punkte mit den anderen gemeinsam hat. Auf diese Weise 
fortfahrend, kénnen wir A als singuliren Punkt fortschaffen, ohne neue 
Singularititen einzufiihren. 


10* 
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Aus a) und b) erkennen wir, daf wir eine EZ, mit Singularititen 
durch eine singularitiitenfreie E, ersetzen kénnen, wofern nur an samt-. 
lichen singuliren Kanten bloB einander beriihrende Blitter vorkommen. 
Wir werden also unsern Satz bewiesen haben, wenn wir ein Verfahren 
angeben kénnen, das eine gegebene E,’ in eine solche transformiert, bei 
der allen singuliren Strecken obige Eigenschaft zukommt. 

2. a) Zuniichst kann man alle etwa vorhandenen n-fach (n > 2) 
zu zihlenden singuliiren Strecken fortschaffen, indem man die einzelnen 
Blatter durch benachbarte ersetzt, gerade so, wie man den n-fachen Punkt 
einer Kurve durch stetige Abianderung derselben in Doppelpunkte auf- 
lésen kann. 

b) Durch Abiinderung nach 1) schaffen wir sich an Punkten oder 
Kanten beriihrende Blatter fort. Es kénnen ferner singuliire Punkte vor- 
kommen, an denen sich zwei Bliitter mehrfach durchsetzen (d. i. es kann 
Durchdringungslinien mit entsprechenden mehrfachen Punkten geben). 
Durch Ersetzen dieser Blatter durch benachbarte beseitigen wir diese Er- 
scheinung. Endlich kénnen wir jeden »-fachen Punkt (m > 3) durch das- 
selbe Verfahren in bloB dreifache Punkte auflésen. Nach diesen Trans- 
formationen ist jeder singuldre Punkt: entweder ein allgemeiner Punkt 
auf einer singuliren zweifach zu zahlenden Linie oder ein gewéhnlicher 
dreifacher Punkt, durch den drei Blatter hindurchgehen, wie die drei Koor- 
dinatenebenen des Cartesischen Systems durch den Anfangspunkt (,,Ver- 
zweigungspunkte“ sind nach unserer Bezeichnung nicht singulire Punkte, da 
ja nur ein [sich selbst durchdringendes| Blatt durch einen solchen Punkt 
hindurchgeht). An singuldren Linien hat die E,' nur noch: 1. Paare 
von singuliren Strecken mit gemeinsamen Endpunkten, die ungeschlossene, 
in einfachen Verzweigungspunkten endende Doppellinien bilden, 2. ge- 
schlossene Linien, die, entweder zyklisch auf sich selbst bezogen oder 
paarweise auf einander bezogen, geschlossene Doppellinien bilden. Keine 
einzelne Strecke (des singularititenfreien Abbilds) hért in einem Punkte 
auf, ohne daB sich eine weitere singuliire Strecke an diesen Punkt an- 
schlieBt. Andernfails miiBte der dem Endpunkte entsprechende Punkt 
auf dem Rande der FE,’ liegen gegen die Voraussetzung: der Rand wiirde 
die E,' in einem inneren Punkte schneiden. 

A) Wir wollen zuniichst die wngeschlossenen Doppellinien behandeln. 
Seien /’ und 2” zwei Strecken auf dem singularitiitenfreien Abbild E,° 
von FE,’ mit denselben Anfangs- und Endpunkten A und B. Die Linien 
Vv und /” fallen in EF,’ zusammen und bilden eine Doppellinie 1. A und 
B sind die zu ihr gehérigen Verzweigungspunkte. 7’ und 1” kénnen 
Doppelpunkte haben und auch einander schneiden. Sei C ein solcher 
Schnittpunkt, so entspricht C = C’ auf I’ etwa C” auf I”, und wir kénnen 
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C’ und C” voneinander verschieden annehmen, da andernfalls C als zu der 
+ Doppellinie gehériger End- und Verzweigungspunkt angesehen werden 
kann (s. Fig. 1). 





Fig. 1. Fig. 2. 


Seien nun AF” und AF” (s. Fig. 2) zwei einander entsprechende 
singularititenfreie Strecken von U’ und /” ohne gemeinsame Punkte, dann 
kénnen wir lings des entsprechenden Stiickes AF’ von / eine ,,Umschal- 
tung vornehmen, d. i. die Blatthilften, in die jedes Blatt durch AF zer- 
fallt, in anderer Weise aneinanderheften, so zwar, daB sich die neuen 
Blatter lings AF beriihren und die Umgebung von A zweiblittrig wird. 
Das kénnen wir so machen, dab wir jede Blatthilfte mit derjenigen Hilfte 
der anderen Blatter verbinden, die von ihr in £,° durch keine der Linien 
AF” oder AF” getrennt wird (s. Fig. 2, wo diese Verbindung durch 
verschiedenartige Pfeile angedeutet ist). Dadurch wird der friiher einfach 
zu zahlende Punkt A in einen zweifachen verwandelt; der zweifache Punkt 
F in einen einfachen. Die Anzahl «, der Ecken von £,’ bleibt also un- 
verandert, und damit auch ihre Charakteristik, und da die neue Fiche 
auch nicht zerfillt, wie z. B. ein Blick auf die Figur zeigt, so ist sie ein- 
fach zasammenhiingend geblieben. Von dem Punkt F geht wieder eine 
ungeschlossene Doppellinie k aus, welche aber nicht notwendig mit einem 
Teil von 7 identisch ist. Da die Schnittpunkte der die Doppellinie bil- 
denden Strecken sich nicht selbst entsprechen, so kénnen wir diesen 
ProzeB so lange wiederholen, bis als Doppellinie bloB ein Stiick 
DE ={(DE),(DE)’} iibrig bleibt, auf der kein Schnittpunkt der Stiicke 
(DEY und (DE)’ und kein Doppelpunkt derselben liegt. (DE)’ und (DE)” 
sind also singularitiitenfreie Strecken ohne gemeinsame Punkte. 

Es ist nun leicht einzusehen, daB wir lings dieser Doppellinien das 
Schneiden der Blatter durch Umschalten der Blatthilften in 
Beriihrung verwandeln kénnen, so zwar, da8 die Umgebungen 
von D und E einbliittrig bleiben. Die aneinander zu heften- 
den Blatter sind in der Fig. 3 ‘durch gleiche Schraffur aus- 
gezeichnet. Wieder bleibt die Anzahl der Ecken ungeindert, 
die neue Fliche zusammenhiingend und also auch einfach zu- 
sammenhiingend. Schaffen wir also noch die Beriihrung lings 
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AB gemiB 1. a) fort, so haben wir die Singularitit von / beseitigt, ohne 


neue Singularitiiten einzufiihren oder den Zusammenhang zu iindern. Auf- 


diese Weise kénnen wir an die Stelle von EF,’ ein Elementarflichenstiick 
E,” mit derselben Randkurve setzen, dessen Singularitiiten bloB in ge- 
schlossenen Doppellinien bestehen. 

B) Es bleibt noch tibrig, die geschlossenen Doppellinien wegzu- 
schaffen. Wir ordnen sie in Gruppen zusammen, und zwar betrachten 
wir als zu einer Gruppe gehérig die Strecken, die eine Doppellinie bilden, 
ferner die Strecken aller derjenigen singuliren Linien, die durch die sin- 
guliren Punkte der ersten Doppellinie hindurchgehen; und weiter die Strecken 
aller derjenigen singularen Linien, die durch die singuliiren Punkte jener 
zweiten Schar von Kurven hindurchgehen usw. Die Strecken einer Gruppe 
bilden nach dem oben Auseinandergesetzten eine Reihe von geschlossenen 
Kurven auf dem singularitiitenfreien Abbild der Mannigfaltigkeit. Haben 
wir also irgend zwei Punkte der Mannigfaltigkeit, die nicht auf diesen 
Linien liegen, so haben alle Verbindungsstrecken derselben entweder eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl von Punkten mit jenen Linien gemein- 
sam. Wir nehmen nun irgend ein Paar entsprechender Strecken der 
Linien einer Gruppe und schalten lings derselben die an ihr hiangenden 
Halbblatter um, und zwar so, dab zwei Halbbliitter ineinander iibergehen, 
bei denen je zwei Punkte Verbindungsstrecken haben, die eine ungerade 
Anzahl von Punkten mit den Linien der Gruppe gemeinsam haben. Wir 
behaupten nun folgendes: Wenn wir jene Umschaltung nach der einen 
Seite der Strecke geniigend lang stetig fortsetzen, so kommen wir zu 
allen Strecken der Gruppe, mit Ausnahme eines Paares entsprechender 
Strecken, auf denen kein singulirer Punkt liegt. Die Mannigfaltigkeit geht 
iiber in eine zwei- oder einseitige Fliche mit der Zahl p = 1 resp. k = 2, 
auf der die tibrigbleibenden Strecken eine geschlossene, singularititenfreie, 
nicht zerstiickelnde, zweirandige Kurve zusammensetzen. Schneiden wir 
lings dieser die Fliche auf und heften die Strecken jeder der beiden 
Randkurven zusammen, so ist die Umschaltung fiir die Linien der Gruppe 
vollendet, d. h. wir haben die Mannigfaltigkeit ohne Hinzufiigung neuer 
Singularititen iibergefiihrt in eine neue, einfach zusammenhiingende Man- 
nigfaltigkeit, bei der die Singularitiit lings der Linien der Gruppe nach 
1. fortgeschafft werden kann. Durch den Beweis der obigen Behauptung 
wird also das Lemma vollstindig bewiesen sein. 

1. Zeigen wir, daB wir bei Fortsetzung der Umschaltung zu allen 
Strecken der Gruppe kommen: Verlingern wir die Umschaltung tiber den 
nichsten singuliren Punkt heriiber, so erhalten wir eine offenbar zusammen- 
hiangende Mannigfaltigkeit, bei der nun die von dem Endpunkt der Um- 
schaltung ausgehende singulire Linie sich veriindert hat: Vor der Um- 
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schaltung lief sie noch ein zweites Mal durch den singuliren Punkt. 
Durch die Umschaltung werden nun die beiden auBer der Umschaltungs- 
strecke durch den singuliren Punkt gehenden Zweige selbst eS 
wie das in der Figur 4 durch die punktierten 
Linien angedeutet ist. Kommen wir also jetzt 
von dem Endpunkt der Umschaltungsstrecke fort- 
schreitend zu dem singuliren Punkt zuriick, so 
miissen wir auf dem andern Zweige uns wieder 
von demselben entfernen. Dieser andere Zweig 
gehért einer zweiten, ebenfalls zur betrachteten 7 

Gruppe gehérigen, Doppellinie an. Beim Durch- ~~ 

laufen derselben kommen wir wieder zu dem singuliiren Punkt zuriick 
(n. Vs. ist die Linie ja geschlossen) und entfernen uns von dem Punkt 
auf der noch tibrigbleibenden Strecke, die der ersten singuliren Linie 
angehért. Verfolgen wir diese weiter, so kommen wir zum Anfangs- 
punkt der Umschaltungsstrecke zuriick. Wir sehen also: die vom End- 
punkt der Umschaltungsstrecke auslaufende singuliire Linie besteht aus 
dem iibrigbleibenden Teil der ersten singuliiren Linie und der anderen 
Linie, die von dem singuliren Punkt ausgeht, und fiir diese neue 
Doppellinie ist der betreffende Punkt nicht mehr singulir. In dieser 
Weise fortfahrend, erkennen wir, daB wir bei stetiger Fortsetzung der 
Umschaltung in der Tat, alle Linien der Gruppe durchlaufend, endlich als 
vom Endpunkte der Umschaltung auslaufende singulire Linie eine im 
Anfangspunkt endigende Strecke iibrig behalten, die keinen singuliren 
Punkt mehr hat. Neue singuliire Strecken sind dabei nicht entstanden. 

2. Durch die Umschaltung bleibt die Fliche offenbar zusammen- 
hangend. Die Multiplizitiit aller Punkte bleibt unverindert, nur Anfangs- 
und Endpunkt der Umschaltung, die vorher zweifache Punkte waren, sind 
jetzt einfache Punkte geworden. Also hat die neue Fliche die Zahl p=1 
resp. k = 2. 

3. Mégen A’ B und A” B” (s. Fig. 5) 
die singularitiitenfreie Strecke bilden, lings 
deren wir mit der Umschaltung begonnen 
haben. Diese ist aber so eingerichtet, dab 
wir zwei Punkte P’ und P” auf Seiten von 
B A’ und B’ A”, die ineinander tibergehen, 
durch einen Streckenzug TT verbinden kénnen, 
der,eine ungerade Anzahl] von Punkten mit 
den Strecken der Gruppen, die als singular 
iibrig bleiben, gemeinsam hat. Setzen wir 
nun die Umschaltung tiber den niichsten 








Fig. 5. 
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singuliren Punkt S hiniiber etwa bis (C’,C”’) fort, so kénnen wir auch 
jetzt eine Kurve TT’ finden, die eine ungerade Anzahl von Punkten mit 
den als singulir iibrig bleibenden Strecken der Gruppe gemeinsam hat; 
wir brauchen nur jede die Strecken BC’ oder B’C” schneidende Strecke 
XY von TI durch das Streckenpaar YC’, C’ X resp. YC’, C’X m er- 
setzen, das drei Punkte mit jenen Strecken gemeinsam hat. Durch diesen 
ProzeB entsteht aus TT wieder eine geschlossene Kurve mit der verlangten 
Eigenschaft. Auf diese Weise fortfahrend behalten wir endlich von den 
Strecken der Gruppe nur noch zwei singularitiatenfreie Strecken A Z iibrig, 
und wir kénnen eine geschlossene Kurve TT° finden’, die eine ungerade An- 
zahl von Punkten mit diesen beiden Strecken gemeinsam hat. Diese bilden 
also eine nicht zerstiickelnde Kurve der Fliche. 

4. Wir haben endlich nachzuweisen, daB die aus den beiden Strecken 
AZ gebildete Kurve zweirandig ist. Wir betrachten die Kurve, die aus 
den beiden Strecken A’ B und A” B’ gebildet ist, mit denen wir die 
Umschaltung begonnen haben. Diese Kurve ist sicher zweirandig; ihre 
beiden Riander werden aus den beiden Seiten von A’ B resp. aus den 
Seiten von A” B” gebildet.*) Daran fndert sich auch nichts, wenn wir 
die Umschaltung vis zum Punkte C iiber einen singuliiren Punkt fort- 
setzen. Andererseits ist die Kurve 
(A’ B, A” B’) resp. (A’C’, A” C”) 
eine nicht zerstiickelnde, denn es gibt 
eine geschlossene Kurve TT, resp. TT’, 
die sie nur in einem Punkte trifft. 
Fiihren wir die Umschaltung bis zum 
Punkte Z, so erhalten wir demzufolge 
eine zweirandige, nicht zerstiickelnde, 
doppelpunktlose Kurve, die von der 
aus den beiden Strecken AZ gebildeten 
Kurve in zwei Punkten, niimlich A 
und Z, geschnitten wird. Folglich ist auch diese letztere Kurve zweirandig, 
womit unser Beweis vollendet ist. 

Zusatz. Wir werden das Lemma noch in folgender Form gebrauchen: 

Auch dann wird unter sonst gleichen Voraussetewngen K ein singu- 
laritiitenfreies Elementarflichenstiick begrenzen, wenn im urspriinglich ge- 
gebenen E,' zwar Singularititen auf K liegen, aber K nicht das Innere 
von E,' schneidet (d. i. von der einen Seite von E,' zu der anderen durch- 
dringt). 





Ir’ 


Fig. 6. 


*) Die von A ausgehenden zwei singuléren Strecken liegen auf verschiedenen 
Randern der Kurve (A’ B’, A” B’’). 
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In der Tat geniigt diese Voraussetzung, um, was allein zum Beweis 
niétig ist (s. S. 148), die Unméglichkeit singulirer Strecken, die im Innern 
von E,° aufhéren, ohne daB sich eine zweite singulére Strecke anschlieBt, 
herbeizufiihren. 


Kapitel II. 
Knoten und Gruppen. 
$1. 
Definition. 


Gehen zwei Gebilde G und G’ des gewéhnlichen Raumes durch eine 
stetige Deformation des Gesamtraumes ineinander iiber, so werden G und 
G’ im Enzyklopiidieartikel als isotop in bezug auf den Raum bezeichnet. 
Zwei singularititenfreie Strecken, Elementarflichenstiicke, Kugelfliichen 
oder Elementarraumstiicke sind je miteinander isotop. Dagegen gibt es 
homéomorphe, aber nicht isotope geschlossene Kurven, berandete oder 
geschlossene Flichen von héherem Geschlecht: Sei U die Randkurve eines 
singularititenfreien Elementarflichenstiickes, K eine weitere geschlossene 
Raumkurve ohne Singularitiiten. Dann ist K nur dann isotop mit U, 
wenn es auch ein von K berandetes singularitiatenfreies Elementarflichen- 
stiick gibt. Das ist aber im allgemeinen nicht der Fall, nimlich immer 
dann nicht, wenn K im gewéhnlichen Sinne eine verknotete Kurve ist. 

Definition: Eine geschlossene (singularitétenfreie) Kurve K heipt 
dann und nur dann unverknotet, wenn sie isotop ist mit der Begrenzung 
eines singularititenfreien Elementarfldchenstiickes. 

Wir werden im dritten Paragraphen dieses Kapitels eine Methode ent- 
wickeln, um fiir jede topologisch definierte Raumkurve zu entscheiden, ob 
sie verknotet ist oder nicht. 

Wihrend fiir spiter die Benutzung unendlicher Gruppen erforderlich 
ist, wollen wir zunichst rein geometrisch Eigenschaften von Knoten ent- 
wickeln, die auch fiir das Folgende von Wichtigkeit sind. 


§ 2. 
Der verknotete Schlauch. 


Die Begrenzung der Umgebung einer geschlossenen Raumkurve K 
ist eine Ringfliche R (ein Schlauch). Wir finden sie als die Begrenzung 
einer aus zwei Elementarraumstiicken E,' und E,* bestehenden Domine 
J: E,;' und E,? haben zwei Elementarflichenstiicke E,' und E,* gemein- 
sam, und die Raumkurve K besteht aus zwei Strecken, die zwei Punkte 
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von EF,‘ und £,? im Innern von E£,' und E,? miteinander verbinden. Wir 
erkennen: jede doppelpunktlose Kurve auf 2, die die Begrenzung von E,' 
und E,* je einmal schneidet (sie zerstiickelt 2 nicht), begrenzt mit K 
zusammen ein in J liegendes singularititenfreies Band und ist daher in 
J mit K isotop. Ist also K verknotet, so mu es auch jene Kurve sein. 
— Die Domiine, die zusammen mit dem Innern J des Schlauches den Ge- 
samtraum bildet, wollen wir als AuBenraum A bezeichnen, ferner die Be- 
grenzung von E,', die nach Konstruktion in J ein einfach zusammen- 
hiingendes Flachenstiick begrenzt, mit 3. Wir zeigen, daB es unter jenen 
3 einmal schneidenden Kurven solche gibt, die in A begrenzen (homolog 
Null sind). In der Tat: fiigen wir zu A das Elementarraumstiick E£,' 
hinzu, so wird A zu einem Elementarraumstiick, in dem jede geschlossene 
Kurve homolog Null ist. Es ist also jede Kurve von A homolog mit 
einer Anzahl von Kurven auf der Begrenzung von £,'. Da aber von 
diesen bloB die Begrenzungen von E,' und E£,’ in A -nicht begrenzen 
und alle beide mit J homolog sind, so ergibt sich, daB jede Kurve in A 
und auf seiner Begrenzung mit der mehrfach gezihlten Kurve 3 homolog 
Null ist. Sei also C eine beliebige, 3 einmal schneidende Kurve des 
Schlauches, so ist in A 

Crn$, 
also 

C—nI~O0. 

Aber man kann stets eine 3 einmal schneidende, singularititenfreie Kurve YU 
finden, die mit C —nJ homolog ist. Es folgt also, dab 

A~O 
ist im AuBenraum A, wie behauptet. Und zwar wird das von & in A 
begrenzte Flichenstiick dann und nur dann einfach zusammenhingend 
sein kénnen, wenn K unverknotet ist. Denn in diesem Falle werden wir 
durch Hinzufiigung des oben erwihnten singularititenfreien Bandes ein 
von K begrenztes Elementarfliichenstiick ohne Randsingularitiiten und 
folglich nach dem Lemma ein solches iiberhaupt ohne Singularititen er- 
halten, woraus folgt, daB K unverknotet ist. Hierauf werden wir im 
nichsten Paragraphen zuriickkommen. 


§ 3. 
Konstruktion der zu einem Knoten gehérigen Fundamentalgruppe. 
Ein jeder Streckenkomplex liefert (s. Kap. 1, § 2) eine mehrfach zu- 
sammenhingende Fliiche: Die Strecken werden mit Réhren umgeben, die 


an den Knotenpunkten ineinander iibergehen. Wir wollen speziell diese 
Flichen betrachten fiir die ebene Projektion eines Knotens. Es liefert 
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z. B. die einfachste Projektion des einfachsten Knotens, die Kleeblatt- 
schlinge, eine Fliche vom Geschlecht 4. Allgemein liefert eine Projektion 
mit » — 1 Uberkreuzungsstellen eine Fliche F vom Geschlecht p =n. 

Um eine bestimmte Anschauung den folgenden Erérterungen zugrunde 
legen zu kénnen, denken wir uns die Fliche F’ symmetrisch in bezug 
auf die Projektionsebene. Sie kann dann ferner so gelegt werden, daB sie 
n-+1 Kurven mit der Projektionsebene gemeinsam hat: den fduBeren 
UmriB und die Umrisse der » Parzellen. Diese letzteren Kurven trans- 
formieren wir auf F durch einander und die Umrisse nicht schneidende 
Doppelstrecken, die zwei Nachbarpunkte mit je einem der inneren Umrisse 
und auBerdem alle einen etwa auf der Oberseite von F liegenden Punkt P 
gemeinsam haben. Wir bezeichnen die so entstehenden » auf der Fiche 
und durch P laufenden, singularitiitenfreien Kurven mit C,,,, C,,9,°**, Co,- 
Wir legen durch P noch weitere n Kurven C,,---,C, von der Art, dab 
C, die Kurve C,,; in P schneidet (d. i. von der einen Seite von C,,, 
auf die andere iibergeht), C, die Kurve C,,,(h+ 7%) nicht schneidet und 
daB zwei Kurven C,; und C, auBer P iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam 
haben. Dann wird die Fliche durch Zerschneiden lings C,,---,C,, in 
ein Polygon verwandelt, dessen Berandung bei geeigneter Bezeichnung 
durch die Kurven C,, C,,,, Ci’, Cris, --- im der angegebenen Weise 
durchlaufen gebildet wird. Jede Kurve L auf F,, ist aquivalent mit einer 
Anzahl von Kurven C, in bestimmtem Sinn nacheinander durchlaufen, wie 
etwa der Ausdruck angibt 

Cy Or Om (& = + 1). 

Bilden wir die unendliche (Fuchssche) Gruppe mit den erzeugenden 
Operationen C,, C,,---, C,, und der einzigen Relation 


; 0, C4, 07 Orta ++, 


dann entspricht jedem Element der Gruppe eine Kurve auf F und um- 
gekehrt; ferner jedem Element der Gruppe, das sich vermége der Relation 
als = 1 erweist, eine Kurve, die auf der Fliche ein einfach-zusammen- 
hangendes Flachenstiick begrenzt und umgekehrt. 

Bilden wir nun eine neve Gruppe mit denselben erzeugenden 
Relationen und 

Cras = C,42= °°: = G,—1, 

so folgt die obige Relation und ferner wird jede Kurve auf F, deren 
zugehérige Substitution in+dieser neuen Gruppe =1 ist, im zu F ge- 
hérenden AuBenraum ein Elementarflaichenstiick begrenzen, da ja dies 
fir C,,,,--+ C,, der Fall ist. Aber auch umgekehrt, jeder Flichen- 
kurve L, die in jenem AufSenraum ein Elementarflichenstiick begrenzt, 
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entspricht eine Substitution in der Gruppe, die gleich 1 ist. Um dies 
einzuseher, konstruiere man von C,,,,---, C,, begrenzte, im AuBenraum 
gelegene, singularititenfreie Elementarflichenstiicke. Werden diese doppelt 
genommen, so bildet F' zusammen mit ihnen eine Kugelfliche. Ein 
Elementarflichenstiick FE, dessen Rand ZL ist und das wir uns dem Lemma 
zufolge etwa singularititenfrei vorstellen kiénnen, schneidet diese Kugel 
méglicherweise in geschlossenen Kurven. Jedes der Stiicke, in die E 
zerfallt, ersetzen wir durch ein Stiick der Kugeloberfliiche und erhalten 
so ein von L begrenztes Elementarflichenstiick, das bloB aus Flachen- 
stiicken jener Kugeloberfliiche zusammengesetzt ist. Diese sind aber von 
den Kurven C,,,,---, C,, oder von der Kurve C,C,,, Cy" Ort1--- be- 
grenzt, woraus folgt, daB das der Kurve LZ entsprechende Element der 
Gruppe = 1 ist. — Da wir aus einer Gruppe erzeugende Elemente, die 
gleich 1 sind, fortlassen kénnen, so erhalten wir als den Kurven der 
Flache F in bezug auf den AuBenraum entsprechende Gruppe diejenige, in der 
C,,--+, C, erzeugende Elemente sind, zwischen denen keine Relation besteht. 

Wir wollen nun zu dem Aufenraum von F' noch »— 1 Elementar- 
raumstiicke hinzuftigen, entsprechend den n—1 Uberkreuzungspunkten 
der Projektionsfigur: Sei ABCD (s. Fig. 8) eine einen Uberkreuzungs- 
punkt umgebende Kurve auf der Fliche, 
und zwar sollen die Punkte ABCD auf 
solchen UmriBteilen liegen, die dem Zweig 
entsprechen, der unterhalb des anderen 
durch den Uberkreuzungspunkt hindurch- 
geht. Ferner sollen die Strecken AB 
und CD auf der Oberseite, die Strecken 
BC und AD aut der Unterseite von F 
verlaufen. A’ B’C’D’ sei eine Nachbar- 
kurve von ABCD auf F. Dann nehmen 
wir aus dem Innenraum von F ein Ele- 
mentarraumstiick heraus, das von diesen 
beiden Kurven, dem zwischen ihnen liegenden Streifen von F und zwei 
von ihnen im Innenraum begrenzten Elementarflichenstiicken begrenzt 
wird, und fiigen es zu dem AuBenraum hinzu. Ebenso verfahren wir bei 
den anderen Uberkreuzungspunkten. Wir erhalten dann einen Aufen- 
raum A, der begrenzt ist von einer Ringfliche R, die genau so verknotet 
ist wie die urspriinglich gegebene Kurve K. 

Die n—1 Kurven ABCD usw. sind im AuBenraum von F, wie 
oben gezeigt, auf Kurven von der Form 


ve. antl ) 
Oy Ce Aer - oder n 
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reduzierbar. Wir wollen die »—1 Kurven in dieser Form etwa mit 
S,,-++S,_, bezeichnen. 


In bezug auf den AuBenraum A von RF haben die Kurven von R 
folglich die Gruppe: 


erzeugende Elemente: C,, C,,---, C, 


n? 


* | Relationen: S,=—S8,=—---=S =—1. 


Diese Gruppe G, wollen wir die Fundamentalgruppe der geschlossenen 
Raumkurve K nennen. 

Wir wollen noch angeben, wie man in 
einfachster Weise die » — 1 Relationen direkt 
aus der Projektionsfigur ablesen kann: Seien 
(Fig. 9) m,, m,, m,, m, die Nummern der Par- a 
zellen, die in einem Uberkreuzungspunkt zu- 
sammenstoBen und in der Reihe m,m, m,m, 
aufeinander um den Punkt herum folgen. Mége 
nun m, und m,, sowie m, und m, je an 
dem untern Zweig zusammenstofBen, so lautet 
die zum Kreuzungspunkt m gehirige Relation : 


Sm = Cm, Cmg Cn, Om, = 1, 


wenn der Umlaufssinn der C; geeignet gewihlt ist. Fiir die Kreuzungs- 
punkte, die auf dem fiuBeren Umrif liegen, ist das in bezug auf diesen 
vorkommende Glied in der Relation einfach fortzulassen. Der Beweis 
fiir diese Behauptung ist leicht mit Hilfe der Siitze iiber die Reduktion 
von Kurven auf Flachen zu fiihren. 

Alle Relationen der Gruppe G, sind also 
drei- oder viergliedrig. Wir erhalten auf diese 


Weise fiir die Kleeblattschlinge (Fig. 10) die \s) 





Fundamentalgruppe : 
erzeugende Elemente: C,, C,, C,, C,: 
C, Cr * Cy = Cz Cr" Cs 
= 0;0;'C, = 1. 


Fig. 10. 


| Relationen: 


§ 4. 
Unverknotete Raumkurven. 


Eine unverknotete Raumkurve ist dadurch charakterisiert, daB sie 
die Begrenzung eines singularitatenfreiea Elementarflichenstiickes ist. Da 
nun die Ringfliche R wie die gegebene Kurve K verknotet ist, so 
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ist die im AuBenraum A von R begrenzende Kurve & auf R verknotet 
oder unverknotet, je nachdem es K ist. Ist K unverknotet, so wird U im 
AuBenraum A ein singularititenfreies Elementarflichenstiick begrenzen. 
Ist also Sy die & in der Gruppe G, darstellende Substitution, so muB 
Sq = 1 sein, wenn K unverknotet ist. Umgekehrt: ist Sy—1, so be- 
grenzt & im AuBenraum ein Elementarflichenstiick, das, da UM auf der 
Begrenzung von A liegt, keine wesentlichen Randsingularititen haben 
kann. Folglich begrenzt & dann auch nach dem Lemma ein singularitiiten- 
freies Elementarflichenstiick in A. Wir haben damit den Satz: 

Satz 1. Damit die Raumkurve K unverknotet ist, ist notwendig und 
hinreichend, daB in der zu K gehirenden Gruppe Gx eine bestimmte Sub- 
stitution Sy —=1 ist. 

Im Falle daB K unverknotet ist, also auch der Schlauch R, sind 
alle Kurven auf R in dem AuBenraum A reduzierbar auf die Potenz 
einer einzigen Kurve, der im Innern begrenzenden Kurve 3 auf R. Es 
ist also in diesem Falle Gx isomorph mit der (Abelschen) Gruppe, die 
aus einer einzigen erzeugenden Operation ohne Relation besteht. Um- 
gekehrt, wenn Gx eine Abelsche Gruppe ist, so folgt, dab K unverknotet 
ist. Denn da & im AuBenraum homolog Null ist, so folgt, daB 


" n-1 
X= DnG= > 4,8; 


sein muB, wo s, an der Stelle der der Substitution S, entsprechenden 
Kurve von R steht. Aus dieser Kongruenz folgt aber, wenn Vertauschung 
der Reihenfolge der Substitutionen erlaubt ist, sofort 
Sx =1 ’ 

womit die in Satz 1 aufgestellte hinreichende Bedingung erreicht ist. Wir 
haben also den 

Satz 2. Dann und nur dann ist K unverknotet, wenn die Fundamental- 
gruppe von K abelsch ist. 

Ist eine Knotengruppe abelsch, so ist sie isomorph mit der 
Gruppe {S*}. 

Noch eine dritte Methode kann man anwenden, um die unverknoteten 


Kurven zu erkennen: Sei ® irgend eine singularitiitenfreie Kurve auf der 
Ringflache R, fiir die die Homologie besteht 


R~ J+ mA. 


(Jede Kurve ®, die & nur einmal schneidet, wird eine Homologie dieser 
Art befriedigen.) J (die im Inneren begrenzende Kurve) kann dargestellt 
werden durch die Substitution C, (wo i der Index einer Parzelle ist, die 








——_ 
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mit dem Aufenrand eine Strecke gemeinsam hat). § sei dargestellt durch 
die Substitution Sy von Gy. Ist nun G x abelsch, so ist 
Sy=1 und Sy=C,. 

Fiigt man nun zu A eine in J liegende, von einem Streifen lings 3 
begrenzte Scheibe hinzu, so wird A fiir jeden Knoten ein Elementar- 
raumstiick. Die Gruppe der Kurven auf R in bezug auf dieses Elementar- 
raumstiick entsteht aber aus Gx, wenn man die Relation C,=—1 hinzu- 
fiigt. Da aber alle Kurven auf R in diesem Elementarraumstiick ein 
Elementarflichenstiick begrenzen, so mu die Gruppe, die aus Gx durch 
Hinzufiigen von C,;= 1 entsteht, die Identitét sein. Folglich mu8 nach 
obigem, wenn K unverknotet ist, auch Gx zur Identitét werden, wenn 
man Sy = 1 hinzufiigt. Ist aber K verknotet, so wird das im allge- 
meinen nicht der Fall sein, wie wir an Beispielen im nichsten Para- 
graphen zeigen werden. Vielmehr entstehen aus verknoteten Schliuchen 
Mannigfaltigkeiten von der Art, wie sie von Poincaré (Pal. Rend. 1904) 
entdeckt sind und die wir deshalb Poincarésche Rédume nennen wollen. 
Dies sind geschlossene M, ohne Torsion mit einfachem Zusammenhang, 
d. i. jede geschlossene Kurve begrenzt in den M, einmal genommen. Aber 
sie sind im allgemeinen nicht mit dem gewéhnlichen Raum homéomorph. 
Eine solche Mannigfaltigkeit kann, in diesem allgemeinen Falle, wie im 
letzten Kapitel bewiesen wird, nicht als Fundamentalgruppe die Identitit 
haben. Folglich haben wir (s. tiber Konstruktion der Fundamentalgruppe 
in M,, Kapitel III, § 3): 

K ist verknotet, wenn durch Hinzufiigen irgend einer von gewissen 
Relationen Sy = 1 zur Fundamentalgruppe Gx diese nicht zur Identitét wird. 


§ 5. 
_Spezielle Knoten und Poincarésche Riume. 
a) Die Kleeblattschlinge. 
Die Fundamentalgruppe der Kleeblattschlinge ist, wie oben gezeigt: 
erzeugende Substitutionen: C,, C,, C,, C,; 
Relationen: 
C,C>*C, = C,0r1C, = C,Cr*C, = 1. 

Das Gruppenbild (s. Kap. I, § 1) setzen wir zusammen aus Parallel- 
streifen (Fig. 11), die begrenzt sind von Linien, die aus Strecken C, be- 
stehen. Wir zeichnen nun zwei gleichlaufende Ketten von Strecken C,, 
die wir durch einen Streckenzug C,C,C, C,C,C, ete. so verbinden, dab 
die Ecken dieses Streckenzuges abwechselnd auf den beiden C,- Ketten 
liegen. Wir erhalten auf diese Weise drei verschiedene Arten von Ecken 
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bei den Streifen: solche, von denen C, und C>-', solehe, von denen C, und 
C,-‘, endlich solche, von denen C, und C—* ausgehen. Wir nehmen nun einen 
Streifen und heften an seinen einen Rand zwei weitere Streifen, mit ihren 
Randern gleichlaufend, so an, daB an jedem der Eck- 
3 punkte des gemeinsamen Randes jetzt alle drei Arten 
von Ecken zusammenstoBen. Wir brauchen nur dafiir 
zu sorgen, daB dies an einem einzigen Eckpunkt der 
Fall ist, dann wird von selbst die Forderung fiir 
alle Eckpunkte erfiillt sein. An den drei freien 
Randern dieses Streifentripels heften wir wieder in 
derselben Weise je zwei weitere Streifen an und 
fahren so fort. Wir erkennen leicht, daB der so 
entstehende unendliche Streckenkomplex tatsiichlich 
das Bild der vorgegebenen Gruppe ist. Denn von 
jedem Punkte gehen die acht Strecken 
C, C, 0,0, C-* C>* Co* Cr 
aus und an jeder der Strecken hiangen die zwei resp. 
drei Kreise, die den zwei resp. drei verschiedenen 
Arten entsprechen, wie die betreffenden Substitu- 
tionen in den Relationen vorkommen. 
Wir erkennen nun sofort, daB die Gruppe nicht iso- 
Vig. 11. morph ist mit der Gruppe {S*}, daB sie nicht abelsch 
ist. Zum Beispiel ist der Streckenzug C,C,C-'*C>' 











nicht geschlossen. 

Der im AuBenraum begrenzenden Kurve & auf R entspricht die Sub- 
stitution Sy = C, C, C,C>*C>'C>*. Wir erkennen auf dem Gruppenbild 
sofort, daB Sy durch einen ungeschlossenen Streckenzug dargestellt wird, 
also Y& begrenzt im AuSenraum kein Elementerflichenstiick, sondern nur 
eine Fliche héheren Zusammenhangs, wie es sein muB, da K verknotet ist. 

Wir wollen nun den zur Kleeblattschlinge gehirigen Poincaréschen 
Raum (s. 8. 159) betrachten: Eine die Kurven & und C, einmal schneidende 
Kurve ® der Ringfliche wird durch die Substitution Sy = C, C, C,C>'C>* 
dargestellt. Fiigen wir zu dem AuBSenraum lings ® eine Scheibe ‘/hinzu, 
so entsteht ein von einer Kugelfliche begrenzter Poincaréscher Raum 9. 
Die Gruppe dieses Raumes ist, da alle Kurven des AuBenraumes A auf 
Kurven der Ringfliche reduzierbar sind, gleich der Gruppe der auf der 
Ringflache liegenden Kurven in bezug auf 9, d. i. sie ist folgende: 


erzeugende Elemente: C,, C,, C,, C,; 
Relationen: 1) C, C>-*C, = 2) C, C>' C,=3)C,C>-'C,=1 } Ge. 
4) C,0,0,C>'Cr*=1 
































Topologie des dreidimensionalen Raumes. 161 


Wir wollen das Gruppenbild konstruieren: Dazu betrachten wir die 
folgende dodekaedrische Figur 12. Die den Strecken beigefiigten Pfeile und 
Zahlen bedeuten, daB die Strecken, im Pfeilsinn durchlaufen, die erzeu- 
genden Operationen mit dem der Zahl entsprechenden Index darstellen. 
Die Figur besteht aus neun Fiinfecken, einem Sieben- und einem Achteck 








und dem Randpolygon. Jedes Polygon stellt, in einem bestimmten Sinn 
durchlaufen, den Ausdruck der linken Seite der 4" Relation dar, resp. 
diesen Ausdruck transformiert durch die ersten drei Relationen. Wir er- 
kennen, daB aus den vier Relationen die (dem Randpolygon entsprechende) 
Relation 

5) C°C3 = 1 
folgt. Andererseits erhalten wir durch Transformation der 4° Relation 
mit Hilfe der drei anderen 

6) CF Cr-* =1, 
woraus folgt: “ 

T) C2? = C,° = OC, = CS = 1. 
Wir wollen, ehe wir diese Relationen benutzen, noch etwas darauf 

eingehen, wie man die Behauptung nachweist, dab die den Polygonen der 


Mathematische Annalen. LXIX. 11 
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Fig. 12 entsprechenden Relationen, sowie 6) aus der Relation 4) vermége 
1), 2) und 3) hervorgehen. Zu dem Zwecke konstruieren wir uns einen 
Teil des Gruppenbildes fiir die Gruppe der Kleeblattschlinge, in der der 
Ausdruck auf der linken Seite von 4) dargestellt wird. Dieser Teil besteht 
aus fiinf Streifen (s. Fig. 13). Aus der Relation 4) folgt, daB die beiden 
freien Rander zusammenfallen, und zwar so, daB die Endpunkte des den 
Ausdrack 4) darstellenden Streckenzuges aufeinander fallen und dement- 
sprechend die anderen Punkte der beiden Rinder. Dann folgt durch 
direkte Betrachtung der Figur, daB die anderen behaupteten Relationen 
gelten: Die sie darstellenden Streckenziige endigen in korrespondierenden 
Punkten der beiden Riinder. (In der untenstehenden Fig. 13 wird die 
Bezeichnung einer Strecke durch eine aus ihr durch horizontale Verschie- 
bung entstehenden Strecke gegeben. Von den Strecken C, sind nur die 
Randstrecken und von diesen nur die Richtung je einer angegeben. Die 
Relation 4) ist in der Figur durch einen stark ausgezogenen Streckenzug, 
die den Polygonen der Dodekaederfigur entsprechende Relation durch 
punktierte, resp. strichpunktierte Streckenziige, der Streckenzug der Re- 
lation 6) durch eine gewellte Linie dargestellt). 

Unter Benutzung der Relation 7) erhalten wir nun folgende Kon- 
struktion des Gruppenbildes: Aus den finf in der Figur 13 dargestellten 


Streifen konstruieren wir 


s | T “4 3 eine Ringfliche, indem 
4 7 wir erstens entsprechend 
rhey j ~ der Relation 4) die beiden 


freien Rinder zusammen- 
heften, ferner der Rela- 
tion C,°=1 entsprechend 
a je auf einer Kette von 

7 - _ C, um sechs Strecken aus- 
TA +} 4 —— einanderliegende Punkte 
oe ee me an a a als identisch erkliren. Da- 
durch erhalten wir eine 

~—s Ringfliiche. Jedes der 

Polygone der Dodekaederfigur ist eine nicht zerstiickelnde geschlossene 
Kurve auf dieser Ringfliche; wir kénnen deswegen durch jedes der 
Polygone eine solche Ringfliche hindurchlegen. Da an jeder Ecke der 
Dodekaederfigur drei Strecken zusammenstoBen, die den drei verschie- 
denen Ecken der Strecken entsprechen, so haben wir in der Gesamtheit 
der Punkte und Streifen auf den 12 Ringflichen, die sich paarweise 
lings eines Streifens beriihren und zu dreien in einer Kante zusam- 
menstoBen, den gesuchten, das Gruppenbild darstellenden Streckenkomplex. 
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Die Gruppe unseres Poincaréschen Raumes ist also endlich, sie besteht 
aus 120 Substitutionen, denn auf jeder Ringfliche liegen 30 Punkte, 


jeder Punkt liegt aber auf drei Ringflichen, so daB wir als Anzahl der 
Substitutionen =” = 120 erhalten. Diese Zahl léBt vermuten, daB die 
Gruppe mit der durch die Spiegelung erweiterten Ikosaedergruppe isomorph 
ist, eine Vermutung, die sich leicht verifizieren lat. In der Tat lassen 
sich C,, C,, C, als Drehungen um die drei Ecken einer Ikosaederfliche ver- 
bunden mit Spiegelung am Mittelpunkt, C, als Drehung um den Mittel- - 
punkt der Fliche verbunden mit Spiegelung am Mittelpunkt des Ikosaeders 
auffassen. 

Die Fundamentalgruppe eines zur Kleeblattschlinge gehirigen Poincaré- 
schen Raumes ist isomorph mit der durch Spiegelung erweiterten 120-glied- 
rigen Ikosaedergruppe. 

Es ist leicht, die Gruppen anderer zur Kleeblattschlinge gehdriger 
Poincaréscher Réiume za finden. Sie sind, mit Ausnahme natiirlich des 
trivialen Falles des gew6éhnlichen Raumes, alle wnendlich. Den einfachsten 
Fall erhilt man, wenn man zur Gy der Kleeblattschlinge die Relation: 


8) ©, 0,0, C,C,C,Cr5 =1 


setzt. Geometrisch bedeutet das, daB man zum Aufenraum lings einer 3 
zweimal und % einmal schneidenden Kurve einen Elementarraumteil hinzufiigt. 
Der entstehende Poincarésche Raum hat die Gruppe, die durch die er- 
zeugenden Operationen mit den Relationen 1), 2), 3), 8) gegeben ist. 
Mit Hilfe der Relationen kénnen wir (analog wie vorhin) 8) transfor- 


mieren in 
9) G-"CS—1. 


Wir erkennen, daB das Gruppenbild folgendermafen zu konstruieren ist: 
Die Rander eines aus 11 Streifen zusammengesetzten Blattes lassen wir 
passend zusammenfallen und erhalten dadurch einen Zylinder. Wir nehmen 
ferner ein reguliires Netz in der Lobatschewskyschen Ebene, das aus 
Elfecken besteht, die zu je dreien an einen Punkt hiangen. - Durch die 
Netzmaschen legen wir Zylinder, die paarweise einen Streifen und zu 
dreien eine Kante gemeinsam haben. Wir haben die Zylinder derartig 
einzusetzen, daB an einer Kante je drei Streifen in der Weise zusammen- 
stoBen, wie es bei dem Gruppenbild der Kleeblattschlinge der Fall ist. 
Das ist, wie unschwer einzusehen, ohne weiteres méglich. Die Punkte 
und Strecken auf diesen Zylindern liefern das Bild der gegebenen Gruppe, 
die also umendlich ist. Analoges gilt fiir die anderen Poincaréschen 
Gruppen, die durch die J »-mal und & einmal schneidenden Kurven des 
Ringes erzeugt werden. Wir haben das Resultat: 
11* 
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Alle Poincareschen Riiume, die sur Kleeblattschlinge gehiren, haben, 
mit Ausnahme der oben untersuchten und des gewihnlichen Raumes, un- 
endliche Gruppen, deren Bilder durch regulire Polygoneinteilung der Nicht- 
Euklidischen Ebene, bei der je drei (6n—1)-Ecke (n>1) in einem Punkte 
zusammenstoBen, erzeugt werden. 

Um die Bedeutung des Gruppenbildes stiirker hervortreten zu lassen, 
sei bemerkt, daB jeder geschlossenen Kurve auf dem Bild eine Substi- 
tution entspricht, die = 1 ist, und eine Kurve der Mannigfaltigkeit, die 
auf Null zusammenziehbar ist, d.i. ein einfach zusammenhiingendes 
Flachenstiick begrenzt. Die Aufstellung des obigen Gruppenbildes hilft 
nicht nur zum Beweis, dab die Raumkurven verknotet oder die Raiume 
dem gewdéhnlichen nicht homéomorph sind, sondern es wird dadurch 
auch die Aufgabe gelist, von jeder gegebenen Kurve des Aupfenraums, 
bezw. der verschiedenen Poincaréschen Réiume, in einer endlichen Anzahl von 
Schritten 2u entscheiden, ob sie auf Null zusammensiehbar ist oder nicht. 

b) Andere Knoten. Hier soll nur eine Gruppe von ganz besonders 
einfachen Knoten behandelt werden, die eng mit der Kleeblattschlinge 
verwandt sind. Die ersten beiden Glieder sind in den nebenstehenden 
Figuren 14, 15 angedeutet, die anderen werden analog fortschreitend er- 
halten. Sie haben 5, 7,---,3+ 2m Kreuzungspunkte und gehen durch 


Pe YY 


Fig. 14. Fig. 15. 


1, 2,--+, Umschaltungen an den Kreuzungspunkten in die Kleeblatt- 
schlinge tiber. Man erkennt nach der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Regel leicht, daB fiir » — 1 die Gruppe gegeben ist durch 


Erzeugende Operationen: C,, C,, C,, C,, C,, C;. 

C, C5* C, = C, C5* C, = OC, CFC, 

= C,C5' 0, = C, CoC, =1. 

Das Gruppenbild setzt sich aus ahnlichen Streifen zusammen, 
wie bei der Kleeblattschlinge (s. Fig. 16), je fiinf Streifen stoBen 
an einer C,-Kette zusammen. — Ahnliches gilt fiir n > 1. — 
Fiigen wir im Falle » =1 zu den Relationen die neue Relation 


C, 0, C, C, Cy Cr+ = 1 


Relationen: 
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hinzu, so entsteht die Gruppe eines zu dem Knoten gehérigen Poincaré- 
schen Raumes. Man erkennt, daB das Gruppenbild erzeugt wird durch 
Zylinder, die aus je neun Streifen zusammengesetzt sind, die zu je finf 
lings einer C,-Kette zusammenhingen. Die Durchschnitte der Zylinder 
entsprechen einer reguliren Polygoneinteilung der hyperbolischen Nicht- 
Euklidischen Ebene in 9-Ecke, die zu je fiinfen in einer Ecke zusammen- 
stoBen. Abnliches gilt fir »>1. Wir haben also: 

Die Poincaréschen Riume, die zu den angefiihrten Knoten gehiren, 
haben siimtlich unendliche Gruppen, die durch reguliire Gebietseinteilungen 
der hyperbolischen Ebene erzeugt werden. 

AuBer der Ikosaedergruppe und der Identitit haben wir also bloB 
unendliche Gruppen fiir Poincarésche Riume bekommen. Ftir Mannig- 
faltigkeiten mit Torsion sind die zyklischen Gruppen die einzigen be- 
kannten endlichen Gruppen. 

Weitere Untersuchungen iiber Knotengruppen, sowohl im speziellen, 
als im allgemeinen, d.i. Aufsuchung von Eigenschaften, die allen Knoten- 
gruppen eigentiimlich sind, sollen weiteren Arbeiten vorbehalten bleiben. 


Kapitel II. 
Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten. 


g 1. 


Allgemeines (Konstruktion des Nahtkomplexes und der 
Fundamentalgruppe). 


Sei M, eine geschlossene Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen, 
S, ein beliebiges konstituierendes Raumstiick derselben, JI,’ die 8,’ be- 
grenzende Kugelfliche. S,* sei eines von den konstituierenden Raumstiicken, 
die mit S,’ mindestens ein Elementarfliichenstiick gemeinsam haben. Wir 
bilden aus S,’ und S,’ ein Elementarraumstiick 2,*, indem wir S,' und 
S,* lings eines gemeinsamen Elementarflichenstiickes zusammenheften. Die 
,* begrenzende Kugelfliche JT,’ besitzt nur solche Fliichen, die auch der 
M, angehéren, aber es kann mehreren Paaren solcher Flichen auf JI,’ 
je nur eine einzige Flache in M, entsprechen, wenn niimlich §S,* und S,° 
mehr als ein Elementarflichenstiick gemeinsam haben. An 2,’ heften 
wir nun ein drittes Raumstiick S,° der M,, das mit J/,* mindestens ein 
Elementarflichenstiick gemeinsam hat, und zwar lings eines solchen 
Flichenstiickes. 2,* und S,° mégen zusammen 2,° mit der Begrenzung 
II, bilden. In dieser Weise fahren wir fort, bis wir ein Elementarraum- 
stiick 2, erhalten, das simtliche konstituierende Raumstiicke der M, ent- 
halt, und das begrenzt sein mége von der Kugelfliche JJ,. Jede Fliche 
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von J7, kommt auch in M, vor, je zwei Flachen von JI, entspricht eine 
und dieselbe Fliche in M,, da ja M, nach Voraussetzung geschlossen 
ist. Wir nennen JI, ,,Schnittfliche der M,“. Die M, ist demnach ho- 
méiomorph mit eimem von der Schnittfliche begrenzten Elementarraumstiick, 
wenn die Flichen derselben in bestimmter, aus der obigen Konstruktion 
sich ergebender, Weise paarweise als identisch erklirt werden (erste all- 
gemeine Erzeugungsweise einer M,). Durch diese Beziehung der Flaichen 
von JI, aufeinander werden gleichzeitig ihre Indikatrizen (Umlaufssinne) 
einander zugeordnet. Aus der Definition der Zwei- resp. Einseitigkeit 
mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten ergibt sich dann unmittelbar das 
Resultat: Haben zwei entsprechende Flichen der J], mit in obiger Weise 
zugeordnetem Umlaufssinn in besug auf die II, allemal verschiedenen 
Umlaufssinn, so ist die M, zweiseitig, andernfalls einseitig. So bietet 
uns die JJ, ein bequemes Mittel, um diese erste Frage nach dem Cha- 
rakter der vorgelegten M, zu entscheiden. Wir lassen nun entsprechende 
Flachen der Schnittfliiche J7, zusammenfallen und erhalten einen Flichen- 
komplex N,, den wir die Nahtfliche der M, nennen. Diese Bezeichnung 
deutet an, daB man aus einem Kugelraum durch Zusammenheften lings 
des N, die vorgelegte M, erhilt. Dem C, entspricht bei zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeit ein Schnittsystem, durch das die M, in ein einfach zu- 
sammenhingendes Flichenstiick verwandelt wird. Es ergeben sich dann 
folgende Resultate: 

1) Jeder Streckenkomplex und jeder Flaichenkomplex der M, ist 
homotop mit einem Strecken- resp. Flichenkomplex der Nahtfliche (d. i. 
in einen solchen stetig mit Selbstdurchdringung auf der M, iiberfiihrbar). 
-Denn jeder Strecken- oder Flichenkomplex, der nicht der Nahtfliche N, 
angehdért, liegt im Kugelraum 2, und ist also homotop mit einem Kom- 
plex auf der Begrenzung J], und also auch mit einem solchen auf N,. 
Begrenzt also eine Kurve (oder auch ein Kurvenkomplex) ein Elementar- 
flichenstiick resp. ein Flichenstiick héheren Zusammenhangs in M,, so 
begrenzt eine entsprechende Kurve (oder auch ein entsprechender Kurven- 
komplex) von N, ein Elementarflichenstiick resp. eine Fliche héheren 
Zusammenhangs auf N,, und umgekehrt. Sind zwei Kurvensysteme auf 
N, nicht ineinander stetig iiberfiihrbar, so ist dies auch fiir die M, nicht 
der Fall; ist eine Kurve auf N, spezieli nicht auf einen Punkt zusammen- 
ziehbar (begrenzt kein Elementarflichenstiick auf N,), so ist sie auch in 
der M, nicht auf einen Punkt zusammenziehbar. Wir bezeichnen deswegen 
mit Recht die Fundamentalgruppe von N, als die Fundamentalgruppe der 
M,: Gy,=Gy,. Die Konstruktion von Gy, durch die Darstellung der 
begrenzenden Kreise in einem passend gewahlten System von durch einen 
Punkt laufenden Kurven auf N, ist in Kapitel I, § 2 entwickelt. 
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Der N, liegt ein Streckenkomplex zugrunde, den wir mit N, be- 
zeichnen. Die Umgebung dieses Komplexes wird in der M,, falls sie zwei- 
seitig ist, begrenzt von einer zweiseitigen geschlossenen Fliche F vom 
Geschlecht p = u = v, — v, + 1 (v,: Anzahi der Strecken, »,: Anzahl der 
Ecken von N,) (s. Kapitel I, § 2). Diese Umgebung J, entsteht aus einem 
Elementarraumstiick durch Hinzufiigung von p weiteren Elementarraum- 
stiicken (,,Henkeln“), die mit dem ersten je zwei Anheftungsfliichen gemein 
haben. Sie .ist also in unserem gewdhnlichen Raum repriisentierbar. Wir 
bezeichnen sie etwa als gewdhnlichen zweiseitigen mehrfachen Ringraum. 
Desgleichen wird der Teil von M,, der tibrig bleibt, wenn man J, wegliBt, 
der ,AuBenraum“ A, von N,, ein solcher gewéhnlicher mehrfacher Ring- 
raum sein, wie sich aus der Konstruktion unmittelbar ergibt. Im Falle, 
daB die M, einseitig ist, sind J; und A, von einer einseitigen Flache 
gerader Charakteristik begrenzt. J, und A, bilden gewéhnliche einseitige 
mehrfache Ringriume. Wir haben also als zweite Erzeugungsweise: 

Die allgemeinste homogene geschlossene M, erhilt man durch Ver- 
schmelzung der Oberfliche zweier gewihnlicher mehrfacher Ringrdume. 

Daraus folgt: 

Jede homogene geschlossene M, ist in vier singularitatenfreie Elementar- 
raumstiicke zerlegbar. 

Jede Kurve des Raumes ist mit einer Kurve auf der Fliche F, die 
A, und J, trennt, isotop. Man kann dann ohne weiteres die Poincaréschen 
Siitze tiber die Beziehung zwischen dem Kurven- und dem Flichenzusammen- 
hang ableiten, worauf wir hier nicht weiter eingehen. Es sei nur bemerkt, 
daB sich diese Uberlegungen unmittelbar auf beliebig viele Dimensionen 
erweitern lassen, woraus unter anderm folgt, daB jede homogene M&M, fiir 
jedes beliebige , sich aus vier Elementarmannigfaltigkeiten zusammen- 
setzen laBt, dann aber auch sich ein einfacher Beweis fiir die entsprechen- 
den Poincgréschen Sitze fiir eine M, (n>3) ergibt. 


§ 2. 
Der gewohnliche Raum. 


DaB die Fundamentalgruppe des gewdhnlichen Raumes die Identitit 
ist, sieht man gleich ein. Denn es begrenzt ja jede Kurve im Raume 
ein Elementarfliichenstiick (ev. mit Singularitiiten), also auch jede Kurve 
der N, auf der N,, woraus nach Kapitel 1, § 2 folgt, daB die Funda- 
mentalgruppe von N, oder, wag dasselbe ist, von M, die Identitit ist. 

Ist umgekehrt die Fundamentalgruppe Gy, der N, gleich der Identi- 
tit, dann begrenzt jede Kurve auf N,. Unter dieser Voraussetzung wird 
die N, keine geschlossene zweiseitige Fliche enthalten, woraus folgt, dab 
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keine ungeschlossene Strecke der N, fiir sich allein ein Elementarfliichen- 
stiick begrenzt. Enthailt dann N, eine ungeschlossene Strecke, so kénnen 
wir diese durch Zusammenziehen beseitigen, d. i: legen wir in der modi- 
fizierten N, durch geeignete Kreise Elementarflichenstiicke, so bilden 
diese doppelt genommen wieder eine Kugelfliiche, und erkliren wir bei 
einem von dieser Kugelfliche begrenzten Elementarraumstiick die ent- 
sprechende Flichen der Begrenzung als identisch, so erhalten wir eine 
der gegebenen M, homéomorphe M,. Auf diese Weise kénnen wir alle 
ungeschlossenen Strecken der N, entfernen: derselbe besteht dann aus 
lauter Kreisen mit einem gemeinsamen Punkt 0. Ist nun Gy die Iden- 
titit, so begrenzt jeder dieser Kreise ein Elementarflichenstiick, dessen 
einzige singulare Linien die Kreise durch 0 sind. Kénnten wir nun zeigen, 
daB keine diese Flichen wesentliche Randsingularitiiten (s. Kap. I, § 3) 
hat, so wiirde sofort aus dem Lemma folgen, dab es ein System von 
singularititenfreien Elementarflichenstiicken gibt, die je von einem der 
Kreise begrenzt werden und aufer O keinen gemeinsamen Punkt haben. 
Die Umgebung eines solchen Flichenkomplexes in einer homogenen M, 
ist aber ein Kugelraum. Wir kénnen also N, in einen Kugelraum £,' 
einschlieBen. Die Begrenzung K, dieses Kugelraumes liegt aber nach der 
Auseinandersetzung des vorigen Paragraphen in einem passend gewiblten 
AuBenraum A, und begrenzt in diesem ein Elementarraumstiick F,*. Denn 
jede geschlossene Flaiche begrenzt in einem gewéhnlichen mehrfachen Ring- 
raum, speziell die Kugelfliiche ein Elementarraumstiick, und zwar gilt dies, 
ohne daB vorausgesetzt zu werden braucht, dab der Ringraum zweiseitig 
ist. Die E,* aber und E,' ergeben, liings der begrenzenden Kugelfliche K 
verschmolzen, die gegebene M, und diese ist folglich homéomorph mit 
einem gewohnlichen Raume. Aber unsere Annahme des Nichtvorhanden- 
seins wesentlicher Randsingularititen ist nicht ohne weiteres zu begriinden. 
Dazu ist es nétig, die Fille, bei denen Gy zur Identitit wird, naher zu 
studieren. 
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Beweis des Jordanschen Kurvensatzes. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Der Beweis, den Herr Jordan von seinem grundlegenden Kurven- 
satze gibt,*) operiert mit gegen die Kurve konvergierenden Polygon- 
folgen, und in allen mir bekannten seitdem veréffentlichten Beweisen ist, 
insoweit sie sich nicht auf besondere Fille beschrinken oder unrichtig 
sind, diese Methode beibehalten. 

Erst von Veblen**) wurde ein Beweis gegeben, der die Kurve, statt 
sie als Limes von Polygonen aufzufassen, gleich selbst in Betracht zieht, 
und mittels ihrer inneren Eigenschaften zum Resultate gelangt. 

In dieser direkteren Weise werden auch wir im folgenden verfahren, 
aber auf einem vodllig anderen und, wie ich glaube, erheblich kiirzeren 
Wege das Ziel erreichen. 

Der Satz 148t sich in folgender Form aussprechen: Das eineindeutige 
stetige Bild eines Kreises bestimmt in der Ebene zwei Gebiete, und ist mit 
der Grenze jedes dieser Gebiete identisch; es ist m. a. W. in der Schoen- 
fliesschen Terminologie eine geschlossene Kurve. 

Um die Aussage des Satzes und seinen Beweis véllig elementar ver- 
stindlich zu machen, erinnere ich in den §§ 1 und 2 an einige einfache, 
lingst bekannte mengentheoretische Definitionen und Theoreme; § 3 
bringt einen Hilfssatz, und die §§ 4,5 und 6 je einen der drei Bestand- 
teile, in welche ich den Jordanschen Satz zergliedere. 


$1. 
Unter einem Weg wird verstanden ein aus einer endlichen Zahl von 
geradlinigen Strecken gebildeter, sich selbst nicht kreuzender Streckenzug. 
Unter einem Gebiete wird verstanden eine ebene Menge mit den 
beiden folgenden Eigenschaftert: 1. um jeden seiner Punkte laiBt sich ein 


*) Cours d’Analyse, I, 2™° éd., 8. 91—99. 
**) Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 6, 8. 83. 
Mathematische Annalen. LXIX. 12 
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Kreis schlagen, dessen Inneres ebenfalls zum Gebiete gehért; 2. je zwei 
seiner Punkte sind durch einen ganz zum Gebiete gehérigen Weg ver- 
bindbar. 

Diejenigen Grenzpunkte eines Gebietes, welche nicht zum Gebiete ge- 
héren, bilden eine abgeschlossene, nirgends dichte Menge, welche die 
Grenze des Gebietes heiBt. 

Die Restmenge einer abgeschlossenen ebenen Menge 7’ zerfallt in 
eine endliche oder abzihlbare Menge von Gebieten, welche wir als von 
der Menge T bestimmt bezeichnen. 

Eine Menge heiBt nach Schoenflies geschrédnkt, wenn sie ganz im End- 
lichen liegt. 

Eine abgeschlossene Menge heiBt zusammenhdngend, wenn sie sich 
nicht in zwei abgeschlossene Teilmengen zerlegen liBt. Der Kiirze halber 
nennen wir im folgenden eine zusammenhingende abgeschlossene Menge 
ein Kontinuum. Von einem Kontinuum gilt dann folgende Eigenschaft: 

Theorem 1. Wenn ein Gebiet und seine Restmenge beide Punkte 
eines Kontinuums Z besitzen, so besitet auch die Grenze des Gebietes 
wenigstens einen Punkt von Z; und insbesondere: wenn sowohl das Innere 
wie das Aufere eines Polygons Punkte eines Kontinuums Z besitzen, so be- 
sitzt auch das Polygon selbst wenigstens einen Punkt von Z. 

Im entgegengesetzten Falle wiirden niimlich die im Gebiete und die 
in der Restmenge enthaltenen Punkte von Z zwei abgeschlossene Teil- 
mengen von Z ausmachen. 

Theorem 2. Zu einer willkiirlichen geschriinkten, abgeschlossenen, nicht 
susammenhiingenden Punktmenge K kann man ein K nicht treffendes Polygon 
bestimmen, das einen Teil von K in seinem Inneren, einen anderen Teil 
von K in seinem Auperen enthiilt. 

Beweis. Seien K, und K, zwei abgeschlossene Teilmengen von K. 
Sie haben voneinander einen endlichen Abstanda. Sei P, ein Punkt von 


K,, P, ein Punkt von K,. Wir wihlen nun e< 4, konstruieren eine 


quadratische Teilung der Ebene mit der Quadratseite ¢, heben diejenigen 
Quadrate q heraus, welche nebst ihrem Umfange von K, frei sind, 
und nehmen die Quadratseiten, welche zwei Quadrate g trennen, hinzu. 
Wir erhalten dann eine Menge von Gebieten y, in denen K, enthalten ist, 
wihrend K, weder in ihnen selbst noch auf ihrer Grenze einen Punkt 
besitzen kann. Sei nun G dasjenige unter den Gebieten y, das P, ent- 
hilt, so gibt es ein Grenzpolygon von G, das P, von P, trennt; dieses 
Polygon besitzt also die verlangte Eigenschaft. 

Theorem 3. Die Grenze Z eines von einem geschriinkien Kontinuum Z’ 
bestimmten Gebietes © ist wieder ein Kontinuum. 
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Beweis. Falls sie kein Kontinuum wire, kénnten wir nach Theorem 2 
ein Z nicht treffendes Polygon x bestimmen, das sowohl in seinem Inneren, 
wie in seinem AuBeren Punkte von Z, also auch von © enthielte. Ver- 
binden wir sodann einen innerhalb a und einen auferhalb z liegenden 
Punkt von & durch einen zu © gehérigen Weg w, so sehen wir, daB z 
wenigstens einen Punkt von & besitzt, also, da a die Grenze von & nicht 
trifft, daB x ganz zu @ gehéren miiBte, also auch Z' nicht treffen kénnte. 
Dies ist aber nach Theorem 1 ein Widerspruch. 


§ 2. 

Es seien K, und K, zwei geschriinkte Kontinua ohne gemeinschaft- 
liche Punkte. Nach Theorem 2 kann man sie trennen durch ein Polygon z, 
das weder K, noch K, trifft, und eines von beiden in seinem Inneren, 
das andere in seinem Auferen enthilt. Dasjenige von K, und K, be- 
stimmte Gebiet g, das a enthilt und, wie man unmittelbar einsieht, von 
der Wahl von a unabhiingig ist, nennen wir das Zwischengebiet von 
K, und Ky. 

Sei w ein Weg, der, wihrend von seinen Endpunkten der eine auf 
K,, der andere auf K, liegt, ganz in g verliuft, kurz, der K, und K, 
innerhalb g verbindet. Dieser Weg besitzt zwei Seiten, welche wir seine 
rechte und linke Seite nennen. Wir wollen untersuchen, wieviel Teil- 
gebiete w in g bestimmt. 

Aus jedem Punkte P von g laBt sich ein Weg nach w ziehen, 
welcher entweder auf die rechte oder auf 
die linke Seite von w miindet. Jedenfalls 
gehéren nun alle diejenigen Punkte P, fiir 
welche diese Miindung auf derselben Seite 
von w stattfindet, zum selben von K,, K, 
und w bestimmten Gebiete ,y resp. jy. 

Weil nun aber von den Endpunkten 
von w der eine innerhalb 2, der andere auSerhalb a liegt, muB x 
wenigstens einen w nicht treffenden Teilstreckenzug besitzen, der die 
beiden Seiten von w verbindet. Da nun die Punkte dieses Streckenzugs 
sowohl zu ,y wie zu y gehdren miissen, sind ,y und ,y identisch. Mit- 
hin gilt: 

Theorem 4. Im Zwischengebiete zweier Kontinua wird von einem 
sie verbindenden Wege nur ein Gebiet bestimmt. 

Wir setzen weiter voraus, daB K, und K, innerhalb g durch zwei 
einander nicht treffende Wege w, und w, verbunden sind. 

Aus jedem Punkte P von g laBt sich nach Theorem 4 ein w, nicht 
treffender Weg nach w, ziehen, welcher entweder auf die rechte oder auf 

12° 
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die linke Seite von w, miindet, und alle Punkte P, fiir welche die 
Miindung auf derselben Seite von w, stattfindet, gehéren zum selben von 
K,, K,, w, und w, bestimmten Gebiete ,y, resp. ,y7,. 
Wiiren nun diese beiden Gebiete identisch, so kénnten wir die beiden 
Seiten von w, durch einen Weg F£ ver- 
£ binden, der in seinem Verlaufe weder w, 
noch w, trife und mit einem Teilstrecken- 
zuge t von w, ein Polygon p_ bilden 
wiirde, welches von den Endpunkten von 
w, den einen in seinem Inneren, den an- 
deren in seinem AuBeren enthielte. Von 
dem aus K,, K, und w, gebildeten Kon- 
tinuum « wiirden also sowohl in dem 
Inneren, wie in dem AuBeren von p, aber 
nicht auf p selbst Punkte liegen, was nach Theorem 1 ein Widerspruch 
ist. Wir haben also bewiesen: 

Theorem 5. Im Zwischengebiete zweier Kontinua werden von zwei 
sie verbindenden und einander nicht treffenden Wegen zwei Teilgebiete be- 
stimmt. 

Denken wir nunmehr K, und K, noch durch einen dritten, w, und 
w, nicht treffenden Weg w, verbunden, so liegt dieser in einem der beiden 
von w, und w, in g bestimmten Teilgebiete. Aus jedem Punkte P 
dieses Teilgebietes liBt sich ein weder w, noch w, treffender Weg nach w, 
ziehen, welcher entweder auf seine rechte oder auf seine linke Seite 
miindet, und alle Punkte P, fiir welche die Miindung auf derselben 
Seite von w, stattfindet, gehdren zum selben von K,, K,, w,, w. und w, 
bestimmten Gebiete ,y, resp. ,y;; daB diese beiden Gebiete nicht identisch 
sein kénnen, zeigt sich genau so wie beim Theorem 5, soda in g von 
w,, w, und w, drei Gebiete bestimmt werden. Und da man dieselben 
Uberlegungen fiir jeden neu hinzugefiigten Weg w, anstellen kann, gilt 
allgemein: 

Theorem 6. Im Zwischengebiete zweier Kontinua werden von n sie 
verbindenden und einander nicht treffenden Wegen n Teilgebiete bestimmt. 








Fig. 2. 


§ 3. 

Es sei nun C ein Kreis, C’ sein eineindeutiges stetiges Bild, ¢ ein 
Teilbogen von C mit den Endpunkten A und B; c’, A’ und B die ent- 
sprechenden Bilder. Wir wollen auch c’ kurz als Teilbogen von C’ be- 
zeichnen. 

Sei G ein Gebiet, dessen Grenze eine c’ enthaltende Teilmenge von 
C’ ist, und H ein nicht mit A’ oder B’ zusammenfallender Punkt von c’. 
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Dieser Punkt H hat sodann einen endlichen Abstand a von der Menge 
C’ —c’, und man kann in G einen Punkt L bestimmen, dessen Abstand 


von H< +4, dessen Abstand von C’ — ¢’ also > 4 ist. Die Strecke LH 
kann dann nicht von C’ —c’ getroffen werden. Sei 6 
N der erste Punkt, in dem diese Strecke c’ trifft, so L 
wird die Strecke LN weder von c’ noch von C’ —¢, N c!_*B’ 
also von C’ tiberhaupt nicht getroffen. Mithin ist 
bewiesen: 2 sad 

wiesen: Fig. 3. 

Hilfssatz. Wird die Grenze eines Gebietes von 


einer Jordanschen Kurve oder einer Teilmenge einer solchen gebildet, so 
kann man aus ihm nach jedem Teilbogen seiner Grenze einen Weg legen. 


§ 4. 

Bestimmt C” nur ein einziges, in der ganzen Ebene iiberall dicht 
liegendes Gebiet G, so ist die Grenze von G sicher mit C’ identisch. 

Sei aber G, ein von C’ bestimmtes, in der Ebene nicht iiberall dicht 
liegendes Gebiet, und G, ein weiteres von der Grenze von G, bestimmtes 
Gebiet. 

Nach Theorem 3 ist dann die Grenze von G, ein Kontinuum C;, von 
dem wir beweisen wollen, daB es mit C’ identisch ist, indem wir zeigen, 
daB die entgegengesetzte Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. 

Entspricht nimlich C, auf dem Kreise ein Teilbogen C,, so kénnen 
wir diesen mittels zweier Punkte D und EF wieder in drei Teilbogen c¢,, c, 
und ¢, zerlegen. Die entsprechenden Bilder seien D’, FE’, ¢,’, c, und ¢,’. 
Auf Grund des Hilfssatzes von § 3 kénnen wir ¢,’ und ¢,’ sowohl inner- 
halb G, wie innerhalb G, durch einen Weg verbinden. Diese beiden 
Wege v, und », verlaufen notwendig im Zwischengebiete von ¢,’ und ¢,’, 
und bestimmen in ihm nach Theo- 
rem 5 zwei Teilgebiete, y, und 7,. 
Innerhalb jedes dieser Gebiete kénnen 
wir v, und v, durch Wege u, resp. ut, 
verbinden, welche sowohl zu G,, wie 
zur Restmenge von G, gehérige 
Punkte besitzen, also nach Theorem 1 
beide notwendig die Grenze von G,, Fig. 4. 
d. h. C;, treffen miissen; c¢,’ und ¢,’ 
treffen sie aber sicher nicht, sie treffen also c,’. Mithin liegen sowohl in 
y, wie in y, Punkte von c,’. 

Sei nun P’ ein in y, liegender Punkt von ¢,’, dem im Kreise der 
Punkt P entspricht. Sei ¢, ein willkiirlicher Teilbogen von c,, der P 
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enthialt, aber D und E nicht enthilt. Weil sodann ¢,' keinen Punkt der 
Grenze von y, enthilt, muB nach Theorem 1 ¢,' ginzlich zu y, gebéren. 
Dies gilt unabhingig von der Wahl des c¢,, sodaB mit Ausnahme der 
Punkte D’ und E’ das ganze Kontinuum ¢,’ in 7, liegt, und y, keinen 
Punkt von c,' enthalten kann, was ein Widerspruch ist. 

Es gilt also auf jeden Fall: 

Satz 1. Die Grenze eines von ciner Jordanschen Kurve bestimmten 
Gebietes ist mit der ganzen Kurve identisch. 

In der Aussage dieses Satzes ist enthalten: 

Satz la. Eine Jordansche Kurve ist eine nirgends dichte Punktmenge. 


§ 5. 

Wir nehmen nun an, daB C’ n(> 2) Gebiete bestimmt. Dann zer- 
legen wir C in vier Teilbogen ¢,, c,, c, und c,, welche sich in der angegebenen 
Reihenfolge aneinander schlieBen. Seien c¢,’, ¢,', c,) und ¢, ihre Bilder. 
Innerhalb jedes der m durch C’ bestimmten Gebiete verbinden wir sodann 
¢,/ und ¢,’ durch einen Weg, was nach dem Hilfssatze und Satz 1 mig- 
lich ist. Diese Wege bestimmen im Zwischengebiete von ¢,’ und ¢,’ 
n Teilgebiete. Genau nach der Methode des § 4 zeigt sich, daB einerseits 
jedes dieser Teilgebiete Punkte von c,’ oder ¢,’ enthalten muB, und anderer- 
seits sowohl ¢,’ wie c,’ nur in je eines der Teilgebiete eindringen kann. 
Aus diesem Widerspruche folgern wir: 

Satz 2. Eine Jordansche Kurve kann nicht mehr als zwei Gebiete 
bestimmen. 


§ 6. 

SchlieBlich nehmen wir an, daB C’ nur ein Gebiet G bestimmt. 
Dann legen wir aus einem Punkte M von G zwei einander nicht 
treffende Wege u, und u, nach C’, welche in den Punkten P, und P, 
von C’ miinden. Nach Theorem 5 bestimmt die von C’, u, und uw, ge- 

bildete Menge rt in G zwei Gebiete g, und gy. 
Seien 2’ und 2” die beiden P, und P, verbinden- 
den Teilbogen von C’, und tr’ und 1” die von 2, u, 
92 und w, resp. 2”, u, und uw, gebildeten Jordanschen 
Kurven. Nach Theorem 5 bestimmt rt’ zwei Ge- 
ue biete g,’ und g,’. Ein Weg, der einen Punkt von g,’ 
mit einem Punkte von g, verbindet, trifft notwen- 
dig t’, also t; die beiden Punkte kénnen also weder 
M beide in g,, noch beide in g, liegen. Mithin ist bei- 
Fig. 5. spielsweise g, in g,’ und g, in g, enthalten. 


z c 
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Nach Satz 1a liegt dann g, in g,’ und g, in g,’ tiberall dicht. Nach 
Satz 1 ist weiter jeder Punkt von tr gemeinsamer Grenzpunkt von g,’ und 
go, also auch von g, und 9. 

Sei Q ein Punkt von 2”, so liegt er entweder in g,’ oder in g,’; wir 
nehmen an, daB er in g,' liegt. Dann gehért er aber weder zu g,’ noch 
zu seiner Grenze, also auch weder zu g, noch zu dessen Grenze. Anderer- 
seits muB aber jeder Punkt von 1”, ebenso wie jeder Punkt von 1’, zur 
Grenze von g, gehéren. Wir werden somit auf einen Widerspruch ge- 
fiihrt und sprechen aus: 

Satz 3. Eine Jordansche Kurve muB wenigstens zwei Gebiete be- 
stimmen. 








L. E. J. Brouwer. 





Uber eineindeutige, stetige Transformationen von 
Flachen in sich. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Einer freundlichen Anregung von Herrn Hilbert folgend referiere 
ich hier kurz tiber Untersuchungen, welche ich in den Amsterdamer Be- 
richten*) veréffentliche, und welche darauf abzielen, daB eine willkiirliche 
eineindeutige, stetige, und ohne Verriickung der Fixpunkte stetig erreich- 
‘bare Transformation einer zweiseitigen Flache in sich in eine Translation 
umgesetzt wird, nachdem man die Fliche in Teilgebiete zerlegt und diese 
Teilgebiete nétigenfalls durch Abwickelung erweitert hat. 

Die Untersuchungen stiitzen sich in ausgiebigster Weise auf die 
Schoenfliessche Theorie der Analysis Situs, erfordern aber eine eingehen- 
dere Analyse der Begriffe der geschlossenen Kurve und des Kurvenbogens, 
welche den eigentiimlichen Gestalten, auf welche ich in meiner Note zur 
Analysis Situs (Math. Ann., Bd. 68, S. 422) hingewiesen habe, Rech- 
nung tragt. 

Unter einer geschlossenen Kurve auf einer im Sinne der Analysis Situs 
willkiirlichen Flache verstehen wir eine geschriinkte, perfekte, zusammen- 
hangende Menge, welche die Punkte einer sie approximierenden Umgebung 
so in zwei Gebiete zerlegt, daB jeder Punkt der Menge gemeinsamer Grenz- 
punkt dieser beiden Gebiete ist. 

M. a. W. die geschlossene Kurve besitzt zwei Kontwren von erreich- 
baren Punkten; auf jeder von diesen kann man den zyklischen Ordnungs- 
typus 9 der erreichbaren Punkte konstruieren. Durch zwei Schnitte wird 
dieser Ordnungstypus in zwei Teilmengen zerlegt; die Ableitung einer 
solchen Teilmenge nennen wir, wenn sie nicht mit der ganzen geschlossenen 
Kurve identisch ist, einen eigentlichen Kurvenbogen. 





*) Amsterdamer Berichte, holliindische Ausgabe XVII 2, S. 741; XVIII 1, S. 106; 


englische Ausgabe XI 2, 8. 788; XII 1, 8.286; und weitere demniichst erscheinende 
Fortsetzungen. 
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Ein eigentlicher Kurvenbogen, oder kurzweg Kurvenbogen, bewirkt 
weder fiir die ganze Flache, noch fiir die Punkte einer sie approximieren- 
den Umgebung eine Gebietsteilung, m. a. W. besitzt nur eine einzige 
Kontur; es fragt sich nun, wann ein geschrinktes, abgeschlossenes, nirgends 
dichtes Kontinnum K mit einer einzigen Kontur als Kurvenbogen zu be- 
trachten ist. Die Antwort lautet folgendermaBen: 

Man konstruiere auf der Kontur den zyklischen Ordnungstypus 1, 
der erreichbaren Punkte. Es kann nun vorkommen, daB ein zwischen 
einem nach rechts und einem nach links gerichteten Schnitte enthaltenes 
Teilsegment von 4, die ganze Menge K als Ableitung besitzt. Ein solches 
Teilsegment heiBe eine ,,vollstdndige Teilkontur“. K ist nun dann und nur 
dann ein Kurvenbogen, wenn man in ihm zwei vollstindige Teilkonturen 
bestimmen kann, welche entweder vollig getrennt sind, oder héchstens 
zwei sich unbeschrinkt zusammenziehende Teilsegmente gemeinschaftlich 
haben.*) 

Die Kurvenbogen lassen sich unterscheiden in singuldre und nicht- 
singuldre. 

Letztere besitzen zwei Enden E, und E,, welche voneinander getrennt 
sind und die Kontur auBerhalb der Enden in zwei vollstindige Teilkon- 
turen zerlegen. Weiter kann man sie nach Tilgung der Enden in mannig- 
facher Weise zerlegen in einen Ordnungstypus *# + @ von ebenfalls 
nichtsingularen Teilkurvenbogen, welche auf jeder Seite gegen ein Ende 
konvergieren, wihrend jeder von ihnen wenigstens einen Punkt besitzt, 
welcher auBerhalb aller der iibrigen liegt. 

Jede auf einer der beiden vollstindigen Teilkonturen gegen ein Ende 
konvergierende Fundamentalreihe von erreichbaren Punkten bestimmt durch 
eine Teilreihe eine Fundamentalreihe von Teilkurvenbogen der eberr ge- 
nannten Art; jeder Teilkurvenbogen enthalt sodann einen Punkt der Teil- 
reihe, und jeder Punkt der Teilreihe liegt in einem und nur in einem der 
Teilkurvenbogen; weiter kann man mittels dieser Teilkurvenbogen leicht 
eine mit der ersten zusammengehdrige Fundamentalreihe von erreichbaren 
Punkten auf der anderen vollstindigen Teilkontur konstruieren. 

Jede vollstindige Teilkontur eines singuliéren Kurvenbogens enthilt 
wenigstens einen nach rechts bzw. nach links gerichteten singuldren Schnitt, 
d. h. einen Schnitt, der ein gewisses ihm beim Umlaufe rechts bzw. links 
herum unmittelbar vorangehendes Segment des Ordnungstypus , ganz 
enthilt. Der singulire Schnitt ist ein spezieller singulirer Kurvenbogen 
d. h. ein solcher, der sich nicht in zwei Teilkurvenbogen zerlegen lapt. 





*) Es kommt auf dasselbe hinaus, einer gewissen vollstandigen Teilkontur k 
die Bedingung aufzuerlegen, da8 keine abgeschlossene zusammenhingende Jeilmenge 
von K existiert, welche von k sowohl ein Anfangs-, wie ein Endsegment besitzt. 
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Auf der Kontur eines speziellen singuldéren Kurvenbogens kann es mehr 
als zwei voneinander getrennte vollstiindige Teilkonturen geben. In meiner 
Note zur Analysis Situs finden sich Beispiele mit drei und mit vier voll- 
stindigen Teilkonturen. Eine solche vollstiindige Teilkontur enthilt sodann 
immer einen Schnitt, welcher mit dem ganzen Kurvenbogen identisch ist. 

Zu einer Fundamentalreihe von erreichbaren Punkten, welche auf 
einer vollstindigen Teilkontur gegen einen singuliiren Schnitt konvergieren, 
gibt es niemals eine mit ihr zusammengehérige Fundamentalreihe von 
erreichbaren Punkten auf einer anderen vollstindigen Teilkontur. 


Diese vorangehenden Begriffe werden benutzt bei der Untersuchung 
der eineindeutigen, stetigen, und ohne Verriickung der Fixpunkte stetig 
erreichbaren Transformationen einer zweiseitigen Fliche in sich; mit ihrer 
Hilfe wird niimlich zunichst folgender Hilfssatz bewiesen: 

»lritt bei einer Transformation der genannten Art ein invariantes 
Kontinuum mit einer einzigen Kontur auf, so enthdlt es dann wenigstens 
einen invarianten Punkt, wenn es entweder in einer Kreisfliche enthalten, 
oder nirgends dicht und in einer Parabelfliiche enthalten ist.“*) 

Sodann konstruieren wir zu einem willkiirlichen nicht invarianten 
Punkt der Fliche ein diesen Punkt enthaltendes Transformationsfeld D, 
d. h. ein Gebiet, das ganz auBerhalb seines Bildgebietes liegt, aber diese 
Eigenschaft verliert durch jede Ausdehnung, welche entweder direkt oder 
nach unendlich kleiner Abinderung der Grenze mit ihm vorgenommen wird. 

Wenn wir nun unter einer J- Menge eine nur invariante Punkte ent- 
haltende Kontur verstehen (welche sich auch auf einen einzigen Punkt 
zusammenziehen kann), so ist unser wieder mittels der Theorie des Kurven- 
bogens erreichtes Endresultat, dab wir das Transformationsfeld immer in 
einer der folgenden Gestalten erhalten kénnen: 


Erster Fall. Es bestimmt ein Restgebiet R, welches den Zu- 
sammenhang des Restgebietes eines Loches besitzt.**) 

Ist dann die Grenze von R die volle Grenze von D, so wird diese 
gebildet von zwei, zwischen denselben beiden J-Mengen als Enden oder 
zwischen einer und derselben J-Menge als Ende und einem und demselben 
Rande verlaufenden, auBerhalb dieser Enden einfachen Kurvenbogen, deren 
einer das Bild des anderen ist. 

Ist aber die Grenze von R nicht die volle Grenze von D, so wird 


*) Die Forderung, daB die Transformation ohne Verriickung der Fixpunkte 
stetig erreichbar sein muB, ist iibrigens fiir diesen Satz nicht notwendig. 

**) Das Loch kann auch an einen Rand grenzen, und dementsprechend das 
Restgebiet den Zusammenhang der Fliche selbst besitzen. 
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diese gebildet entweder von zwei zusammenziehbaren, einfachen, ge- 
schlossenen Kurven, deren eine das Bild der anderen ist, oder von zwei 
sich schlieBenden einfachen Kurvenbogen, deren einer das Bild des 
anderen ist. 

Diese beiden sich schlieBenden Kurvenbogen verlaufen entweder 
zwischen denselben beiden miteinander zusammenhingenden J-Mengen als 
Enden, oder zwischen demselben Rande und derselben mit diesem Rande 
zusammenhingenden J-Menge, oder schlieBlich riicken beide auf beiden 
Seiten in einen und denselben Rand. Ihre Konturen sind zusammen- 
ziehbar. 


Zweiter Fall. Es bestimmt kein Restgebiet, welches den Zusammen- 
hang des Restgebietes eines Loches besitzt. Es besitzt also wenigstens 
eine nicht zusammenziehbare Kontur. 

Die Grenze von D wird dann gebildet entweder von zwei nicht zu- 
sammenziehbaren, einfachen, geschlossenen Kurven, deren eine das Bild der 
anderen ist, oder wieder von zwei sich schlieBenden einfachen Kurven- 
bogen, deren einer das Bild des anderen ist. 

Diese beiden sich schlieBenden Kurvenbogen verlaufen hier entweder 
zwischen denselben beiden miteinander zusammenhiingenden J-Mengen, 
oder zwischen demselben Rande und derselben mit einem Rande zu- 
sammenhingenden J-Menge, oder schlieBlich zwischen denselben beiden 
Rindern (welche auch identisch sein kénnen). Ihre Konturen sind nicht 
zusammenziehbar. 


Unterziehen wir nun das Feld D unbeschrinkt immer wieder der 
Transformation selbst, sowie ihrer inversen, so konstruieren wir, indem 
wir eventuell die Fliche durch Abwickelung erweitern, einen Ordnungs- 
typus *@ + von Bildern von D, welche auSerhalb voneinander liegen, 
und zusammen ein Gebiet B ausfiillen, in dem auBerhalb der Grenze die 
Transformation eineindeutiges und fiir jede abgeschlossene Teilmenge 
gleichmaBig stetiges Bild ist einer Zranslation der Cartesischen Ebene in 
sich oder des Kreiszylinders in sich. 

Und die ganze Fliche laiBt sich in solche Gebiete zerlegen. 


Als Nebenresultate kommen bei dieser Analyse folgende, in meiner 
zweiten Mitteilung tiber endliche kontinuierliche Gruppen*) zur Anwendung 
gelangende Siitze heraus: 

yJede eineindeutige, stetige Transformation der Cartesischen Ebene in 
sich, welche den Umlaufssinn nicht dndert, ist entweder iiber die ganze 


*) Dieser Band, niichster Aufsatz. 
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Ebene eineindeutiges, stetiges Bild einer Translation, oder lipt wenigstens 
einen Punkt invariant.“ 

yJede eineindeutige, stetige Transformation der Kugel in sich, welche 
den Umlaufssinn nicht dndert, lift wenigstens einen Punkt invariant.“ 

wJede eineindeutige, stetige Transformation der projektiven Ebene in sich 
laipt wenigstens einen Punkt invariant. 

Die Siitze gelten nicht fiir Transformationen, welche den Umlaufssinn 
iindern; Beispiele davon sind leicht beizubringen. 

Der die Kugel betreffende Satz laBt sich in folgender Weise erweitern: 

wJede eineindeutige, stetige Transformation einer Kugel gerader Dimen- 
sionenzahl in sich, welche den Sinn der Indikatrix nicht dndert, oder einer 
Kugel ungerader Dimensionenzahl in sich, welche den Sinn der Indikatrixz 
umkehrt, laBt wenigstens einen Punkt invariant.“ 


Amsterdam, August 1909. 


Berichtigung 


za dem Aufsatze von lL. E.J. Brouwer: ,,Die Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen, unabhingig von den Axiomen von Lie (Erste Mitteilung)“. Math. Ann. 
Bd. 67, S. 246—267. 


8. 247 wird zur Herstellung der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ausgegangen 
von einem endlichen Gebiete des n-dimensionalen Zahlenraumes, in dessen Grenze G 
gewisse Gebiete y derart paarweise eineindeutig und stetig aufeinander abgebildet 
und identifiziert werden, daB sie auf Gebiete des n-dimensionalen Zahlenraumes ein- 
eindeutig und stetig abbildbare Umgebungen bekommen, wonach sie zur Mannig- 
faltigkeit hinzugerechnet werden. 

Diese Definition ist dahin zu prizisieren, daB die Abbildung und Identifizierung 
sich auch auf die Grenzen der Gebiete y erstrecken soll, und daS jeder Punkt 
von &, welcher dabei eine auf ein Gebiet des n-dimensionalen Zahlenraumes ein- 
eindeutig und stetig abbildbare Umgebung bekommt, zur Mannigfaltigkeit hinzu- 
zurechnen ist. 


8. 249, Z. 8 v. u. lese man e(Q,, Q,,) statt 0(;,, ,Qu)- 
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Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen, unabhiangig 
von den Axiomen von Lie. 
(Zweite Mitteilung.) 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


§ 1. 
Die Transformationsbereiche der Gruppen der zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. 


Wir konstruieren, wie im § 2 der ersten Mitteilung,*) in der P. M. 
eine Kugel K um die Identitiit, und betrachten denjenigen Teil 7 des 
T. B. eines Punktes P fiir die Gruppe selbst oder fiir eine reduzierte Unter- 
gruppe H, welcher dem Innengebiete von K entspricht. Uberdies setzen 
wir K so klein voraus, daB 7' in der T. M. innerhalb einer gewissen Kreis- 
fliche F liegt. Genau wie im § 2 der ersten Mitteilung zeigen wir dann, 
daB, wenn P,, P,, P;,--- in T gegen P,, konvergieren, es eine Folge von 
Transformationen der Gruppe gibt, welche der Reihe nach P,, P,,- ++ in 
P., tiberfiihren und gegen die identische Transformation konvergieren. 

Ist weiter uw, diejenige Teilmenge von H in der P. M., welche der 
Stelle P, von P entspricht, so konvergieren gegen jede abgeschlossene 
Teilmenge von u,, gleichmaBig abgeschlossene Teilmengen von u,, fy, Hs, °°: 

Wir unterscheiden jetzt folgende drei Fille: 

1. T enthdlt keinen zusammenhiingenden Bestandteil. Dann ist P ein 
fiir die Grappe H fester Punkt. 

2. T ist nirgends dicht, enthilt aber zusammenhiingende Bestandteile. 

Sei z ein solcher Bestandteil, so setzen wir erstens voraus, daB die 
Komplementiirmenge von ¢ ein einziges Gebiet ist. Dann wiahlen wir in 
F einen Punkt auSerhalb z, den wir innerhalb F mit z verbinden durch 
zwei einfache Kurvenbogen a und b, welche einander nicht, und ¢ in 
A und B treffen, und in dieser Weise mit z ein Gebiet G bestimmen, 
welches in F' enthalten ist. Sei w der mit a und b den éuBeren Rand von G 
bildende Teilkurvenbogen von z, und G’ das Komplementiirgebiet von G. 


*) Math. Ann. Bd. 67, 8. 246. 
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Giibe es nun Teilmengen von z, welche mit u in einem anderen 
Punkte als A und B zusammenhingen, so giibe es, auBerhalb von A 
und B, in beliebiger Niihe eines in u liegenden gemeinschaftlichen Grenz- 
punktes von G und G’ Punkte von z, welche nicht gemeinschaftliche 
Grenzpunkte von G und G’ wien. 

Es kénnten also durch beliebig kleine Transformationen aus einem 
Punkte von u, welcher gemeinschaftlicher Grenzpunkt von G und G’ 
auBerhalb von A und B wiire, andere Punkte von z, welche nicht ge- 
meinschaftliche Grenzpunkte von G und G’ wiiren, erreicht werden; dies 
ist aber unméglich. 

Giibe es weiter Punkte von u, welche fiir G nicht erreichbar*) wiren, 
so kénnten sie durch beliebig kleine Transformationen in fiir G erreich- 
bare Punkte iibergefiihrt werden, was ebenfalls unméglich ist. In dieser 
Weise stellt sich heraus, daB jeder Punkt von z fiir das Komplementir- 
gebiet allseitig erreichbar ist. 

Also ist sowohl u wie 2 ein einfacher Kurvenbogen. 

Indem wir nun weiter beachten, daf jeder Punkt von H aus jedem 
andern Punkte von H innerhalb H zusammenhingend erreichbar ist, wihrend 
man dabei innerhalb einer endlichen Zahl von Analogen der Kugel K 
bleiben kann, folgern wir, daB der ganze T. B. von P fiir die Gruppe H 
sich zusammensetzt aus einem Ordnungstypus *o + von aneinander 
schlieBenden einfachen Kurvenbogen derart, daB entweder jede endliche 
ununterbrochene Folge aus diesem Ordnungstypus wieder ein einfacher 
Kurvenbogen ist, oder alle Kurvenbogen Teilmengen einer gewissen ein- 
fachen geschlossenen Kurve sind. 

Im ersten Falle diirfen wir nicht schlieBen, daB nun auch der T. B. 
innerhalb einer gewissen Umgebung eines willkiirlichen zu ihm gehérigen 
Punktes nur einen einfachen Kurvenbogen besitzt; vielmehr darf hier 
eine Gestalt, wie die einmai beiliufig von Lorentz**) angedeutete Kurve 
besitzt, nicht ausgeschlossen werden.***) 

Wir setzen nun zweitens voraus, daB die Komplementiirmenge von z 
mehrere Gebiete enthilt. Die oben angewendete Methode bringt dann 


*) Schoenflies, Bericht tiber die Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Bd. II, 
8. 126. 

**) Encyklopiidie der Math. Wiss. V 2, 8.120, 121. Die Kurve lat sich auch 
leicht in der Weise abiindern, daB sie nirgends dicht wird. 

*) Fiir 7 sind wir indes sicher, da sie nicht in beliebiger Nihe von z weitere 
Teilkurvenbogen besitzen kann. Denn zuniichst kinnten diese nur auf einer der 
beiden Seiten von z auftreten. Hiitte man nun aber ein z’ links von z und oe(z, 2’) <8, 
so kénnte man 2 in z iiberfiihren durch eine Transformation < s’; weil aber z’ rechts 
von sich weitere Teilkurvenbogen im Abstande <« besitzen wiirde, so besiiBe z auch 
solche rechts von sich im Abstande <<", wo e” mit « unter jede Grenze herabsinkt. 
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heraus, daB jeder Punkt von z gemeinschaftlicher Grenzpunkt von allen 
durch z begrenzten Gebieten ist, und fiir alle diese Gebiete allseitig er- 
reichbar sein muB. Also ist 2 eine einfache geschlossene Kurve. 

3. T ist in einem Gebiete der T. M. iiberall dicht. Dann hat P fiir 
die Gruppe H ein Gebiet, und fiir die entprechende festgelegte Unter- 
gruppe eine endliche oder abzihlbare Gebietsmenge zum Transformations- 
bereich. 


§ 2. 
Die Zusammensetzung der Hauptgruppe aus den reduzierten Gruppen. 


Wir denken der Reihe nach eine endliche Zahl von je zuvor noch 
stetig beweglichen Punkten festgehalten, und setzen voraus, daB die hier- 
durch bestimmte festgelegte Untergruppe v immer noch einen stetig be- 
weglichen Punkt P besitzt. 

Sei zunichst P nur auf einer Kurvenmenge k beweglich, so zeigen 
wir analog wie im § 2 der ersten Mitteilung, daB, wenn wir wieder mit 
Z,, eine zusammenhiingende Teilmenge der der Stelle P., von P auf k 
entsprechenden festgelegten Untergruppe 4,, bezeichnen, ein Teilkurven- 
bogen von k aus jedem Z eine zusammenhiingende Teilmenge Y von v 
erzeugt, in der die Z eineindeutiges und stetiges Bild der entsprechenden 
Stellen von P sind, wiihrend je zwei aus verschiedenen Mengen Z,, er- 
zeugte Mengen Y miteinander nicht zusammenhiingen. 

Sei weiter P in einer Gebietsmenge beweglich, so konstruieren wir 
in einem Teilquadrate g ein rechtwinkliges Koordinatensystem, wiihlen zu 
den Punkten einer Linie y=c ein System von zusammenhiingenden Teil- 
mengen Z,-, welche eineindeutiges stetiges Bild der Punkte (w, ¢) sind, 
und analog zu den Punkten jeder Linie «= c’ ein analoges System von 
Mengen Z,,, zu denen die Menge Z,, des ersten Systems gehért. Wir 
konstruieren in dieser Weise eine zusammenhiingende Teilmenge Y von 
v, und behaupten, daB alle sie zusammensetzenden Mengen Z einein- 
deutiges stetiges Bild der entsprechenden Punkte von q sind. 

Nehmen wir niamlich einen Augenblick an, daB dies nicht der Fall 
wiire, so giibe es fiir P(u, v) beliebig nahe an P,(u,, v,) entsprechende 
Mengen Z,, in unbeschrinkter Nahe einer mit Z,,,, nicht identischen 
Menge Z,,,.,, und wir kénnten die Menge 2,,,, zerlegen in zwei Teil- 
mengen 7,,,,, und 7;,,, derart, dab E(7\,,,, Ti,0,)*) einen endlichen Wert 
besitzt, wihrend Z,,,, zu J,,,, und Z,,,, zu Ty,., gehdrt. 


*) D. h. das Minimum der Transformationen, durch welche ein Punkt von + 
in einen Punkt von x a? oder ein Punkt von 4 a in einen Punkt von T,, * tiber- 
gefiihrt werden kann. 
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Wir kénnen sodann in der bekannten Weise an der Linie z = u, ent- 
lang zwischen den Punkten (w,, v,) und (u,,¢) eine Folge von Mengen 
Z.,e konstruieren, welche Z,,,, enthilt und eineindeutiges stetiges Bild 
der Punkte (u,,v) ist; die Mengen 7,,,, und 7;,,, bestimmen dabei je 
eine Folge von Abbildungen 7,,, resp. T/,,, und die dabei auftretenden 
E (T.,¢, Ti,+) besitzen ein endliches Minimum. 

Wihlt man 6 hinreichend klein, so muB, unabhingig von v, entweder 
E(Zu,40,0, Tue) oder E(Zy, 48,0, Tu,.) water jede Grenze herabsinken. 

Nun ist es aber unméglich, daB eine an der Linie z = u, + 0 ent- 
lang konstruierte, stetige Folge von Mengen Z in eine dem Werte von 6 
entsprechende Niihe zunichst von 7,,. und sodann von T7,,,, gelangt, 
eben wegen des endlichen Minimums der E(T,,,, 7.,-). Unsere An- 
nahme hat sich also als unméglich erwiesen. 

Zwei im Quadrate g aus verschiedenen Mengen Z,,,, erzeugte Mengen 
Y hingen miteinander nicht zusammen. Wenn man sie aber tiber ein 
volles Gebiet des T. B. von P erweitert, so kénnen die Zusammenhangs- 
verhiltnisse desselben erméglichen, daB mehrere Mengen Y sich zu einer 
einzigen zusammenhingenden Teilmenge 4 von v zusammenfiigen. 


Machen wir jetzt von denjenigen Punkten, welche durch ihre Fest- 
haltung die Gruppe v bestimmt haben, den zuletzt festgehaltenen, den 
wir R nennen wollen, frei, lassen aber die tibrigen fest wie zuvor, so 
kommt eine festgelegte Untergruppe @ heraus, fiir welche R wieder ent- 
weder in einer Kurvenmenge oder in einer Gebietsmenge beweglich ist. 
Wir behandeln zuniichst den ersten Fall. 

Jeder Teilkurvenbogen s des T. B. von R erzeugt dann aus einer zu- 
sammenhiingenden Teilmenge Y von v eine zusammenhingende Teilmenge 
von g. Wir behaupten nun, daB man in jeder dieser Mengen Y eine 
Menge Z auserwahlen kann derart, daB diese Mengen Z eineindeutiges 
stetiges Bild der entsprechenden Punkte von s sind. 

Seien nimlich nimlich ,B und ,B zwei Punkte von s, und bezeichnen 
wir mit ,B; einen willkiirlichen Punkt von s zwischen ,B und ,B. Wir 
wihlen ,B und ,B so nahe aneinander, dab man, nachdem ,Z willkiir- 
lich ‘angenommen ist, fiir jeden Punkt ,By eine Menge Z wihlen kann, 
derart, dab 
(1) E (,Z, ,Zs) < &- 

Sodann wihlen wir zwischen ,B und ,B eine endliche Zahl von 
Punkten ,B,, ,B,, ,B;,--+ in solcher Weise, daB fiir jede der Formel (1) 
entsprechende Wahl der ,Z, in ,Y,,, eime Menge ,Z,,1 gewahlt werden 
kann, fiir welche E(,Z,, ,Z,;4:)<&,, und in jedem ,¥,r eine Menge 
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:4Z,r, fir welche E (,Z,, ,Zpr)<&. In dieser Weise wihlt man nun, 
nachdem einmal die ,Z, angenommen sind, zu jedem von ihnen ein ,Z; +1. 

Weiter bestimmen wir in jedem ,Y,4; die Mengen ,Z)41, ,Z)'41,°+ >; 
2) +15 +Zp+1 im soleher Weise, dah 


E(,2%,,, 293?) <e und E(,2”,, ,2,4,) <4, 


“p+? 1° p+i pti? 1 
wihrend zugleich 


E(,2. Aad <f(&), 


wo f(é) mit ¢ unter jede Grenze herabsinkt. 
SchlieBlich nehmen wir die Punkte i. B,, rey 1B, in der ange- 
gebenen Reihenfolge auf s zwischen ,B, und ,B,,, derart an, daB es 


méglich ist, die Mengen 1» so zu bestimmen, daB 


E({Z,, , y ) <6. 


4p +1 
Sodann gelten fiir die Reihe ,Z,, ‘4,9 -_# tesy 4) 14,4, die Formeln: 


E(,2Z,) :4,) <f(&), E({Z, "*1Z,) < fe), E('Z 4,41) <f@), 
E(,Z,, {Z,) <f(@), 


a o“s 
wo f(é) und f(é,) mit ¢ resp. ¢, unter jede Grenze herabsinken. 

Wir erhalten in dieser Weise zwischen ,Z und ,Z eine endliche 
Reihe von Mengen Z, welche, wenn man ihr ,Z und ,Z hinzurechnet, 
die Eigenschaft besitzt, daB je zwei Elemente ein E <f(e,) und je zwei 
aufeinanderfolgende Elemente ein E < f(¢,) bestimmen. 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgende Elemente dieser Reihe kinnen 
wir eine weitere Reihe einschalten mit der Eigenschaft, daB in ihr je 
zwei Elemente ein E < f(e,), und je zwei aufeinanderfolgende Elemente 
ein E < f(é,) bestimmen. 

In dieser Weise fortfahrend, gelangen wir, indem wir die Zahlen «,, 
&,, &, 5, -* gegen Null konvergieren lassen, zu einer in s iiberall dichten 
Punktmenge, und zu einer entsprechenden Menge von Mengen Z, welche 
ihr eineindeutiges stetiges Bild ist; zugleich ist nun zu jedem Punkte 
von s eine sich mit diesem Punkte stetig andernde Menge Z bestimmt. 
Die Transformationen, welche diese Mengen Z ineinander iiberfiihren, er- 
zeugen zugleich eine eindimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen Y, 
und, je nachdem Y ein- oder zweidimensional in den Z war, eine zwei- 
oder dreidimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen Z, welche zugleich 
eine innerhalb einer gewissen Umgebung nicht weiter ausdehnbare zu- 
sammenhiingende Teilmenge #,von g ist. 


Wir gehen zum zweiten Falle iiber und nehmen an, dab R fiir die 
Gruppe @ in einer Gebietsmenge beweglich ist. Alsdann erzeugt jedes 
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Teilquadrat q dieses T. B. aus einer Menge Y eine zusammenhiingende 
Teilmenge von g. 


Wir wollen zeigen, daB man auch hier wieder in jedem Y ein Z 
auswahlen kann derart, dab diese Z eineindeutiges stetiges Bild der ent- 
sprechenden Punkte von gq sind. Dazu wollen wir in einem Rechtecke 
innerhalb gq ein rechtwinkliges Netz konstruieren, und zu jedem seiner 
Kreuzungspunkte eine solehe Menge Z, daB je zwei von ihnen ein E < f(é), 
und je zwei in einer horizontalen oder vertikalen Querlinie des Netzes 
aufeinanderfolgende ein E < f(e,) bestimmen. 


Um dies zu erreichen, gehen wir aus von einem Rechtecke ,B,B,B,B 
mit den horizontalen Seiten ,B,B und ,B,B, welches die Rigenschaft ae 
sitzt, daB man, nachdem ,Z willktirlich canine ist, zu jedem Punkte 
Bs (d. h. zu jedem eee Punkte des Rechteckes) ein solches Zs 


wiahlen kann, dab E(,Z, :Z;s) < &. 
Pree 


Sodann bestimmen wir zwischen ,B und ,B solche Punkte ,B, 
1 2 , 2 
1B, +++, zwischen 1B und 2B solche Punkte 1B, , 15;, -++, und zu jedem 


Punkte ,B, ein tine By da8 zunichst in jedem Yas ein solches ,Z/; 
1p 1 pf 
und in jedem 1 att ein solches Za alieadh alt’ kann, dab 


E(4,, 1415) <& a Ez 4» Zs) < é,, daB aber zweitens 
E(Z, 1Z,) < f(); E(Z,, 1Z4+1) < f(&), 
E(:Z, 1Z )< f(a), 
1 pil pti 
E(:Z,,:Z, )<f(&)- 
1 p 1 p+i 


Wenn dann zu jedem ,Z, ein entsprechendes ,Z,,, gewahlt wird, 
1 p 1 p 
dann gelten zugleich die Formeln 


E(Z,, 1Z,)< f(&), EGZ, 12, ) <f(&). 
1pip 1 p 1 pti 


Transformationen t,, t,, t,---, welche 'Z;, 1%), 14,, -++ in ,Z, tiber- 
3 


fihren, fiihren 4) Ay -++ tiber in 127, °Z,°Z,--- Letatere Reihe 


oe de 
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liegt ganz in einer wat derselben Menge 1¥,, und auch fir sie gelten 
die Relationen: 


E (124 1 Z) <f (6), E(i2, ae Z,) <f(&)- 
: 
Weil nun aber die Menge ,Y, eine gewdhnliche ein- oder zwei- 
1 


dimensionale Mannigfaltigkeit in den Z ist, kann man in ihr zwischen 
die Kette 2,9 2,9 -++ und die Menge 4, eine gewisse Zahl wu, von 


solchen a Ketten +2", °*z" 12° -+ einschalten, daB 


wre se 
1 


E (12), °*Z,) <a), B (2, 1Z,"") < fe), 


q? 1 
E (1) °%,) < f(a): 
Wenden wir nun wieder auf jede Menge ‘Z, die Transformation * 


1 
an, so finden wir zwischen den beiden Ketten: 
’ o 7 
1Z,, 12, 1Z4, 1Zy, eh 
1 SB e8e se 
und 
1Z,, 1Z,, 14, 1Z,, dnd 
. 1 Sak we 
eine Zahl u, von Ketten 


i ee, 


a9? x09 3% 5? 9% —9 °° * 
1 aes Bae 


eingeschaltet, und auch fiir diese gelten die Formeln: 
E(,Z;; Ay )<t@), EZ, 2,"") <f(), 
P 


E(Z, 2) < fle). 


Zwischen ,B_, und ,B bringen wir nun durch Punkte By B 
1 1 


q , : q , 
A “+ 1 weitere horizontale Querschnitte des Rechteckes on ne 


1 
von den alten Vertikalschnitten getroffen werden in horizontalen Punktreihen: 
a, I, Ie,» 


7. wey 
. 


Diese neuen Horizontalschnitte wahlen wir in hinreichender Nihe 
desjenigen, welcher B, enthilt, damit wir Mengen 7  bestimmen kénnen, 


welche den Dentata 


E(,2, : Z) <4 ? B( 2, 4.) < &; ’ EZ, : Z;) < & 
P yp 


geniigen. 
13* 
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In den Punkten B, zusammen mit den Punkten a= besitzen wir 


1 - 1 
nunmehr die Kreuzungspunkte des gesuchten Netzes, wenn man diesen 
Punkten noch die gefundenen Mengen ,Z, und _ entsprechen laBt. 


Innerhalb jedes Blomentarrechteckes "dieses Metnes konstruieren wir 
sodann ein weiteres Netz, das nach Ersetzung von «, durch ¢, und von ¢, 
durch ¢, analoge Eigenschaften besitzt. 

So fahren wir fort, und gelangen, indem wir &, &, &,--- gegen 
Null konvergieren lassen, zu einer in q iiberall dichten Punktmenge; den 
Punkten dieser Menge, also nun auch allen Punkten von q, entspricht 
eine Menge von Mengen Z, welche ihr eineindeutiges stetiges Bild ist, 
wihrend die Transformationen, welche diese Mengen Z ineinander iiber- 
fiihren, eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen Y erzeugen, 
welche, je nachdem Y ein- oder zweidimensional in den Z ist, eine drei- 
oder vierdimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen Z, und zugleich eine 
innerhalb einer gewissen Umgebung nicht weiter ausdehnbare, zusammen- 
hiingende Teilmenge @ von @g ist. 

Ziehen wir ein volles Teilgebiet des T. B. von R fiir die Gruppe oe 
in Betracht, so kann sein Zusammenhang erméglichen, daB jedem seiner 
Punkte mehrere, durch nicht kontrahierbare Umliufe getrennte Mengen Z, 
und diesen entsprechende Mengen Y, zugeordnet sind. Diese Mengen Z 
und Y bleiben, unabhiangig von ihrer Vieldeutigkeit, fiir jedes Teilrechteck 
eineindeutiges stetiges Bild voneinander. 


Machen wir jetzt wieder von denjenigen Punkten, welche durch ihre 
Festhaltung die Gruppe 9 bestimmt haben, den zuletzt festgehaltenen, U, 
frei, so gibt es fiir die jetzt zugelassene festgelegte Untergruppe eine 
innerhalb einer gewissen Umgebung nicht weiter ausdehnbare zusammen- 
hiingende Teilmenge v, welche einem Teilbogen resp. Teilrechtecke des 
T. B. von U entspricht, dessen Punkten eineindeutig und stetig Mengen Z, 
und diese enthaltende Mengen # zugeordnet sind. Die Menge v ist eine 
ein- oder zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen @, und eine drei-, 
vier-, fiinf-, oder sechsdimensionale Mannigfaltigkeit von Mengen Z. 


Sind wir, in dieser Weise fortfahrend, bis zur Freilassung des anfangs 
zuerst festgehaltenen Punktes F’ aufgestiegen, so gelangen wir zu einer 
gewohnlichen Mannigfaltigkeit von gewisser Dimensionenzahl in den Z, 
welche innerhalb einer gewissen Umgebung die ganze P. M. enthilt; also 
ist auch die ganze P. M. eine solche Mannigfaltigkeit von Mengen Z. 

Aus dieser Rekonstruktion der P. M. aus Mengen Z folgern wir noch, 
daB, wenn es in beliebiger Nihe eines Punktes W einer Menge Zw andere 
Punkte der entsprechenden festgelegten Untergruppe Aw gibe, welche 
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nicht aus W innerhalb Zw auf beliebig kurzem Wege zusammenhiingend 
erreichbar wiren, dieselbe Eigenschaft fiir die W enthaltenden Mengen 
Yw, #w, vw usw. bestehen wiirde, also auch fiir die P. M. selber, was 
absurd ist. Die Teilmengen Z einer Menge i liegen also in der P. M. 
auperhalb der Grenze der P. M. isoliert, und hieraus zeigt sich, daB wir 
bei der obigen Rekonstruktion statt Teilkurvenbogen oder Teilrechtecken 
auch die vollen zusammenhiingenden Bestandteile der T. B. benutzen 
diirfen. 

SchlieBlich bemerken wir, daB, wenn die P. M. eine p-dimensionale 
Mannigfaltigkeit von durch Festhaltung der Punkte P,, P,,---, P,, be- 
stimmten Mengen Z ist, das Stellensystem, wo die Punkte P festgehalten 
sind, fiir eine gewisse Umgebung der Identitiit eine solche eineindeutige 
Funktion der entsprechenden Menge Z ist, welche auf der Seite des 
Stellensystems, also wegen der Eineindeutigkeit auch auf der Seite der 
Menge Z, stetig ist. Und hieraus folgern wir, dab diese Stellensysteme 
eine gewohnliche p-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden. 


§ 3. 
Die Invarianz der Gliederzahl. 


Wir wollen weiter zeigen, daB man immer durch Festhaltung einer 
endlichen Zah! von Punkten erreichen kann, daB die entsprechende fest- 
gelegte Untergruppe keinen zusammenhingenden Bestandteil mehr enthiilt. 

Im entgegengesetzten Falle kénnten wir nimlich der Reihe nach eine 
Fundamentalreihe von Punkten festhalten, welche in der T. M. tiberall 
dicht liegt. Wir folgern dann genau wie im § 2 der ersten Mitteilung, 
daB die nach jeder neuen Festhaltung noch mégliche reduzierte Unter- 
gruppe gegen die Identitét konvergiert, und hieraus weiter, dab man 
durch Festhaltung einer endlichen Zahl von Punkten bewirken kann, daB 
in einer gewissen abgeschlossenen Teilmenge der T. M. die T. B. einer- 
seits eine Breite unterhalb einer beliebig klein angenommenen GriéBe « 
besitzen, und andererseits abgeschlossen sind. 

Diese T. B. kénnen somit nur einfache geschlossene Kurven sein. 

Halt man in einer solchen Kurve einen Punkt fest, so bleiben alle 
Punkte fest; sonst nimlich wiirden wieder nicht abgeschlossene T. B. auf- 
treten; und hieraus schlieBen wir, daB die in Betracht gezogene reduzierte 
Untergruppe in jedem ihrer T. B. eine gewéhnliche Rotationsgruppe 
bestimmt. ° 

Sei y eine dieser einfachen geschlossenen Kurven, und P ein Punkt 
auf ihr. Weil die reduzierte Untergruppe abgeschlossen ist, miissen, wenn 
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ein Punkt P’ auBerhalb y sich P unbeschriinkt nahert, alle Punkte des 
T. B. y' von P’ gleichmiBig gegen y konvergieren, und dabei die ganze 
Menge y approximieren. Aus demselben Grunde mu P’ schlieBlich die 
Eigenschaft erhalten, mit P zusammen festzubleiben, bzw. seinen T.B. zu 
durchlaufen. 

Betrachten wir nun die Orte von P und P’ bei dieser Rotation 
als Funktionen des Rotationsargumentes, so konvergiert der Ort von P’ 
gleichmaBig gegen den von P; also muB »’ schlieBlich y umschlieBen. 

In derselben Weise zeigen wir, daB auBerhalb von y’ wieder eine 
einfache geschlossene Kurve y” existiert, welche y’ umschlieBt, T. B. fir 
die reduzierte Gruppe ist, und mit y und y’ zusammen durchlaufen wird. 
Diese Reihe 

te ie ae a 


14Bt sich fortsetzen bis zu jedem Index der ersten, und, weil es zu y 
wieder ein 7+» gibt, auch der zweiten Zahlenklasse. Die Breite dieser 
Kurven mu dabei aber sicher einmal die GréBe « iibersteigen, was die 
Unméglichkeit unserer Annahme zeigt. 

Man kann somit durch Festhaltung einer endlichen Zahl von Punkten 
eine festgelegte Untergruppe bestimmen, welche in der P. M. nur noch 
aus isolierten Punkten besteht. 

Ist dies erreicht durch Festhaltung von der Reihe nach n, +, 
Punkten, und waren davon gerade vor ihrer Festhaltung m, in Gebieten, 
m, nur in Kurven beweglich, so nennen wir die Gruppe (2m, + ,)-gliedrig, 
und werden zeigen, daB die Zahl n=2n,+m, eine Invariante der 
Gruppe ist. 

Zunichst beweisen wir, dab die Zahl » sich nicht andern kann, wenn 
man dieselben Punkte in anderer Reihenfolge festhilt, und dabei eventuell 
einen Punkt, welcher, wenn die Reihe an ihn kommt, schon feststeht, 
nichts zur Zahl n beitragen lift; dabei geniigt es zu zeigen, dab eine 
Vertauschung von zwei in der Reihe aufeinander folgenden Punkten die 
Zahl » nicht andert. Dies gelingt nun in folgender Weise: 

Sei W die reduzierte Untergruppe vor der Festhaltung der beiden 
Punkte, Z die reduzierte Untergruppe nach dieser Festhaltung, so wiirde, 
wenn die Zahl » sich durch die Verwechselung iinderte, W sowohl p-dimen- 
sionaler, wie q-dimensionaler Raum von Mengen Z sein, wo p< q, und 
p<4. Dies ist aber nach dem Beweise von Liiroth*) gerade fiir p< 4 
sicher unméglich. 

Sei ferner die Gruppe ein erstes Mal mittels der Punkte P,, P,,---,P. 


festgesetzt, ein zweites Mal durch Festhaltung zuniichst von einem neuen 





*) Math. Annalen Bd. 63, 8. 222—238. 
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Punkte Q,, und sodann von so vielen Punkten P, als wir noch brauchen. 
Seien diese Punkte P,,, Ps,,---, Pi. 

Die so gefundene Gliederzahl n’ ist dieselbe, welche herauskommt, 
wenn wir zuniichst die Punkte P,,,---, P,,, und erst dann Q, festhalten. 
Hierbei aber triigt einerseits Festhaltung von P,,,---, P,,, je nachdem Q, 
gerade vor seiner Festhaltung in Gebieten oder in Kurven beweglich ist, 
n’ — 2 oder n’— 1 zur Gliederzahl n’ bei, und es zeigt sich andererseits, daB 
die der Festhaltung von P,,,---, P,, entsprechende reduzierte Untergruppe 
eine gewéhnliche zwei- resp. eindimensionale Punktmannigfaltigkeit ist. 
Also auch wenn man nach dieser Festhaltung die endgiiltige Festlegung 
der Gruppe mittels anderer Punkte, z. B. Punkte P, zustande bringt — 
und im letzteren Falle gebraucht man fiir das ganze Verfahren wieder 
nur Punkte P — findet man die Gliederzahl (m’—2) + 2 resp. (n’—1)+1, 
also »’. Und da man andererseits auch » finden muB, so ist n’ =n. 

Man darf also die Festlegung bewerkstelligen mittels Punkte, welche 
unter den verschiedenen P und Q, willkiirlich gewahlt werden, und wird 
immer dieselbe Gliederzahl » finden. 

Wir figen nun einen zweiten Punkt Q, hinzu, und zeigen in der- 
selben Weise, daB man die Festlegung bewerkstelligen darf mittels 
Punkte, welche unter den verschiedenen P, Y, und Q, willkiirlich ge- 
waihlt werden, und immer dieselbe Gliederzahl finden wird. 

In dieser Weise fortfahrend, kann man allmihlich so viele neue 
Punkte Q hinzufiigen, welche zur Festsetzung benutzt werden diirfen, 
da8 schlieBlich die Punkte @ allein dazu ausreichen, und wird immer 
dieselhe Gliederzahl m herausbringen. Da andererseits die Punkte Q will- 
kiirlich gewahlt sind, ist hiermit unser Satz bewiesen. 


§ 4. 
Die eingliedrigen letzten reduzierten Untergruppen. 


Wir betrachten jetzt eine solche reduzierte Untergruppe, welche nach 
Festhaltung noch eines auf einer Kurve beweglichen Punktes nur noch 
isolierte Punkte in der P. M. enthilt. Dieser Gruppe entspricht nach 
dem vorhergehenden in der P. M. entweder eine einfache offene Kurve, 
welche nur in der Grenze der P. M. Enden besitzen kann,*) oder eine 
einfache geschlossene Kurve. 

Im ersten Falle zeigen wir, genau wie im § 3 der ersten Mitteilung, 
daB die Gruppe eineindeutiges und fiir jede abgeschlossene Teilmenge 
gleichmiBig stetiges Bild der Additionsgruppe der reellen Zahlen ist. 
Die zusammenhingenden T. B: in der T. M. sind dabei entweder einfache 


*) Lorentzsche Kurven sind hier ausgeschlossen. 
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geschlossene Kurven, oder einfache Kurvenbogen, oder einfache offene 
Kurven, welche auf einer oder auf beiden Seiten in der T. M. oder ihrer 
Grenze zusammenhiingende Enden besitzen kénnen, oder schlieBlich 
Lorentzsche Kurven. 

Die eventuellen Enden in der Grenze der T. M. kénnen entweder 
fest sein, oder T. B. aufweisen von derselben Art, wie die in der T. M. 
selber liegenden.*) 

Im zweiten Falle zeigen wir genau wie in § 4 der ersten Mitteilung, 
daB die Gruppe eineindeutiges und fiir jede abgeschlossene Teilmenge 
gleichmaBig stetiges Bild der Rotationsgruppe des Kreises ist. Die T. B. 
in der T. M. sind jetzt alle einander umschlieBende, einfache, geschlossene 
Kurven, welche dieselbe Umlaufperiode besitzen. 

Geht man von einer solchen Kurve aus, und betrachtet auf jeder 
Seite von ihr die an sie anschlieBende stetige Folge der geschlossenen 
T. B.,, so kénnen diese beiden Folgen entweder ineinander tibergehen, oder 
sich noch jede fiir sich in dreierlei Weise verhalten, nimlich erstens sich 
in einen Punkt zusammenziehen, zweitens in einer unilateralen einfachen 
geschlossenen Kurve ihren Abschlu8 finden, und drittens innerhalb der 
T. B. kein Ende besitzen. 

Hieraus folgern wir, da8 im Falle einer geschlossenen eingliedrigen letzten 
reduzierten Untergruppe die T. M. folgende sieben Gestalten besitzen kann: 

a) die zweiseitigen: Cartesische Ebene, Zylinder, zweiseitige Ring- 
fliche, Kugel. 

b) die einseitigen: elliptische Ebene, Komplementiirmenge einer Kreis- 
fliche in der elliptischen Ebene, einseitige Ringfliche. 


Bezeichnen wir nun eine endliche kontinuierliche Gruppe, welche 
eineindeutiges und fiir jede abgeschlossene Teilmenge gleichmabig stetiges 


*) Besitzt die P. M. der reduzierten Gruppe auf einer resp. beiden Seiten ein 
Ende, so miissen auch alle zusammenhiingenden T. B. der T. M. entweder geschlossen 
sein, oder auf einer resp. beiden Seiten ein Ende besitzen. Niheres ]i8t sich schlieBen, 
wenn die P. M. der reduzierten Gru,ype nicht nur ein Ende besitzt, sondern dazu in 
diesem Ende eine einfache geschlossene Kurve als T.B. In diesem Falle miissen alle 
Enden innerhalb der T. M. einfache geschlossene Kurven sein, die ihrerseits wieder 
T.B. der Gruppe sind. Letztere kiénnen, weil eine geschlossene Kurve von Grenz- 
transformationen existiert, sich einander nicht unbeschriinkt nihern, ohne daB sie 
schlieBlich einander umschlieBen und dieselbe Umlaufperiode bekommen. Sie fiigen 
sich also zusammen zu einer abzihlbaren Menge von Ringgebieten, welche jedes fiir 
sich eine feste Umlaufperiode besitzen, wiihrend die Umlaufperioden der verschie- 
denen Ringgebiete untereinander kommensurabel sind, da sie alle in der Periode der 
geschlossenen Kurve von Grenztransformationen enthalten sein miissen. 

Die T. B. in der unmittelbaren Nihe eines solchen Ringgebietes sind einfache 
offene Kurven, welche sich ihm spiralférmig anschmiegen. 
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Abbild entweder der Additionsgruppe der reellen Zahlen oder der Rota- 
tionsgruppe des Kreises ist, als ,von einer Infinitesimaltransformation 
erzeugt“, so formulieren wir folgenden Satz: 

Jede eingliedrige letzte reduzierte Untergruppe einer Gruppe einer zwei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit wird von einer Infinitesimaltransformation 
erzeugt, 


§ 5. 
Die zweigliedrigen letzten reduzierten Untergruppen; die Gestalt 
der Fliche F. 


Wir studieren weiter eine solche reduzierte Untergruppe, fiir welche 
die zusammenhingenden T. B. in der T. M. simtlich Gebiete sind, waihrend 
die Festhaltung eines Punktes davon die Gruppe festlegt. Einer solchen 
Gruppe entspricht nach dem vorhergehenden in der P. M. eine Fiche, 
die wir F nennen wollen, und die nur in der Grenze der P.M. eine 
Grenze besitzen kann. Wir wollen die Gestalt dieser Fliiche im Sinne 
der Analysis Situs untersuchen. 

Enthialt sie nicht kontrahierbare geschlossene Kurven, so kann es 
deren nicht zwei voneinander unabhiingige geben, welche einander nicht 
treffen. Denn, wenn ¢ und c’ zwei solche Kurven wiren, so wiirde ein voller 
Umlauf von c’ eine Transformation bedeuten, welche ¢ in ihre alte Lage 
zuriickfiihren miiBte; andererseits aber sehen wir, dab, wenn ein bestimmter 
Punkt P von ¢ dabei seine urspriingliche Lage wieder erreicht hat, die 
Kurve ¢ in eine Lage gelangt sein miiBte, welche nicht bei Festhaltung 
von P in ihre urspriingliche Lage stetig tibergefiihrt werden kénnte. 

Hieraus folgern wir leicht, daB nur die sieben am Schlusse des § 4 
aufgezihlten Gestalten méglich sind, und wir behaupten weiter, daB von 
diesen noch die drei einseitigen in Fortfall kommen. 

Denn wenn man in einer solchen Fliche F nach einem Umlaufe, 
welcher “den Umlaufssinn fndert, einen Punkt P in seine urspriingliche 
Lage zuriickgefiihrt hiitte, miiSten auch alle Punkte von F ihre urspriing- 
lichen Lagen wieder eingenommen haben, was, da der Umlaufssinn in P 
sich geindert hat, nicht zutrifft. 

SchlieBlich kann auch die Kugel nicht auftreten, weil eine willkiir- 
liche Transformation der Gruppe F' sie ohne Fixpunkt transformieren 
miiBte, was unméglich ist.*) 


Die Fliche F unterliegt erstens einer zweigliedrigen Gruppe, fiir 
*) Vgl. ,,Uber cineindeutige, stetige Transformationen von Flichen in sich, 


Math. Annalen Bd. 69, S. 176; Amsterdamer Berichte, hollindische Ausgabe XVII 2, 
8. 741; englische Ausgabe XI 2, S. 788. 
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welche sie selbst die P. M. ist, aber zweitens auch einer Parametergruppe, 
nach welcher die Transformation 7, von der Transformation 7, in 
T= T7,-'T,T,, tbergefihrt wird. 

Die Transformationen dieser Parametergruppe sind paarweise invers, 
und jedenfalls auBerhalb der Grenze eineindeutig und stetig; von der 
Fliche F' sind sie aber zwar eindeutiges und fiir jede abgeschlossene 
Teilmenge gleichmiBig stetiges, nicht aber notwendig eineindeutiges 
Bild. Dennoch besitzen die T.B. in F fiir die Parametergruppe genau 
dieselben Eigenschaften, wie die T. B. in der T. M. fir eine willkiirliche 
reduzierte Untergruppe; die Herleitung des § 1 bleibt hier nimlich un- 
geaindert bestehen. 

Einem fiir die Parametergruppe invarianten Punkte 6 der Fliiche F 
entspricht eine mit allen tibrigen vertauschbare Transformation o. 

Die Menge der o enthailt immer wenigstens einen Punkt, nimlich 
die Identitiit. 

Bezeichnen wir mit s eine willkiirliche, nicht mit jeder andern ver- 
tauschbare Transformation, so diirfen wir schreiben: 

66=46, 6s =so6=8. 

Die Menge der o bildet also eine Untergruppe der Gruppe F; weiter 
ist sie auberhalb der Grenze von F’ abgeschlossen. 

Nach der Methode des § 1 kénnen wir nun folgern, daB die Menge der 
6 entweder keinen zusammenhingenden Bestandteil enthilt, oder aus isolierten, 
einfachen, offenen oder geschlossenen Kurven, oder aus Gebieten besteht. 

Jeden dieser drei Fille werden wir zur Herleitung der Infinitesimal- 
transformationen der Gruppe F' einzeln diskutieren. 


§ 6. 
Erster Fall: Die Menge der o ist punktartig. 


In diesem Falle gibt es unter den Transformationsbereichen der iibrigen 
Punkte von F' fiir die Parametergruppe sicher eine Kurve. 

Sonst niimlich gibe es auBerhalb der Menge der o nur einen einzigen 
T. B., das Komplementirgebiet G der o. LaSt man dann mittels einer 
Fundamentalreihe von Transformationen der Parametergruppe einen will- 
kiirlichen Punkt von G@ gegen die Identitiit konvergieren, so muB auch 
jede zusammenhingende perfekte Menge uw in G, welche diesen Punkt 
enthilt, gleichmaBig gegen die Identitiit konvergieren. Sonst niamlich be- 
sie die Fundamentalreihe der Lagen von uw einen Limespunkt L in G, 
und deshalb auch die Anfangslage von mw einen Punkt M, den in der 
Parametergruppe eine Limestransformation der ebengenannten Funda- 
mentalreihe in Z iiberfiihrte. Diese Limestransformation wire sodann 
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eine eigentliche Transformation der Gruppe F, und keine Grenztrans- 
formation, wihrend andererseits nur eine Grenztransformation in der Para- 
metergruppe eine Transformation, welche nicht die identische ist, in die 
identische iiberfiihren kann. 

Indem wir nun fiir die Menge w eine geschlossene Kurve um die 
Identitit wihlen, sehen wir, daB die Menge der o keine weiteren Punkte, 
als nur die Identitit enthalten kann. 

Weil weiter sicher Grenztransformationen existieren, kann die Fliche F 
nur noch eine Cartesische Ebene oder ein Zylinder sein. Letztere Ge- 
stalt kommt aber in Fortfall, denn man miiBte in ihr mittels der Para- 
metergruppe eine nicht kontrahierbare geschlossene Kurve gleichmibig 
gegen die Identitiit konvergieren lassen kénnen, was unméglich ist. Ist 
aber die Fliche F eine Cartesische Ebene, so ist der T. B. fiir die Para- 
metergruppe ein Zylinder, dessen beide Rander der Rand der Fliche F' und 
die Identitit sind; dieser Zylinder muf sich also, um alle Transformationen 
der Gruppe F' in der Parametergruppe operieren zu lassen, *w + Male 
abwickeln auf die Fliche F, und dementsprechend miiBte eine Transfor- 
mation t existieren, welche nicht die identische wire, und welche in der 
Parametergruppe, nicht aber in der Gruppe F, alle Punkte in ihre urspriing- 
liche Lage zuriickfiihrte. Diese Transformation t miifte sodann zur Menge 
der 6 gehGren, aber diese Menge enthilt nur die Identitit; also hat unsere 
Annahme auf einen Widerspruch gefiihrt. 

Wir besitzen also sicher eine einfache Kurve c, welche T. B. fiir die 
Parametergruppe ist. Halten wir in ihr einen Punkt P an der Stelle P’ 
fest, so wird dadurch in der Gruppe F' eine stetige Untergruppe wu’ be- 
stimmt; die T. B. in der T. M. fiir diese Gruppe w’ kénnen nur einfache 
Kurven sein, und in der Fliche F entspricht ihr eine eindimensionale 
Mannigfaltigkeit x’ (welche nicht eine Lorentzsche Kurve sein kann). 

Auf jeder der Kurven x kann man mittels Uberlegungen wie in 
§ 2 einen’ Punkt p’ so bestimmen, daB diese Punkte zusammen eine 
einfache Kurve 2 bilden, welche jede Kurve x’ nur in einem Punkte 
trifft. Die Transformationen, welche den Schnittpunkt von x,’ und a 
in die tibrigen Punkte von 2 iiberfiihren, erzeugen aus jedem Punkte 
von x, eine weitere einfache Kurve 2’. Sowohl die Schar der 2’, wie 
die invariante Schar der x’ erstrecken sich tiber die ganze Fliiche F, und 
innerhalb jedes von ihnen gebildeten Viereckes sind sie eineindeutiges 
stetiges Bild der horizontalen und vertikalen Querschnitte eines gew6hn- 
lichen Rechteckes. 

Je nachdem die Kurven x* und a’ offen oder geschlossen sind, ist die 
Fliche F' eine Cartesische Ebene, oder ein Zylinder, oder eine zweiseitige 
Ringflache. 
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Bei der wirklichen Aufzihlung der Gruppen werden wir aber sehen, 
daB im Falle dieses Paragraphen nur die Gestalt der Cartesischen Ebene 
auftreten kann. Dennoch lassen wir in den folgenden Uberlegungen lieber 
alle drei Gestalten zu, damit sie sich auf § 8 ungeindert tibertragen 
lassen. 

Die eindimensionale Mannigfaltigkeit der Kurven x wird von der 
Gruppe F' entweder ein- oder zweigliedrig transformiert. Im letzteren 
Falle muB die Fliche F zugleich P. M. dieser zweigliedrigen Gruppe der 
eindimensionalen Mannigfaltigkeit sein. Mithin wird dann jede endliche 
Transformation von einer Infinitesimaltransformation erzeugt, und geniigen 
zwei willkiirliche dieser Infinitesimaltransformationen, um die ganze Gruppe F’ 
Zu erzeugen. 

Im ersteren Falle gibt es zu einer willkiirlichen Transformation 7, 
welche x,’ in x,’ tiberfiihrt, sicher eine weitere Transformation 1, welche 
x," in x,' und x,’ in x,’ tiberfiihrt. Wenn nun auch 22 nicht gleich T ist, 
so kann man jedenfalls 4 stetig variieren in solecher Weise, daB sie immer 
noch x,’ in x, tiberfiihrt; auch wird 24 dann immer x,’ in x,’ tiberfiihren, 
und mu, wenn die stetige Anderung von 1 hinreichend weit fortgesetzt 
wird, schlieBlich in 7‘ iibergehen. Dann ist also 42 = 7; dasselbe soll 


die Formel 14 = + T besagen, oder auch die Ausdrucksweise, daB 1 eine 


Halbierung von T ist. Jede Transformation der Gruppe F ist also 
halbierbar. 


; , : 1 
Konstruieren wir nun zu 7 Transformationen - 7, 


1 1 
ree 8 


; ' 1 ‘ , , 
Diese Transformationen 5,7 sind, wenn die Kurven x entweder ge- 


T, usw. 


schlossen sind, oder untereinander einen zyklischen Ordnungstypus bilden, 
nicht eindeutig bestimmt; man kann aber leicht solche Festsetzungen 
treffen, daB wenigstens die Kurve x’, in der die Halbierung liegt, ein- 
deutig bestimmt ist, und weiter fiir Transformationen in geniigender Nahe 
der die Identitét enthaltenden Kurve x’ volle Eindeutigkeit erhalten. Dann 


konvergiert sicher —f gegen Null. Wir werden aber weiter zeigen, daB 


f 


; f is 
aa zugleich mit der Zahl 5; gegen Null kon- 


2 


auch die Transformation 
vergiert. 

Zuniichst bemerken wir, dab, wenn 7 die Identitat J in den Punkt P, 
welcher innerhalb einer gewissen Umgebung von J liegt, tiberfiihrt, man 


jeden in obiger Weise konstruierten Punkt sa Z' (a < 2") mit stir ver- 
binden kann durch einen einfachen Kurvenbogen, welcher keinen weiteren 


Punkt der von den Punkten oi T und ot ip bestimmten Kurven x’ ent- 
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halt und bei unbeschriinkter Zunahme von n gegen Null konvergiert. 
Der aus diesen Kurvenbogen gebildete, J und P verbindende Weg ist 
sodann, unabhiingig von n, fiir festes J und festes P im Sinne der Ana- 
lysis Situs aiquivalent mit dem kiirzesten Wege zwischen J und P. 


Wir wollen nun annehmen, dab £ T nicht mit der Zahl f gegen 
Null konvergiert, und setzen dabei zuniichst voraus, daB die Kurven x’ 


geschlossen sind. Es gibt dann eine Transformation 7, (=5 T) <é, und 


eine Transformation 7, = 7 yA (aa< 1) >a, wo wir « beliebig klein und 


a oberhalb einer gewissen endlichen Grenze voraussetzen diirfen. Wir 


wiederholen nun die Transformation 7, » Male, nimlich so lange, bis die 
Zahl 4 > 1 ist. Darauf wenden wir die Transformation T>' an; das 


Produkt aller angewandten Transformationen ist dann fquivalent mit 
r 


gat; (< < 1). Jetzt wenden wir wieder n’ Male 7, an, niimlich bis = >1 


9g™ 





ist, subtrahieren wieder 7, und fahren so fort, bis wir schlieBlich die 


F 1 , 
Transformation 3 T, erreichen. 


Wir sind dann immer im selben Sinne in einer Entfernung < ¢, an 
x, entlang gelaufen und haben dabei, indem wir jeden vollen Umlauf mit- 
rechnen, einen gewissen Kurvenbogen >a in x) zuriickgelegt. 
1 
Q” 
Gang an x, entlang nur noch verlingern. Nennen wir also P, den 
Punkt, in den J von 7, iibergefiihrt wird, so kann der von den Punkten 


a 


gal, (m fest; a< 2”) im obigen Sinne bestimmte Weg niemals fiir 


Eine Wiederholung von ;,,7,, bis 7, erreicht wird, kann diesen 


festes J und festes P, aiquivalent sein mit dem kiirzesten Wege zwischen 
J und P,, und wir sind auf einen Widerspruch gekommen. 

Wenn zweitens die Kurven x’ offen sind, so gibt es jedenfalls ein 
gewisses endliches Gebiet um die Identitiit, innerhalb dessen, bei An- 
wendung auf einen willkiirlichen Punkt, 7, und ihre Inverse < ¢’, und 7, 
und ihre Inverse >a’ bleiben. Hieraus folgern wir aber, dab, wenn bei 
den oben geschilderten Wiederholungen zunichst von 7, und sodann von 
=a T, dieses Gebiet einmal verlassen wird, es auf immer verlassen wird, 
was wieder die Unméglichkeit der Annahme zeigt. 

Die Transformationen on T+(a und » willkiirliche ganze Zahlen) bilden 


also nebst ihren Grenztransformationen fiir jedes abgeschlossene Zahlen- 
segment einen einfachen Kurvenbogen, und die Transformationen an diesem 
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Kurvenbogen und seinen Fortsetzungen auf beiden Seiten (welche in einer 
Ringfliiche auch eine Lorentzsche Kurve bilden kénnen) entlang werden 
von einer Infinitesimaltransformation erzeugt. 

Man kann auch hier wieder zeigen, dab zwei willkiirliche dieser In- 
finitesimaltransformationen op, und g, hinreichen, um die ganze Gruppe F 
gu erzeugen. 

Seien nimlich ¢, und c, die Bahnkurven von g, und g, durch die 
Identitét J. Ein endlicher, J enthaltender Teilbogen von c, trifft dann 
alle Bahnkurven von g,, welche durch eine gewisse Umgebung O von J 
hindurchgehen. Also lassen alle Punkte von O, aber deshalb nun auch 
alle Punkte von F, sich aus J mittels m, und g, erreichen. 


§ 7. 
Zweiter Fall: Die Menge der o ist linienartig. 


Die Menge der o enthilt in diesem Falle eine isolierte einfache 
Kurve x durch die Identitit, welche eine invariante Uutergruppe der 
Gruppe F’ repriisentiert. Jede Transformation der Gruppe F fiihrt diese 
Kurve tiber entweder in sich selbst oder in eine Kurve x, welche giinz- 
lich auBerhalb x liegt. Die Fliche F wird in eine fiir die Gruppe F 
invariante Schar von ginzlich getrennt liegenden einfachen Kurven x’ 
zerlegt. 

Die Uberlegungen des § 6 bleiben nun weiter ungeiindert in Kraft. 
Wenn wir aber das SchluBresultat erreicht haben, sehen wir, daB der 
Fall dieses Paragraphen unméglich ist. Weil nimlich die Infinitesimal- 
transformation g,, welche die Untergruppe x erzeugt, und eine willkiir- 
liche andere Infinitesimaltransformation g, hinreichen, um jede Trans- 
formation der Gruppe F zu erzeugen, wihrend g, und g, miteinander 
vertauschbar sind, so sind alle Transformationen der Gruppe, welche ja 
als Produkte von aus g, und aus g, erzeugten anzusehen sind, mitein- 
ander vertauschbar, d. h. wir sind im Falle des niachsten Paragraphen. 


§ 8. 
Dritter Fall: Die Menge der o ist flichenartig. 


In diesem Falle kann ein von den 6 eingenommenes Gebiet G keine 
Grenze innerhalb der Fliche F' besitzen. Denn ein Punkt P einer solchen 
Grenze wiirde ebenfalls zur Menge der o gehéren, und in beliebiger 
Nahe von ihm giibe es Punkte, welche zur Menge der s gehkérten; es 
giibe also auch beliebig kleine Transformationen s, und diese miiBten 
das Gebiet G iiberfiihren in ein Gebiet ganz auBerhalb von G, was un- 
méglich ist, 
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Das Gebiet G iiberdeckt mithin die ganze Fliiche F, und je zwei 
Transformationen der Gruppe F sind vertauschbar. 

Bezeichnen wir nun weiter eine willkiirliche halbierbare Trans- 
formation mit t, eine willkiirliche nicht halbierbare mit ¢, so diirfen wir 
schreiben: 

to=t, ti=ir=—t. 

Die Menge der rt ist eine die Identitét enthaltende Untergruppe der 
Gruppe F; auBerdem ist sie zusammenhiingend, und auBerhalb der Grenze 
von F' abgeschlossen. : 

Nach der Methode des § 1 lift sich nun weiter zeigen, daB sie ent- 
weder ein Gebiet ist oder: eine einfache Kurve, welche nicht eine Lorentz- 
sche Kurve sein kann. 

Letzterer Fall kann aber gleich ausgeschlossen. werden, denn wenn 
die Menge der tr eine einfache Kurve # wiire, so giibe es beliebig kleine 
nicht halbierbare Transformationen ¢, welche # in eine einfache Kurve fp’ 
auBerhalb von f, z. B. rechts von , itiberfiihrten; ¢¢ fiihrte sodann 6 
iiber in 6”, rechts von f, also ebenfalls auBerhalb 6. Andererseits ist 
aber ¢¢ halbierbar, miiBte also geradezu zu B gehdéren. 

Die Menge der +t ist also jedenfalls ein Gebiet; von diesem aber 
zeigt man an genau derselben Weise, wie oben von dem von der Menge 
der o gebildeten, daB es keine Grenze innerhalb der Fliche F aufweisen 
kann, also die ganze Fliche F tiberdeckt. Mithin sind wieder alle Trans- 
formationen der Gruppe F halbierbar. 

Und in derselben Weise zeigen wir, daB es fiir jedes m zu jeder 


Transformation 7’ eine Transformation z gibt. 


Wir unterscheiden nun folgende drei Fille, von denen wir die ersten 
beiden auf den dritten zuriickfiihren: 

1. Die Fliche F ist eine Cartesische Ebene. Wir konstruieren zu 
einer willkiirlichen Transformation Z das Transformationsfeld*), welches, 
da 7 keinen Punkt invariant laéGt, in solcher Weise gebildet werden kann, 
daB es die Identitit J enthilt und begrenzt wird von zwei einfachen 
Kurven, welche einander nicht treffen, und sich beiderseits bis zum Un- 
endlichen erstrecken.**) 

Betrachten wir dann je zwei Punkte von F, welche durch 7 inein- 
ander tibergefiihrt werden, als identisch, so wird aus F eine Zylinder- 
fliche F’, und weil die Transformation 7 bei der Gruppe F' invariant ist, 


*) Vgl. Math. Annalen Bd. 69,°*S. 178; Amsterdamer Berichte, holl. Ausg. XVIII 1, 
8. 107; engl. Ausg. XII 1, S. 286. 

**) Vgl. Math. Ann. Bd. 69, 8S. 179; Amsterd. Ber., holl. Ausg. XVIII 1, S. 117;. 
engl. Ausg. XII 1, 8. 297. 
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unterliegt auch F’ einer Gruppe von eineindeutigen, stetigen und paar- 
weise inversen Transformationen, welche sich, da jede von ihnen von 7 
in sich selbst iibergefiihrt wird, eineindeutig und fiir jede abgeschlossene 
Teilmenge gleichmaBig stetig auf F” selbst abbilden lassen. 

Hiermit ist der Fall 1 auf 3 zuriickgefiihrt. 

2. Die Fliiche F ist eine zweiseitige Ringfliche. Wir kénnen dann 
jeden ihrer Punkte *@ + o@ Male vervielfaltigen, und dieselbe Verviel- 
faltigung auch fiir jede der von ihnen reprisentierten Transformationen 
erreichen, indem wir fiir diese nicht nur eine Endlage, sondern zugleich 
einen stetigen Weg, auf dem die Endlage aus der Identitit erreicht ist, 
berticksichtigen, wobei wir uns beschriinken auf Unterschiede der Wege 
beztiglich einer der beiden voneinander unabhingigen, nicht kontrahierbaren 
geschlossenen Kurven der Ringfliche. 

Aus der Fliche F wird dann eine Zylinderfliiche F”, welche einer 
zweigliedrigen Gruppe mit paarweise vertauschbaren Transformationen, 
fiir die sie selbst die P. M. ist, unterliegt, und hiermit ist auch der Fall 2 
auf 3 zuriickgefiihrt. 

3. Die Fliiche F ist eine Zylinderfliche. Sie besitzt dann zwei ge- 
trennte Rainder. Wenn wir eine Fundamentalreihe f von Transformationen 
gegen einen dieser Rinder konvergieren (bzw. ins Unendliche riicken) 
lassen, muB durch sie jede zusammenhingende perfekte Menge uw von F 
gleichmaBig gegen diesen Rand konvergieren (bzw. gleichmiBig auf der 
Seite dieses Randes ins Unendliche riicken). Denn wenn die Fundamental- 
reihe der Lagen von w einen Limespunkt Z innerhalb F' besiibe, giibe 
es auch in der Anfangslage von w einen Punkt M, den eine Limestrans- 
formation von f in L iiberfiihrte, was unméglich ist, da die Punkte, in welche 
M von f ibergefiihrt wird, nur gegen einen Rand konvergieren kénnen. 

Seien nun g und g’ die beiden Rinder, so kénnen wir in F durch 
die Identitaét eine geschlossene Kurve ¢ legen, welche diese beiden Rinder 
trennt. Sie teilt F’ in zwei Teilgebiete, niimlich G auf der Seite von g, 
und G’ auf der Seite von 9’. Man kann sodann immer den Rand 9 mit 
einer solchen geschlossenen Kurve y umgeben, da jede zwischen g und y 
enthaltene Transformation G in ein beliebig weit gegen @ fortgeriicktes 
Teilgebiet ‘tiberfihrt. Analog kann man g’ mit einer geschlossenen 
Kurve y’ umgeben, welche die analoge Eigenschaft in bezug auf G’ besitzt. 

Wir behaupten nun, dab es unméglich ist, da’ Wiederholungen der- 
selben Transformation x die Identitiit beliebig weit sowohl gegen e@, wie 
gegen g’ fortriicken lassen. 

Wenn niimlich das Gebiet G von pz in ein Teilgebiet transformiert 
wird, so wird es von jeder Transformation (p + )x in ein Gebiet trans- 
formiert, das giinzlich in der Summe des Gebietes G und derjenigen Ge- 
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biete, in welche G durch 2, 27, 3”,---, (m—1)a tibergefihrt wird, 
enthalten sein mu. 

Sei also 7 eine willkiirliche Transformation der Gruppe F, und sei 
oe der Rand, gegen den ihre Wiederholungen nicht unbeschrinkt weit 
fortriicken, so kann man die geschlossene Kurve y’ in solcher Weise 
waihlen, daB fiir jede zwischen y’ und g’ enthaltene Transformation 7” 
die Unméglichkeit stattfindet, daB a7 in beliebige Nahe von b7” ge- 
langen kénnte (a und } willkiirliche positive ganze Zahlen). 

Wir sehen also, daB y’ derart gewihlt werden kann, daB die Menge 
t T (> eine willkiirliche positive rationale Zahl) nicht zwischen 9’ und 7’ 
eindringen kann. 

In analoger Weise kénnen wir zeigen, daB wir zu T y und y’ beide 
in solcher Weise wihlen kénnen, dab die Menge 4 (b eine willkiirliche 
positive ganze Zahl) weder zwischen @ und y, noch zwischen g und 7’ 
eindringen kann. 

Wir betrachten nun im weiteren eine solche Transformation 7’, welche 
keine Wiederholung besitzt, die die identische Transformation ist. (Dieser 
Bedingung geniigen nach dem vorhergehenden alle Transformationen, die 
hinreichend weit gegen einen der Riinder fortgeriickt sind.) Gibt es dann 
zu einer gewissen positiven rationalen Zahl ; mehrere Transformationen 


57) so unterscheiden sich je zwei von ihnen um eine Transformation +4, 
wo J die identische Transformation bedeutet. 
Wir bezeichnen weiterhin Se auch mit — sf; und unterscheiden 


zwei Fiille, je nachdem die Menge z-7 (z eine willkiirliche positive 
rationale Zahl) in gewissen Gebieten iiberall dicht ist oder nicht.*) 


Erster Fall. Die Menge z-T enthiilt iiberall dichte Bestandteile. Ist 
sie dann-um den Punkt p- TZ (p ein spezieller Wert von 2) tiberall 
dicht, so ist sie es auch um einen Punkt (p+ ,)Z. Dies leuchtet ein 
durch Anwendung der Transformation z,-7Z auf den Punkt p- 7 und 
seine Umgebung, welche dabei wieder in eine Teilmenge von z- 7 tibergeht. 

Wire nun h eine solche positive Zahl, daB fiir z,>h die Menge 
2-T um z,-T iberall dicht ist, fir z,<h aber nicht, so wiirde die 
Menge (¢—«,)-T7 («, eine bestimmte, beliebig klein gewihlte, positive 
rationale Zahl) um z,- 7 dann und nur dann iiberall dicht liegen, wenn 


*) DaB, wenn man die eventuelle Vielwertigkeit von + T in Betracht zieht, beide 


Fille vorkommen kiénnen, zeigt schon die Bewegungsgruppe eines Kreiszylinders in 
sich im Euklidischen Raume. 


Mathematische Annalen. LXIX. 14 
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Die Menge — « -T (¢ eine willkiirliche, zwischen 0 und «, variierende, 
positive rationale Zahl) miiBte also tiberall dichte Bestandteile enthalten. 
Dies ist aber, weil andererseits die Menge y- 7 (y eine willkiirliche, 
zwischen 0 und fh variierende, positive rationale Zahl) keinen iiberall 
dichten Bestandteil enthalten darf, ein Widerspruch. 

Die Menge z- 7 muB also um jeden ihrer Punkte iiberall dicht 
sein, und zugleich muB die Menge w- 7 (w eine willkiirliche positive 
oder negative rationale Zahl) in F' tiberall dicht sein, weil sie niimlich 
eine Untergruppe mit paarweise inversen Transformationen ist, und 
iiberall dichte Bestandteile besitzt. Dann mu8 aber auch fiir jedes «, 
die Menge —«-T' iiberall dichte Bestandteile auBerhalb der von z-T 
bedeckten Gebietsmenge £ besitzen. Sie muB sogar giinzlich auBer- 
halb von F liegen; sonst niimlich giibe es eine Transformation — «, - 7, 
welche einerseits die von z- 7’ bedeckte Gebietsmenge in eine sie ent- 
haltende iiberfiihren miiBte, andererseits aber approximiert werden wiirde 
von Transformationen, welche sie in eine Teilmenge von sich iiberfiihrten. 
Also ist auch die Menge —«- 7 um jeden ihrer Punkte iiberall dicht. 

Der Rand 9’ wird von der Menge z-7' nicht erreicht; mithin wird 9’, 
nicht aber g, von der Menge — z¢-7' erreicht. Dann aber gehért zu £ 
ein gewisses Ringgebiet, in dessen Grenze g und auferdem ein nicht zu- 
sammenziehbarer Rand g als Teile enthalten sind. Bezeichnen wir mit g, 
den Rand, in den g von einer Transformation h- 7 (h eine positive oder 
negative rationale Zahl) iibergefiihrt wird, so kann g, fiir positives h nicht 
zwischen g und @g’, fiir negatives h nicht zwischen g und @ eindringen, 
und konvergiert g, fiir gegen Null konvergierende Werte von h gleich- 
miBig gegen g. 

Gibt man also h alle rationalen Werte, so bilden die g, nebst ihren 
Grenzmengen g, die Elemente einer gewéhnlichen eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit, welche die ganze Fliche F iiberdeckt, und von allen Trans- 
formationen der Gruppe w- 7’, also auch von allen Transformationen der 
Gruppe F in sich transformiert wird und zwar eingliedrig. 

Die stetige Untergruppe von F’, welche jede Menge g, in sich trans- 
formiert, wird in F auf Grund der Uberlegungen der $$ 1 und 2 von 
einer eindimensionalen Punktmanpigfaltigkeit durch die Identitiit reprisen- 
tiert; ihre T. B. in F sind getrennt liegende einfache Kurven, welche 
eine die ganze Flaiche F' iiberdeckende invariante Schar bilden. Diese 
Schar spielt nun genau dieselbe Rolle, wie die Schar der Kurven x’ 
im § 6, und nach den Methoden jenes Paragraphen zeigen wir wieder, 
dap jede endliche Transformation der Gruppe F von einer Infinitesimal- 
transformation erzeugt wird, und je zwei dieser Infinitesimaltransformationen 
hinreichen, um die ganze Gruppe F zu erzeugen. 
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Zweiter Fall. Die Menge z-T ist nirgends dicht. Dann ist auch 
die Menge w- 7 nirgends dicht. Letztere Menge muB sich aber jeden- 
falls aus zusammenhingenden Bestandteilen zusammensetzen. Sonst nim- 
lich kénnten wir einen gewissen Punkt w,- 7 mit P, den Punkt (w,+1)-T7 
mit @, und eine gewisse geschlossene Kurve, welche P in ihrem Inneren, 
Q in ihrem AuBeren enthilt, mit j bezeichnend, eine solche GréBe « be- 
stimmen, daB es unméglich wiire, eine solche Reihe von zu w-T ge- 
hérigen Punkten P, P’, P” --- P™ anzugeben, dab 9(P®, P@+»)<e 
wire, und P™ auBerhalb von j lage. 

Nun mu aber die Menge asl, weil sie zwischen zwei Kurven y 
und »’ eingeschlossen ist, mindestens einen Grenzpunkt innerhalb F' be- 
sitzen; es gibt also sicher eine Transformation sa T (a ungerade), welche 
innerhalb j jeden Punkt um weniger als ¢ verriickt. Aus demselben 
Grunde gibt es eine Transformation £7 (p und a relativ prim) mit dieser 
Eigenschaft. 


Man kann nun — T, also auch T selbst, ersetzen durch eine Folge 


von Transformationen aT und fT. Eine solche Folge, auf P an- 


gewandt, oder ein gewisser Anfangsteil von ihr besiBe aber gerade die 
Eigenschaft, welche wir, wenn w- 7 keinen zusammenhingenden Bestand- 
teil enthielte, als unméglich erkannt haben. 

Fiigen wir der Gruppe w- 7 ihre Grenzpunkte hinzu, so erhalten 
wir eine Untergruppe mit paarweise inversen Transformationen der 
Gruppe F. Diese muB eine isolierte einfache Kurve x durch die Identitiit 
enthalten, welche von der Gruppe F iibergefiihrt wird in eine invariante 
Schar von getrennt liegenden, die ganze Fliche F’ tiberdeckenden, ein- 
fachen Kurven x, auf welche sich wieder die Uberlegungen des § 6 an- 
wenden lassen. 


Mithin ist folgender Satz allgemein bewiesen: 

Jede Transformation einer zweigliedrigen letzten reduzierten Untergruppe 
einer Gruppe einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit wird von einer In- 
finitesimaltransformation erzeugt; irgend zwei Infinitesimaltransformationen 
erzeugen die ganze Untergruppe; die Untergruppe ist imprimitiv. 

In diesem Satze, kombiniert mit dem Resultate des § 4, besitzen 
wir die Mittel, die Gruppen der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten der 
Reihe nach aufzuzihlen, was ich in der niachsten Mitteilung auszufihren 
beabsichtige. 2 





14* 
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Uber einige unendliche Gruppen von orientierten 
Berthrungstransformationen in der Ebene. 


Von 


Witeewtm BiascHKe in Bonn. 


Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf reelle, eigentliche 
Elemente der ebenen euklidischen Geometric. Den Inbegriff eines Punktes 
und einer durch ihn hindurchgehenden, orientierten, d. h. mit einem 
Durchlaufungssinn versehenen Geraden nennt man ein orientiertes Linien- 
element. Zwei solche Elemente, die die Eigenschaft haben, daB ihre Ge- 
raden parallel laufen und daB die Verbindungslinie ihrer Punkte auf diesen 

a) Geraden senkrecht steht, sollen ,,syntaktisch“ (Fig. 1a) 

oder ,,antitaktisch* (Fig. 1b) genannt werden, je nachdem 
die orientierten Geraden der Elemente gleich- oder gegen- 
sinnig parallel laufen. 

6) Wir stellen nun die Aufgabe: Man soll alle orien- 
tierten Beriihrungstransformationen ermitteln, die syn- 
taktische Lage von Elementen nicht zerstéren, oder, anders 

ais ausgedriickt, die Beriihrungstransformationen, welche 
(gleichsinnig) parallele Vereine orientierter Elemente wieder in solche 
tiberfiihren. 

Es zeigt sich, daB diese Transformationen eine unendliche Gruppe 
bilden, die mit einer anderen in nahem Zusammenhang steht, nimlich mit 
der unendlichen Gruppe aller orientierten Beriihrungstransformationen, 
die die Umfange geschlossener Vereine ungeiindert lassen. Man kénnte 
derartige Abbildungen kurz ,,umfangstreue* Berthrungstransformationen 
nennen.*) Diese Gruppe geht wieder durch eine einfache Transformation 


*) Ich méchte hervorheben, daB man die Problemstellung, die umfangstreuen 
Transformationen zu finden, Herrn E. Study verdankt, der gelegentlich erwaihnt, dab 
er dieses Problem vollstiindig gelist habe (vgl. die Sitzungsber. der niederrhein. Ges. 
f. Natur- und Heilkunde 1904, FuBnote auf 8. 57), doch ist die vorliegende Lésung 
unabhiingig von Herrn Study entstanden. 
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aus einer Untergruppe der flichentreuen Abbildungen auf einem Dreh- 
zylinder hervor. 

Zum Schlusse werden noch die Beriihrungstransformationen bestimmt, 
die ,,Kurven konstanter Breite“ wieder in solche iiberfiihren. Diese Gruppe 
ergibt sich als Untergruppe der erstgenannten unendlichen Gruppe. 


Zuniichst wollen wir die Koordinaten angeben, die im folgenden zur 
Verwendung kommen. Es sei 


zeosp+ysing—p, 


die ,,Normalform“ der Gleichung einer orientierten Geraden G. Die Nor- 
male durch den Anfangspunkt o 


—zsng+ycosp=—0 


auf unsere Gerade denken wir uns so orientiert, daB man G durch Drehung 
um einen positiven rechten Winkel mit der Normalen zur Deckung bringen 
kann. p bedeutet den mod. 22 bestimmten 

Winkel zwischen der Achse der nega- an’ 
tiven x und der orientierten Normalen. 


p bedeutet den Abstand o’o unserer Ge- 
raden G vom Ursprung 0, gemessen in der 
positiven Richtung der Normalen. p fallt q 
also positiv oder negativ aus, je nachdem G ¢ 

im positiven Sinne (wie in der Figur 2) P 

oder im negativen Sinne um o dreht. Ein - 
Linienelement E von G, dessen Punkt m wy 
heiBen mége, ist als Durchschnitt von G 
mit einer benachbarten orientierten Gera- Fig. 2. 
den bestimmt, wenn wir auBer » und p 


noch q= “e angeben. q ist gleich der Strecke o’m, gemessen im posi- 


tiven Sinne von G, denn die ,,orientierte) Normale“ N des Elementes E 
hat die Gleichung 








awd 
°] 
? 


—zsng+ycosp—q. 
Syntaktische Elemente kénnen jetzt auch als Linienelemente mit gemein- 
samer orientierter Normalen erklart werden. 

@, p und q kénnen wir als Koordinaten des Elementes E verwenden, 
E=(9,p,q). Die Bedingung der ,,vereinigten Lage‘ von orientierten 
Elementen driickt sich in diesen Koordinaten folgendermafen aus 

dp—qdg =0. 
Gibt man p als (nicht-konstante) Funktion von » {my < py <q,)}, 80 ist 
dadurch ein (krummer) Verein orientierter Elemente bestimmt. Von der 
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‘ 
Funktion p(p) wollen wir zweimalige Differenzierbarkeit voraussetzen, ~ 
dann vom zweiten Differentialquotienten p”(q), daB er beschrankt sei und 
tiberdies stetig, bis auf eine endliche Zahl von Ausnahmestellen. Nach 
diesen Voraussetzungen verliuft unser Verein iiberall im Endlichen und 
wir kénnen, nach einer willkiirlichen Entscheidung iiber ein Vorzeichen, 
die Bogenlinge des gekriimmten Vereines durch das Integral*) 


a? 
(1) s— f(o+ 2%) dg, 
Po 
das nach unseren Annahmen existiert, definieren. Dabei ist das Vor- 
zeichen so gewahlt, dab die Bogenlinge positiv zu zihlen ist, wenn die 
Integrationsrichtung mit der Orientierung der durchlaufenen Elemente 
iibereinstimmt, und negativ im 
anderen Falle. Integrieren wir 


e) b) 

q d z. B. in der Figur 3a von a iiber b 
und ¢ nach a auf einem Verein, 
der sich aus drei orientierten Kreis- 
bogen zusammensetzt, so haben 
wir, wenn die Pfeile in der Figur 

a 6 d e 
Fig. 3. 


die Orientierung andeuten, den 
Bogen von a nach b positiv, 
von 6 nach ¢ negativ und von ¢ nach a wieder positiv zu zahlen. Ist 
Po =, (mod. 2x) und p(g,) = p(g,), so nennen wir den Verein ge- 
schlossen. Der Verein abca in Fig. 3a ist nicht geschlossen, legen wir 
aber den Verein defa von Fig. 3b auf den ersten hinauf, so erhalten wir 
einen geschlossenen Verein abcdefa von dem Umfange Null. 
Der Umfang eines geschlossenen Vereines ist durch das lings des 
Vereines genommene Integral 


(2) u=—|pdg 

gegeben. Wir wollen ferner das Integral 
1 J 

(3) io a dp 


als die ,,Umlaufzahl“ eines Vereines bezeichnen. Fiir einen geschlossenen 
Verein ist 4 eine ganze Zahl. Die Integrale w und 4 sind fiir einen vor- 
gelegten Verein gleichzeitig nur abgesehen vom Vorzeichen bestimmt, das 
von der Integrationsrichtung abhingt. 4 ist abgesehen vom Faktor 5 
die ,,Totalkriimmung“ des Vereines. 


*) Vgl. die Encykl. d. math. Wiss. III D 1, 2 (v. Mangoldt) 8. 26. 
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Nehmen wir an, es sei uns eine Beriihrungstransformation E — E* 
vorgelegt, bei der syntaktische Lage von Elementen erhalten bleibt. Bei- 
spiele fiir solche Abbildungen bieten uns ja die Abnlichkeiten und die 
Dilatationen.*) Es werde das Element E = (g, p,q) in das Element 
E* = (g*, p*, q*) tibergefiihrt: 

g* = * (9, P, 9) 
p* = »* (92,9) 
q* = g* (YP, 9). 
Von den Funktionen g*, p* und g* werden wir vorauszusetzen haben, 
daB sie und ihre partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in 
einem gewissen ~ Sd 5 endlich und stetig seien, und daB die Funk- 
9 P*, 


tionaldeterminante —7 7 — im Gebiete {EZ} nirgends verschwinde. Die 


Bereiche {£} und | E*} seien ferner so umgrenzt, daB sie ausnahmslos 
eineindeutig aufeinander bezogen sind. Aus der vorausgesetzten Eigen- 
schaft unserer Beriihrungstransformation folgt sofort, daB m* und g* von p 
unabhiingig sein miissen, und diese Tatsache ist fiir die Transformationen 
charakteristisch. Mit jeder derartigen Abbildung E —> E* steht in Ver- 
bindung eine Transformation N-—» N* der orientierten Normalen der 
Linienelemente, die durch die beiden Gleichungen 


(4) A aaa p* (9,9); 


q* = q* (9,9) 

dargestellt wird. 

Wir wollen nun von der Funktion p* auf geometrischem Wege den 
Nachweis erbringen, daB sie die Form 

p* —kp + P(g,q) 

haben muB, wobei k eine von Null ver- 
schiedene Konstante bedeutet. Wir 
nehmen im Bereiche {E} zwei syn- 
taktische Linienelemente E und EF mit 
den Punkten m und m und der ge- 
meinsamen Normalen N an (Fig. 4.). 
N’ sei eine zu N hinlinglich benach- y 
barte orientierte Gerade. Durch E und 
E legen wir zwei parallele Vereine V 
und V, die auch N’ in den Punkten 
m’ und m’ orthogonal durchsetzen. 
Ebenso seien die parallelen Vereine V, 
und V, so durch E und E gelegt, daB sie N’ in dem Punktepaar m,'m,’, 





al eat a 


Fig. 4. 








*) ,,Dilatation’* nennt man eine orientierte Beriihrungstransformation von der 
Form: g* = gq, p*=p-+ const., q* = q. 
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das von m’m’ verschieden sein mége, orthogonal treffen. Von den Ver- 
einen V= mm, V = mm’, V,—mm,, V,= mm,’ setzen wir voraus, daB 
sie ganz im Innern des Bereiches {F} verlaufen. Dann sind die (ein- 
schlieBlich des Vorzeichens bestimmten) Strecken mm, m’m’, m,'m,' ein- 
ander gleich, also auch m’m,’ = m'm,’. Fiihrt man im Bereiche { E*} 
die Konstruktion aus, die aus der eben ausgefiihrten durch die Trans- 
formation E—» E* hervorgeht, so erkennt man, daB die Punktreihe 
mm,’ m'm,’ auf N’ und die analoge m’*m,'* m’*m,'* auf N’* so aufein- 
ander bezogen sind, daB gleichen Strecken m’m,’ = m'm,’ wieder gleiche 
m'*m,'* = m'*m,'* entsprechen. Die Beziehung zwischen den beiden 
Punktreihen muB also, da sie als eineindeutig und stetig vorausgesetzt ist, 
eine Abnlichkeit sein. Ferner muB, da m’m’ : m'*m’* = mm: m* m* ist, das 
VergréBerungsverhiltnis & fiir alle Normalen N dasselbe sein. Damit ist 
aber die angegebene Gestalt der Funktion p* als richtig nachgewiesen, so 
daB wir unsere Abbildung E —> E* durch die Formeln darstellen kénnen: 


ee 9* (9,9); 
(5) p* =kp + P(Y,9), (k++ 0} 
l= (9,9). 

Bevor wir zu den partiellen Differentialgleichungen (6) iibergehen, 
welche die Funktionen g*, P, q* erfiillen, wollen wir eine charakteristische 
Eigenschaft der Transformation N —> N* der orientierten Normalen ableiten. 

Zieht man in den Bereichen {£} und { E*} zu allen Linienelementen 
die orientierten Normalen, so erfiillen diese zwei Bereiche, die wir mit 
{N} und {N*} bezeichnen 
wollen.*) Wir nehmen im 
Bereiche {F} einen Verein V 
an, dessen Umlaufzahl 4 = 0 
ist und dessen Anfangs- und 
Endelemente FE, und FE, syn- 
taktisch liegen (vgl. die Fig. 5). 
Der Verein V hat nach unseren 
Voraussetzungen die Eigen- 


schaft, daB aah und damit der 
Kriimmungsradius 











da? 
e=pt aes 


*) Die Bereiche {£} und { E*} kénnen so weit fortgesetzt werden, daB sie alle 
Linienelemente enthalten, deren orientierte Normalen den Bereichen {NV } und { N*} 
angehdren. 
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dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen Grenze verbleibt. Dann 
umhiillen die orientierten Normalen von V einen geschlossenen Verein 
W, die ,,Evolute“ des ersten, der im Gebiete {N} liegt, die Umlaufzahl 
Null hat, und dessen Umfang gleich der Strecke m,m, zwischen den 
Punkten der Linienelemente E, und FE, ist, gemessen in der positiven 
Richtung der gemeinsamen Normalen von FE, und £,. Betrachten wir 
nun in {£*} und {N*} die entsprechenden Vereine V* und W*. Der 
geschlossene Verein W* hat ebenfalls die Umlaufzahl Null und sein Um- 
fang ist m,*m,* = km,m,. Wir haben also gefunden: 

Die Transformation N—> N fiihrt jeden geschlossenen Verein des Be- 
reiches {N} mit der Umlaufzahl Null und dem Umfange u in einen ge- 
schlossenen Verein in {N*} tiber, der die Umlaufzahl Null und den Um- 
fang ku hat. 

Man kann sich nun auf geometrischem Wege leicht deutlich machen, 
daB die gefundene Eigenschaft die Transformationen N—» N* bereits 
charakterisiert. Es gehéren nimlich zu jeder derartigen Transformation 
orientierter gerader Linien oo! Beriihrungstransformationen E —> E*, die 
aus einer unter ihnen dadurch entstehen, daB man vor oder nach ihr eine 
geeignete Dilatation ausfiihrt. Ordnet man einem Linienelement, das eine 
orientierte Gerade N als Normale hat, ein beliebiges der Elemente, die 
N* als Normale haben, zu, so ist dadurch eine Abbildung E — E* fest- 
gelegt. 

Wir bemerken nebenbei, daB unsere Beriihrungstransformationen 
E — E* auch durch die Eigenschaft, mit der Gruppe der Dilatationen ver- 
tauschbur zu sein, definiert sind. D. h. ist D eine Dilatation und 8 eine 
Transformation E— E*, so gibt es eine Dilatation D’, sodab DB=— BD’ 
ist; und umgekehrt, geniigt eine Beriihrungstransformation 8 dieser Glei- 
chung, so ist sie eine Abbildung E —> E* der gewiinschten Art. 

Wenn wir iiber die Bereiche {£} und {E*} die weitergehende Vor- 
aussetzung machen, daB sich in ihnen auch geschlossene Vereine mit Um- 
laufzahlen 4 >1 ziehen lassen, so kann man daraus folgern, dab die zu- 
gehérige Abbildung N —> N* die Umfinge beliebiger geschlossener Kurven 
in den Gebieten {N}, {N*} im konstanten Verhiiltnis & verindert. Klarer 
werden diese Verhiiltnissse noch werden, wenn wir die Transformation 
N -—» N* aus einem anderen Gesichtspunkt betrachten. 


Im folgenden machen wir die Annahme k = 1, eine unwesentliche 
Einschrankung, die man durch eine nachfolgende Ahnlichkeitstransformation 
wieder beseitigen kénnte. Wir bilden nun die orientierten Geraden 
N =(g,q) unserer Ebene ab auf die Punkte eines Drehzylinders mit dem 
Radius Eins, dessen Achse im Koordinatenanfangspunkt 0 {q=0} auf unserer 
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Ebene senkrecht steht (vgl. die Fig. 6). Zu jeder orientierten Geraden N 
legen wir namlich durch den Ursprung o die gleichsinnig parallele orien- 
tierte Gerade N,, drehen dann N um N, durch einen ,negativen“ rechten 











Fig. 6. 


Winkel und bestimmen den ,,Austrittspunkt* » der so erhaltenen orien- 
tierten Geraden N’ aus dem Zylinder. m hat die Koordinaten 


r=—cosg, y=—sing, s=—4q. 


Die Beziehung zwischen den Punkten m des Zylinders und den orientierten 
Geraden N der Ebene ist ausnahmslos umkehrbar eindeutig. 

Nehmen wir in der Ebene einen geschlossenen Verein mit der Um- 
laufzahl 4=0 an. Ihm entspricht auf dem Zylinder eine geschlossene 
Kurve, die den Zylinder nicht umschlingt, die sich also stetig auf dem 
Zylinder in einen Punkt zusammenziehen liBt. Der Umfang u = [adp 
des Vereines in der Ebene ist gleich dem Flicheninhalt der Kurve auf dem 
Zylinder.**) Daraus folgt nun unmittelbar: 

Den (eigentlich-)flichentreuen Punkttransformationen auf dem Zylinder 
entsprechen diejyenigen Transformationen orientierter gerader Linien in der 
Ebene, die die Umfiinge geschlossener Vereine mit der Umlaufzahl Null 
invariant lassen, und umgekehrt. 

Einem geschlossenen Vereine in der Ebene mit der Umlaufzahl 1 = 1 





*) Dabei ist noch eine geeignete Vereinbarung tiber das Vorzeichen dieses Flichen- 
inhaltes zu treffen. 
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entspricht auf dem Zylinder eine geschlossene Kurve K, die den Zylinder 
einmal (im positiven Sinne) umschlingt. Das lings der Kurve genommene 


Integral Jf qdg ist gleich dem (mit dem richtigen Vorzeichen versehenen) 
x 


Flicheninhalt, den sie zusammen mit dem Kreise = 0 einschlieBt. Nehmen 
wir nun der Einfachheit halber an, der ganze Zylinder werde ausnahms- 
los eineindeutig und flichentreu auf sich selbst abgebildet und der im 
positiven Sinne umlaufene Kreis z = 0 gehe bei dieser Transformation in 
eine Kurve tiber, die mit ¢=0 den Flacheninhalt u, abgrenzt. Dann ist 


fade = fadg + %. 
K* x 


Allgemeiner finden wir: 

Es sei n —> n* eine eineindeutige, flichentreue Punkttransformation des 
gesamten Zylinders in sich. Ihr entspricht in der Ebene eine eineindeutige 
Transformation der orientierten Geraden N —> N*, die folgende Eigenschaft 
hat: Jeder geschlossene Verein mit dem Umfang u und der Umlaufzahl i 
wird in einen geschlossenen Verein mit derselben Umlaufzahl und mit dem 
Umfang u* = u + Au, iibergefiihrt, wobei u, fiir alle diese Vereine denselben 
Wert hat. Diese Abbildungen N-— > N* nennen wir wimnfangstreu im 
weileren Sinne. 

Durch eine geeignete automorphe Verschiebung des Zylinders kann 
man erreichen, daB die Fliche u,, welche der Kreis z=0O mit der aus 
ihm durch die Transformation » —» n* hervorgehenden Kurve einschlieBt, 
gleich Null wird) Analog kann man zu der Transformation N— N* 
eine solche Dilatation hinzufiigen, daB der Verein, welcher aus dem Punkte 
q = 0 entsteht, den Umfang Null erhiilt. Damit ist die allgemeinste Trans- 
formation orientierter gerader Linien gefunden, welche den Umfang beliebiger 
geschlossener Vereine ungedndert lift. Wir nennen eine derartige Trans- 
formation umfangstreu im engeren Sinne.*) 

Werfen wir noch einen,Blick auf die zugehérigen Beriihrungstrans- 
formationen E—> E*. Ist n—+n* eine eineindeutige flichentreue Punkt- 
transformation der gesamten Zylinder, fiir die u, + 0 ist, so ist jede der 
zugehérigen co’ Abbildungen E —> E* in beiden Richtungen unendlich 
vieldeutig: jedem Linienelement mit der Normalen N entsprechen abzihl- 
bar unendlich viele Elemente, die N* als gemeinsame Normale haben, 
und deren Punkte auf N* von einem unter ihnen die Abstiinde x-u, 
haben, wo x die Reihe aller positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 


*) Diese umfangstreuen Transformationen bilden keine unendliche Gruppe im 
Sinne von 8. Lie, da sie sich nicht bloB durch partielle Differentialgleichungen 
definieren lassen. 
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lauft.*) Ist hingegen u,—0, so werden auch die Abbildungen E —> E* 
in der ganzen Ebene ein-eindeutig. 


Einige Bemerkungen tiber die analytische Darstellung werden es uns 
erméglichen, die zavor gegebenen geometrischen Uberlegungen rechnerisch 
zu bestiitigen. Dafiir, daB die Formeln (5) eine Beriihrungstransformation 
darstellen, ist notwendig und hinreichend das identische Bestehen der 
Gleichungen**) 


(6) qt = br tll 
og* og* 
cq eg 


Hieraus folgt dann durch Elimination von P die weitere Beziehung 


ég* eq* aqg* eq" 
@ ae oq oq 
Betrachten wir den bemerkenswerten Sonderfall, dab E—» E* die 
orientierten Geraden untereinander vertauscht. Dann muB N-—» N* 
gleichsinnig parallele orientierte Gerade wieder in solche iiberfiihren, so- 
daB wir folgende Formeln erhalten 


g* = 9* (9); 
(8) p* =—kp + P(g), 
= (52 +e) Se. 
g* \ dg + kq} dgq* 
Dabei mu8 natiirlich vorausgesetzt werden, dab = nicht identisch ver- 
schwindet. 
Setzen wir insbesondere g* = g und k =— 1 und nehmen wir an, daB 


die Kurve q = f(g) = a auf dem Drehzylinder geschlossen sei und jede 


seiner Erzeugenden in einem Punkte treffe. 


*) Das einfachste Beispiel hierfiir erhalten wir, wenn wir N—» N* als eine 
Dilatation annehmen: 
go =o, ¢=—q+a {a+}. 
Nehmen wir nun zu diesen Gleichungen noch die dritte hinzu 
py =p+ap+b+xa- 2x, {e=—=-1, +2,---} 
worin b eine beliebige Konstante bedeutet, so ist dadurch die zugehérige Beriihrungs- 
transformation H —> E* bestimmt {u,—a-22~}. Sie fiihrt jede orientierte Gerade 
in unendlich viele gleichsinnig parallele Geraden iiber und jeden (orientierten) Kreis 
in eine (orientierte) Kreisevolvente. 
**) Man vgl. etwa Lie-Scheffers: Geom. d. Beriihrungstransformationen (Leipzig 
1896), Kap. 3, §1, 8.68. An Stelle der bei Lie verwendeten Zeichen 2, y, p hat man 
der Reihe nach q, p, q einzufiihren. 
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Dann besteht die Abbildung m—»n* einfach darin, dab man die 
Punkte jeder Erzeugenden an ihrem Schnittpunkt mit der Kurve q=/f(¢) 
spiegelt. In die Ebene iibertrigt sich dies folgendermafen. Wir haben 
hier einen geschlossenen Verein g = f(g) vor uns, der aus jedem Biischel 
gleichsinnig paralleler orientierter Geraden nur eine einzige als (orientierte) 
Tangente hat. Die Transformation N —> N* ist involutorisch und geht so 
vor sich, daB jedes Biischel gleichsinnig paralleler orientierter Geraden um 
die in ihm -enthaltene Tangente des Vereines g=/(p) herumgeklappt 
wird. Die zuvor so genannte GréBe u, ist hier gleich dem doppelten Um- 
fange des Vereines gq = f(p), geteilt durch seine Umlaufzahl (= + 1).*) 

Implicite kann man die allgemeinste Transformation E — E*, die 
syntaktische Lage von Elementen nicht stért, die aber nicht die orien- 
tierten Geraden untereinander vertauscht**), auch in der Form 


(9) ep + c*p* = F(g, 9*) 


angeben. Dabei sind ¢ und c* von Null verschiedene Konstante, die mit 
der friiher benutzten Konstanten k in der Beziehung stehen 


7 c 
k =e P) ° 
Von der Funktion F wird dabei vorausgesetzt, daB sie mit ihren partiellen 
Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung in einem Bereiche { g,q*} 
endlich und stetig ist, und daB der Differentialquotient joie in diesem 
Bereiche nicht verschwindet. 
Dann ist 

ar « oF 
(10) oq = OE, age = OF 
und durch Elimination aus den drei Gleichungen (9) und (10) kann man 
die explicite Darstellung der Beriihrungstransformation herleiten. 


Es liegt die Frage nahe, ob es auch noch andere orientierte Beriihrungs- 
transformationen gibt, die die Umfinge geschlossener Vereine mit der Um- 
laufzahl Null ungedndert lassen, als die bis jetzt betrachteten. Bisher haben 
wir nimlich immer vorausgesetzt, daB diese Abbildungen die orientierten 
Geraden untereinander vertauschen, jetzt wollen wir beweisen, da diese 
Eigenschaft eine Folge der anderen ist. 








*) Diese Abbildung ist fiir den Fall u,—0 schon von Herrn Study angegeben 
worden (a. a. 0.). Sie gehért auch der Schar der (uneigentlich-) ,,iquidistanten“ 
(Study) oder ,,fiquilongen‘ (Scheffers) Beriihrungstransformationen an. (Vgl. Encykl. d. 
math. Wiss. If AB4b. (G. Fano), 8. 347. 


**) Derartige Abbildungen entziehen sich natiirlich der angegebenen Darstellung (9). 
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Nehmen wir also an, es sei uns eine orientierte Beriihrungstrans- 
formation E —> E* vorgelegt, welche die Umfinge der genannten Vereine 
invariant li8t und sich in den Bereichen {EF}, {£*} des dreifach aus- 
gedehnten Gebietes der orientierten Linienelemente regulir verhilt. Es 
seien V, V* zwei einander zugeordnete Vereine im Innern von { EF } und {| E*} 
mit den Anfangs- und Endelementen E,, E, und E,*, E,*. Seien ebenso 
V, V* zwei zu V, V* benachbarte und in E —> E* zugeordnete Vereine, 
die ebenfalls den Bereichen {F}, { £*} angehéren und mit V, beziehungs- 
weise V* Anfangs- und Endelement gemein haben. 

Beachten wir nun, dab V mit V, und ebenso V* mit V* zusammen- 
genommen einen Verein mit der Umlaufzahl Null ergibt, so folgt nach 
unserer Voraussetzung zwischen den Bogenlingen /, 1, 1*, /* der vier 
Vereine V, V, V*, V* die Beziehung 


1—1—1* —1*. 


Daraus erkennt man aber: Ist die Bogenliinge des Vereines V unter 
den Bogenlingen der benachbarten, die Elemente F,, FE, verbindenden 
Vereinen V ein Minimum, d. h. also nach der Ausdrucksweise der 
Variationsrechnung ein ,schwaches“ Minimum, so findet dasselbe fir 
V* unter den benachbarten V* statt, und umgekehrt. Ein solches 
Minimum fiir den Verein V tritt aber dann und nur dann ein, wenn 
V geradlinig ist. Dies hat daher zur Folge, daB dann auch V geradlinig 
sein muB. 

Wir haben also gefunden: 

Jede orientierte Beriihrungstransformation, die die Umfiinge geschlossener 
Vereine mit der Umlaufzahl Null in gewissen Gebieten invariant lapt, fiihrt 
orientierte Geraden wieder in orientierte Geraden iiber. 

Ubertriigt man dieses Ergebnis mit Hilfe unserer Abbildung auf den 
Kreiszylinder oder deutet man g und g als rechtwinklige Cartesische 
Punktkoordinaten, so kann man unseren Satz auch so aussprechen: 

Alle Beriihrungstransformationen, die die Flicheninhalte geschlossener 
Vereine in gewissen Gebieten nicht dndern, sind Punkttransformationen. 


Es sollen jetzt noch einige Bemerkungen iiber die orientierten Be- 
rihrungstransformationen folgen, die Kurven konstanter Breite wieder in 
solche iiberfiihren. Wir erkliren zuniichst, was unter einer Kurve oder 
besser unter einem Vereine von konstanter Breite verstanden werden soll. 


Es sei p=f(¢), (9, <9<o,+2} ein Verein V, mit der Umlaufzahl 
i= ; , dessen Anfangs- und Endelemente E, = (q, f(@), f ()) und 
E, = (9 +2) f+), f’ (po +) antitaktisch liegen: f(g.) +f (po +) =0. 
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Wir lassen nun zwei gegensinnig parallele orientierte Geraden G, = (g,, p,) 
und G, = (, Ps), Py — YP, = (mod 22), deren ,,Entfernung“ 


DP: + Py =f (Go) + f(Ho +2) = 2r 


konstant ist, sich so bewegen, daf eine von ihnen den Verein V, um- 
hilt. Dann umhillt G, einen Verein V, 


p=2r—f~—2), {Mt+xLp<yHt+2z}, 


der den Verein V, zu einem geschlossenen Verein V von der Umlaufzahl 
Eins ergianzt, den wir einen Verein von der konstanten Breite 2r nennen 
wollen.*) Die Geraden G, und G, beriihren V immer in zwei antitaktischen 
Elementen (9, f(y), f (y)) und (p +2, 2r—f(g), —f’(q)). Ist also N eine 
orientierte Normale des Vereines, so ist immer auch eine mit N gegen- 
sinnig zusammenfallende orientierte Gerade Normale des Vereines V. Das 
einfachste Beispiel fiir einen Verein konstanter Breite bietet uns ein mit 
einem Durchiaufungssinne versehener Kreis. Die orientierten Normalen 
eines Vereines von konstanter Breite umhiillen einen geschlossenen Verein, 
der ebenfalls konstante Breite, und zwar die Breite Null hat. Zu diesen 
Vereinen von der Breite Null gehéren auch die Punktvereine, d. h. die 
Gesamtheit der orientierten Linienelemente mit gemeinsamem Punkt. Jede 
»Evolvente* eines Vereines von der Breite Null ist ein Verein konstanter 
Breite. Berechnen wir noch den Umfang u eines Vereines von der Breite 2r. 
Man findet 


Gorin otn form 
u ={pdg =| pd +f @r—p)dg = 2ra. 
fo Po Po 
Wir beweisen nun den folgenden Satz: 

Dafiir, daB eine orientierte Beriihrungstransformation Vereine konstanter 
Breite wieder in solche iiberfiihrt, ist notwendig und hinreichend, daB sie 
antitaktische Lage von Linienelementen nicht zerstirt. 

DaB diese Eigenschaft hinreichend ist, kann man unschwer bestitigen; 
wir beschrinken uns daher auf den Beweis der Notwendigkeit, den wir 
indirekt erbringen. Wir nehmen also an, es sei eine Transformation 
E —» E* gegeben, die in einem gewissen Bereiche Vereine konstanter 
Breite wieder in solche iiberfiihrt, aber nicht antitaktische Lage von Ele- 
menten invariant liBt, aus dieser Annahme leiten wir dann einen Wider- 
spruch ab. Es seien V und V* zwei zugeordnete Vereine konstanter 
Breite, E,, E, zwei antitaktische Elemente des ersten, denen zwei nicht- 
antitaktische E,*, E,* des zweiten entsprechen. Durch die Elemente E,* 


*) Uber die konvexen Kurven dieser Art und iiber analoge Flichen hat 
Minkowski interessante Untersuchungen angestellt. 
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und E,* wird nun V* in zwei Teilvereine V,* und V,* zerlegt, deren 
einer, sagen wir etwa V,*, eine Umlaufzahl 1 > + hat. Dann kann man 


in beliebiger Nahe dieses Vereines V,* auf mannigfache Weise einen 
Verein V,’* annehmen, der auch die Elemente Z,* und £,* enthiilt, der 
aber nicht zu einem Vereine konstanter Breite V,’ ergiinzt werden kann. 
Diesem entspricht in der Abbildung E* —> E ein Verein V,' durch £, 
und E,, der zu V, benachbart ist und sehr wohl durch Hinzufiigung 
eines Vereines V,’ zu einem Vereine konstanter Breite ergiinzt werden 
kann. Da aber diesem Vereine V’ nach unseren Voraussetzungen iiber 
die Transformation E —> E* ein Verein V’* von konstanter Breite ent- 
sprechen miifte, was nicht méglich ist, da V’* den Verein V,’* enthielte, 
so tritt der Widerspruch zu Tage. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der Abbildungen E — E%, 
antitaktische Lage zu erhalten, folgt aber sofort, daB sie auch syntaktische 
Lage nicht zerstéren kénnen, denn sind zwei Elemente zu einem dritten 
antitaktisch, so sind sie untereinander syntaktisch. Daraus folgt, dab die 
Transformationen E —> E* bis auf Ahnlichkeitstransformationen umfangs- 
treue Beriihrungstransformationen im weiteren Sinne sein miissen. Die 
zugehérigen Normalentransformationen N-—» N* miissen die charakte- 
ristische Eigenschaft haben, mit der ,Umkehrung“ vertauschbar zu sein, 
wenn wir unter Umkehrung diejenige Abbildung verstehen, die jede 
orientierte Gerade durch die mit ihr gegensinnig zusammenfallende ersetzt. 
Mit andern Worten: Die Abbildungen N —> N* miissen Transformationen 
nicht-orientierter Geraden sein. Die entsprechenden Punkttransformationen 
n—» n* auf dem Drehzylinder sind daher mit der Spiegelung am Koordi- 
natenanfangspunkte o vertauschbar. Daraus kann man folgern, dab die 
Transformationen E—» E* auch umfangstreu im engeren Sinne sein 
miissen, oder vielmehr sich von derartigen Transformationen nur um 
Abnlichkeiten unterscheiden kénnen. 

Ein einfaches Beispiel fir eine Abbildung, die die Vereine konstanter 
Breite und ebenso auch die orientierten Geraden untereinander vertauscht, 
ergibt die folgende Uberlegung. Es sei p—/(y) eine Kurve konstanter 
Breite, also f(p) + f(@ +2) =2r. Dann hat die Transformation 


. =; 
p*=f(9) +P 
die verlangte Eigenschaft. Ist nimlich 


p=9(9) (9(9) + 9(p +2) = 20} 
ein Verein konstanter Breite, so ist auch 
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p* = f(g*) + 9(9*), {[f(9*)+9(9*)1 + [F(o* +2) + 9(p* +2) =2(r+¢9)} 
ein solcher. Zu diesen speziellen Abbildungen gehéren auch die Dilatationen. 


Ich méchte hier anmerkungsweise erwihnen, daB die oben benutzte 
Abbildung der Punkte eines Drehzylinders auf die orientierten Geraden 
einer Ebene auch noch in anderer Hinsicht bemerkenswert ist. Den ebenen 
Schnitten des Zylinders entsprechen ,,orientierte Kreise“ in der Ebene (bei 
gehériger Umgrenzung dieses Begriffes). Der automorpben projektiven 
Gruppe des Zylinders entspricht die siebengliedrige Gruppe von Transforma- 
tionen orientierter gerader Linien, die die orientierten Kreise untereinander 
vertauschen.*) Die Abbildung auf den Kreiszylinder bildet in gewisser 
Hinsicht ein duales Gegenstiick zur sogenannten Minimalprojektion. 

Die umfangstreuen Abbildungen auf der Kugelfliiche gehen aus den 
fiichentreuen durch die absolute Polaritiit hervor. 

Bonn, den 25. Juli 1909. 





*) Man findet dies ndher ausgefiihrt in einer Mitteilung des Verfassers an das 
Archiv f. Math. u. Phys., die unter dem Titel ,,Zur Laguerreschen Geometrie orien- 
tierter Geraden in der Ebene“ demniichst erscheinen wird. 
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On the Circuits of a plane Curve. IL. 
By 
Perer Fievp of Ann Arbor (U. 8. A.). 


The index of a circuit of a plane curve has been defined as the 
minimum number of real points in which it is met by any line in the 
plane. Two theorems relating to the index have been published (C. A. 
Scott, On the circuits of a plane Curve, Trans. of the Am. Math. Soc. 
Vol. 3; Peter Field, On the Circuits of a plane Curve, Math. Annalen 67, 
p- 126). In the paper by Prof. Scott it is shown that “There exist 
curves for every order n, p=Q9 or 1, composed of a single circuit of 
index n—2. In case p=1 the curve may also have a simple oval.” In my 
paper the following theorem is established for curves without singular points. 


“For every order n (nS 4) there exist curves, p = + (mn —1) (n —2), com- 
posed of a single circuit of index n—4”. The part of Prof. Scotts theorem 
which relates to curves of deficiency zero (Peter Field, On the Forms of 


unicursal quintic Curves, Am. Journal of Math., 1904) is easily proved by 
considering an equation such as 


(y'+2*)(y—$2) (y—52)--(y—" 2) —vy—2)(y—22)---(y—n—22)—0, 


which represents a curve of the form shown in Fig. 1 for n= 5 (none 
of the figures are intended to be anything but very rough general out- 
lines). The curve is readily sketched by finding its intersections with a 
line y= mz. This gives, aside from its intersections at the origin 





m (m — 1) (m — 2)-- -(m—n— 2) 


mo) a) CP) 


m* (m — 1) ---(m—n— 2) = 
(m? +1) (m—=).--(m—="=*) 


which are parametric equations of the curve. It is now proposed to show 





I= 





y= mzr= 
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that the part of the theorem relating to curves of deficiency 1 can be 
proved by constructing a curve with an » — 2 fold point which has the 
desired property and also that the theorem can be generalized to read: 
“There exist for every order n, p=r (r = 1, 2,--+,m — 2) curves composed 
of r circuits the swm of whose indices is n—2. There may also be in 
addition a simple oval. For p=O there exists a curve composed of a single 
circuit of index n — 2.” 

Incidentally it may be noticed that a curve composed of r circuits 
with indices 9,, g,---,q, Will in general have as its minimum number of 
real intersections with any line in its plane, a number Q>4q, + q@,+° +4, 
Figure 1 in my former paper is an illustration where Q> 4, + q.°-: 4, 
The curve is composed of 3 ovals which are so situated that Q@ = 2 while 
% =%=4% =. In the above theorem q, + q,-:-+q,=—"—2 and of 
course in that case @ = n — 2. 

The likelihood of the existence of the kind of curves mentioned in 
the above theorem as well as an idea of their form can be obtained by 
deforming Fig. 1 into Fig. 2. If the curve is supposed to break away 





Fig. 1. Pig. 2. 


at a alone (Fig. 2) in the manner indicated by the dotted lines, there 
results a curve, p= 1, composed of a single circuit of index n— 2. 
If the breaking away at a takes place as indicated by the thin continuous 
lines, the resulting curve has the additional simple oval. For p = 2 let 
the form of the curve also be changed as indicated by the dotted lines 
at b and there results a curve composed of two circuits the sum of whose 
indices is m—2. The oval will be present or absent according as one 
chooses the continuous or dotted lines at a. Similarly for p = 3, the form 
of the curve in the neighborhood of ¢ can be changed as indicated in 
Fig. 2. 

15* 
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After having an idea of the form of the curves sought, it is easy 
to build the corresponding equations. This will now be done for the 
case m= 5 and the extension to any value of » will be apparent. The 
equation of a quintic with a triple point at the origin is 

U; + U, . U; =0 ? 
where U;, U,, and U, are homogeneous expressions of degree 5, 4, and 3 


in the variables x and y. The intersections with the line y= mz are 
obtained by solving a quadratic equation of the form 


f,(m) x* — 2ef,(m) x — f,(m) = 0, 





_ ef, (m) + VeF,2(m) + Ff, (m) f, (m) 
- —_ f,(m) 
and y= mr =m the DEV h Ff (mm) fi (mm) 


The « is inserted for convenience. When the two points whose coordi- 
nates have just been determined coincide, the line either is a tangent or 


2 else passes through a double point. The two cases are 
3 : however easily distinguished. In the first case, m, 
being the given slope, m, — m is a factor of 
& f2(m) + fy(m) fs(m) 


while in the second case (m, — m)* is a factor. This 
follows from the fact that as the line passes through 
a position of tangency the points of intersection change 
from real to imaginary while this is not true for the 
double point unless it is a cusp and in that case 
(m, — m)* is a factor of « /,3(m) + f,(m) f,(m). If the 

te 2 - 3 curve is to be of deficiency 1, it is necessary that 

Fig. 8 e*f2(m) + f,(m)fs(m) 

contain two pairs of equal factors. Take ¢ small, then the factors of f,(m) 

and f,(m) differ but a very little from the factors of «*/,°(m) + f,(m) f,(m). 

Such a case would be obtained (Fig. 3) by taking 


ef (m) + fy (m)fi (m) = (1 — m)? (2 — m)* m (3 — m) (a,* + m + Dy") hy’ 


Under these circumstances it is possible for f,(m), f,(m), and f,(m) to be 
chosen as follows, 


f,(m) = m(1 + e,’ — m) (2 + ¢,’ — m), 
f;(m) = (3 — m) (1 — e, — m) (2 — e, — m) (a,? + m + B,")k,3, 
f,(m) = m (3 — m) (> _ m) (4—m). 
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Then 
em(3—m)(5 —m) (4 — m) +(1—m)(2—m) Vm(8—m) (a,?+ m+,” ky? 


C= 








(8 — m) (1 — ¢, — m) (2 —e, — m) (a,* + m + 0, °)k,* 
em (8 — m) (5 —m) 4—m) + (1—m) (2m) V mB mm) (a? mF O, hy? 
y=mcz=—m : ——=; 

(3 — m) (1 —e, — m) (2 — e, — m) (a,*-+ m+ D,")k,? 
In the above equations as well as in all that follows the e’s are small 


positive constants, a,, b,, k, are any constants and a,, b,, k, are constants 
differing but a little from a,, b,, k,. To get a curve which has an oval 
in addition (a,2-+ m+ ,°) might be replaced by (3 +m) (4+ m). 
(a,2 + m+ ,") would then be replaced by an expression of the form 
(3 + e, + m) (4 — e, + m). 
For p= 2 (Fig. 4) take 
9 


ef, (mi) +f, (m) fy (m) = (1 —m)*({—m) (2 —m) m(3—m)(a,?-+ m+, )k,’, 
f,(m) = m (1 + e,’ — m) (¢ + @ — m), 





[;(m) = (3 — m) (1 — e, — m) (+ —t— m) (a,? + m + b,*)k,’, 
f,(m) = m (3 — m) (+ _ m) (4 — m); 





em(3—m) (3- m) (4—m)+(1— nV (= — m) (; _ m) m(3—m) (a,*+ m-+b,”) k,* 
Smt —ag—m(L—g—m@t tata 


ent—m (gm) tw mV (jm) (fm) mien PF 


y=mac—=—m " : 
(8 — m) (1 —¢, —m)(-—G —m) (a? +m FO, ) I? 





Fig. 4. Fig. 5. 
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To get the additional oval one can make the same changes as for 
the case p = 1. 
Finally for p = 3 (Fig. 5) put 
ef,3(m)+fa(m) fa(m)—({—m) (Z—m) (-—m) (mm (3—m) (a,?-+ mF, hss 
f,(m) — m (+ +4’ —m)(>+4'—m), 
f;(m) = (3 — m) (¢ —e— m) (+ —&— m) (a,2 + m +,”) k,?, 
f,(m) = m (3 — m) (>—™) (4—m). 


And again the equation can be modified so as to have the oval just as 
for the case p=1. (The existence of a curve composed of n—2 odd 
branches is also shown in Prof. Scotts Paper.) 

The matter can be carried out in an analogous manner for the general 
ease. The equation of a curve with an (m — 2)-fold point at the origin 
can be written 

U, + U1 + U,_3 = 9. 
The coordinates of the points of intersection with the line y = mz are 
— *ha—s(m) + VePfR— 1 (m) + fy (™) fa—s (™) 
fn (m) : 
® fas (m) + Vena (m) + fra) fram) 
fn(™) 
If it is desired to have p= 1, one can take 
ef _1(m) + f,(m)f,-2(m) 

= (1 —m)* (2 — m)* -- (n — 3 — m)? m (n — 2 — m) (a, + m + B,*) ky? 
f,—g(m) =m (1 + e,’—m) (2+ 6, —m)---(n—3+e,_,—m) 

f,.(m)—(n—2—m)(1—e,—m)(2—e,—m)--(n—3—e,_,—m)(a,2-+-m+0, Jk? 


f,-1(m) =m (n—2— m) (> — m) (| —m)--.(7®—* —m) (n—1—m). 





zx 





y=mrc=—m 


2 
The modification of the equation for larger values of p as well as 
for obtaining the oval are sufficiently clear from the illustration that is 
given for »=5 and will therefore not be written out. 
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Uber das dritte Hilbertsche Axiom der Verknipfung. 
Von 


Artur RosenTHAL in Miinchen. 


Das dritte Hilbertsche Axiom der Verkniipfung*) lautet: 

»Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte, in einer 
Ebene gibt es stets wenigstens drei nicht auf einer Geraden gelegene 
Punkte.“ 

I. 


Im folgenden soll gezeigt werden, daB man dieses Axiom durch das 
sehr viel weniger fordernde Axiom ersetzen kann: 

Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte, in einer 
Ebene gibt es stets wenigstens einen Punkt. 

Es laBt sich nimlich mit Hilfe der riumlichen Axiome der Ver- 
kniipfung (I 4, 5, 6,7, 8) im aller Strenge beweisen, daB der folgende 
Satz gilt: 

Satz: Wenn in einer Ebene ein Punkt existiert, so gibt es in dieser 
Ebene wenigstens drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte. 

Beweis: In der gegebenen Ebene « liege der gegebene Punkt A.**) 
Nach 18 existieren wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte 
(darunter also A). Nun sind folgende drei Fiille méglich: 

a) Es liegen an sich schon drei von den vier Punkten in ¢, naimlich 
A, B,C. 

«) Wenn diese drei Punkte nicht in einer Geraden liegen, dann ist 
alles schon in Ordnung. 

B) Wenn jedoch diese drei Punkte in einer Geraden a liegen, dann 
gilt der folgende Schlu8: Es existiert ein nicht in ¢ (18), also auch nicht 
in a (16) gelegener Punkt D; es gibt eine von ¢ verschiedene Ebene 
» =(ABD) (14); in y liegt auch C(16). Dann gibt es sicher einen 


*) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., Leipzig 1909 S. 3. — Im folgen- 
den wird stets auf diese (neueste) Auflage Bezug genommen. 


™) Vgl. Fig. 1. 
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nicht in 9 (I 8), also auch nicht auf a (16) gelegenen Punkt E. Wenn 
dieser Punkt E in ¢ gelegen wire, dann wire alles in Ordnung. E liege 
nun auBerhalb ¢; es existiert dann eine von ¢ und 7 verschiedene Ebene 

¢=(ADE) (16u.14). Da D und 


Pdi E nicht in « liegen, so mu8 auBer 
A noch ein zweiter Punkt F' den 


J y Ebenen ¢ und £ gemeinsam sein (I 7) 
! en B J Nun kann aber F nicht mit A und 


a > aa MA aa B auf einer Geraden liegen; denn 




















r sonst wiirde F in y liegen (16); 

; oR dann wiirden y und £ zusammenfallen 

op (15), was nach dem obigen aus- 

r geschlossen ist. — Also gibt es in 

oe diesem Fall in ¢ sicherlich drei nicht 

a in einer Geraden liegende Punkte 
(A, B, F). 


b) Von den vier (nach I 8) existierenden Punkten sollen zwei (D 
und EF) auBerhalb, zwei (A und B) innerhalb der Ebene « liegen. D 
bzw. E kénnen dann nicht mit A und B auf einer Geraden (a) liegen 
(16). Es gibt also eine von ¢ verschiedene Ebene y = (ABD) (1 4). 

«) Wenn nun £ in 7 lage, so gabe es einen auBerhalb 7 ge- 
legenen Punkt E’ (18), der auch nicht mit A und B in einer Geraden 
liegen kann (16). Wenn nun £’ in «¢ lige, so wire unser Ziel schon 
erreicht. Wenn aber EF’ auch auBerhalb « liegt, dann reduziert sich 
dies, indem man Punkt FE des Falles a) nicht mehr beriicksichtigt und 
statt E’ nunmebr E£ schreibt, auf: 

B) E liegt auBerhalb 7. Dann existiert eine nicht mit ¢ oder 7 
zusammenfallende Ebene £=(ADE) (16 u.14). Von hier ab ist die 
SchluBweise wortlich genau so wie im Fall a). 

c) Es liegen drei (D, E, G) der vier Punkte auBerhalb, einer (nim- 
lich A) innerhalb der Ebene «. 

a) A, D, E, G liegen nicht auf einer Geraden. Dann gibt es also 
sicher einen Punkt (z. B. G), der nicht mit A und D auf einer Geraden 
liegt; daher existiert die von « verschiedene Ebene 74 = (ADG) (I 4). 
Nun miissen ¢ und 7 auBer A noch einen zweiten Punkt B gemeinsam 
haben (17). Also sind wir auf den Fall b) zuriickgefiihrt. 

B) A, D, E, G liegen auf einer Geraden. Das Axiom I 4 sagt aus: 
»Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte A, B, C be- 
stimmen stets eine Ebene «.“ Dieses Axiom wiirde sinnlos werden, wenn 
es nicht mindestens einen Fall giibe, in dem es realisierbar wire, d. h. 
wenn es nicht wenigstens drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte 
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gibe. Also kénnen nicht alle tiberhaupt existierenden Punkte auf einer 
Geraden liegen; deshalb muB es, in unserem Falle, mindestens einen 
Punkt (X) geben, der nicht mit A, D, FE, G auf einer Geraden liegt.*) 
Es existiert also die von ¢ verschiedene Ebene y = (AD X) (14). Dem- 
nach haben ¢ und y auBer A noch einen zweiten Punkt**) gemeinsam 
(I 7). Also sind wir auch hier auf den Fall b) zuriickgefiihrt. 

Hiermit ist unser Satz vollstiindig bewiesen. 

Der erste Teil von 13 kénnte nur dann durch das weniger fordernde 
Axiom: ,,Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens einen Punkt“ ersetzt 
werden, wenn man als neues Axiom hinzufiigen wiirde: ,Durch eine Ge- 
rade geht stets wenigstens eine Ebene“. Zur Beweisfiihrung wiirde man 
dann die ebenen Axiome der Verkniipfung wnd die (ebenen und linearen) 
Axiome der Anordnung***) bendétigen (vgl. das weiter unten Ausgefiihrte). 


IL. 


Wenn es sich um die axiomatische Begriindung der Planimetrie 
handelt, so wird man auf eine Herbeiziehung riumlicher Axiome ver- 
zichten miissen. Aus diesem Grunde verliert der unter I bewiesene Satz 
im Rahmen der Planimetrie seine Geltung. Man muB also beim axio- 
matischen Aufbau der Planimetrie zur Hilbertschen Fassung des zweiten 
Teiles von 13 zuriickkehren. Dagegen kann man hier, im Bereiche der 
ebenen Geometrie, nanmehr den ersten Teil von 13 (,,Auf einer Geraden 
gibt es stets wenigstens zwei Punkte“) durch das sehr viel weniger fordernde 
Axiom ersetzen: 

Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens einen Punkt. 

Die ganze ebene Geometrie nimlichbezieht sich nur auf solche Ge- 
bilde, die in der gegebenen Ebene liegen; speziell liegen alle zu betrachten- 
den Geraden in der gegebenen Ebene. Deshalb gelingt hier auf Grund 
der ebenen und linearen Axiome der Verkniipfung und Anordnungy), wie 
schon oben angedeutet, und zwar ohne Zuhilfenahme eines neuen (fremden) 
Axioms, der Beweis des folgenden Satzes: 

Wenn auf einer Geraden ein Punkt existiert, so gibt es auf dieser Ge- 
raden wenigstens zwei Punkte. 








*) Wollte man diesen Schlu8 nicht machen, so miiBte man fiir unseren Beweis 
noch besonders voraussetzen, daB es mindestens in einer einzigen Ebene wenigstens 
zwei Punkte gibt. 

**) Dieser Punkt kann ev. mit X zusammenfallen; das macht nichts aus. 

***) Da ein dem Verkniipfungsaxiom zweier Ebenen [I 7] analoges Axiom der 
Verkniipfung zweier Geraden nicht existiert, so muS man die Axiome der Anordnung 
verwenden, deren letztes ja in der Tat zugleich die Geraden einer Ebene mit- 
einander verkniipft. 

+) Es werden zum Beweise die Axiome I 1, 2, 3b; II 1, 2, 4 bendtigt. 
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Beweis: Nach I 3b gibt es in der Ebene drei nicht auf einer Ge- 


raden gelegene Punkte: A, B, C.*) 


Davon sei A der nach Voraussetzung 


auf unserer gegebenen Geraden a gelegene Punkt.**) Wenn einer der 





beiden anderen Punkte eben- 
falls auf a lige, so hiitten 
wir unser Ziel erreicht. Es 
mégen nun also B und C 
nicht auf a liegen. Es exi- 
stieren demnach drei vonein- 
ander und von a verschiedene 
Gerade: AB, BC und CA 
([1). Nach I12 und I 1 


gibt es dann sicher auf der Geraden AC einen (von B verschiedenen) 
Punkt D, sodaB A zwischen D und C liegt. Es existiert also die von 


a, AB, AC und BC verschiedene Gerade BD (11 u.12). Wenn wir also 
Il 4 auf das Dreieck (DBC) anwenden, so ergibt sich, daB a (da nicht 


durch B gehend) durch einen Punkt (EZ) entweder der Strecke DB oder 
der Strecke BC hindurchgeht. Also liegen auf a die beiden Punkte A 


und £, q. e. d. 


*) 13b ist unabhingig von der oben gegebenen Fassung von | 3a! 


*) Vgl. Fig. 2. 

















Gzorc Lanpsserc. Elementarteiler linearer Integralgleichungen. 227 


Theorie der Elementarteiler linearer Integralgleichungen. 
Von 


Gzora LANDSBERG in Kiel. 


Inhaltsverzeichnis. Selee 
I ee eee eS ere ee ee ee eee ee ee 227 
§ 1. Reziproke Funktionensysteme. ..... 1... 1.2 eee eee ees 229 
§ 2. Das Multiplikationstheorem fiir Integraldeterminanten. ......... 281 
§ 3. Die Fredholmsche Funktion und die adjungierten Formen eines Kernes . . 232 
$4. Lineare Integralgleichungen. .... . 2... 1 2 eee eee eee oe 236 


§ 5. Liésung der linearen Integralkongruenz und Bestimmung der Eigenfunk- 

tionen im Falle eines einfachen Elementarteilers 
§ 6. Lésung der Integralkongruenzen fiir den Fall mehrerer Elementarteiler . . 246 
§ 7. Reduktion der Kernfunktion 
§ 8. Kernkérper 


Einleitung. 


Die von Herrn Fredholm*) begriindete Theorie der linearen Integral- 
gleichungen ist bisher vorzugsweise im Falle einer symmetrischen Kern- 
funktion fortgebildet worden. In der ersten Mitteilung seiner ,,Grundziige 
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“ hat Herr 
Hilbert**) tiberdies zunichst noch die vereinfachende Voraussetzung ein- 
gefiihrt, daB die Eigenwerte einfache Nullstellen der Fredholmschen ganzen 
transzendenten Funktion seien; wihrend diese Voraussetzung in Hilberts 
Abhandlung durch Stetigkeitsbetrachtungen nachtriglich wieder beseitigt 


*) Fredholm, Sur une nouvelle méthode pour la résolution du probléme de 
Dirichlet. (Ofversigt af Kongl. Vet.-Ak.-Férh. Bd. 57 (1900), S. 39—46. Sur une classe 
d’équations fonctionnelles, Acta Math. Bd. 27 (1908), 8. 365—390. 

**) Hilbert, Géttinger Nachrichten 1904, erste Mitteilung S. 49—91; zweite 
Mitteilung 8. 213—259. 
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wird, hat Herr Erhard Schmidt*) in seiner Inauguraldissertation auf 
direktem Wege gezeigt, daB die gewonnenen Ergebnisse auch im Falle 
mehrfacher Eigenwerte bestehen bleiben. Dieser Erweiterung entspricht 
in der Theorie der Funktionen einer endlichen Anzahl von Variabeln die 
wohlbekannte Tatsache, daB eine reelle quadratische Form stets durch 
orthogonale Transformation in ein Aggregat von Quadraten tibergefilhrt 
werden kann, weil die Elementarteiler unter allen Umstiinden linear sind. 

Hingegen liegen ganz andere Verhiiltnisse vor, wenn man die Voraus- 
setzung der Symmetrie oder der Realitit der Kernfunktion aufgibt. Zu 
einem vollen Einblick in das System der zu den Eigenwerten gehérigen 
Eigenfunktionen erweist es sich alsdann als notwendig, die WeierstraBsche 
Theorie der Elementarteiler auf bilineare Formen mit unendlich vielen 
Variabeln zu iibertragen, eine Aufgabe, welche in der vorliegenden Arbeit 
fiir Integralgleichungen gestellt und gelést wird. 

Die dabei angewendete Methode ist in der Hauptsache dieselbe, die 
ich in einer friiheren Arbeit**) zur Behandlung des analogen algebraischen 
Problems dargelegt habe. Sie besteht darin, daS nicht bloB lineare 
Integralgleichungen, sondern auch lineare Integralkongruenzen fiir einen 
beliebigen, auch zusammengesetzten Modul untersucht werden und das 
volle System ihrer Lésungen aufgestellt wird. In der Tat ist fir eine 
derartige Integralkongruenz nicht mehr der Rang, sondern das System der 
Elementarteiler maBgebend, und das volle System der Eigenfunktionen 
wird durch diejenigen Kongruenzen geliefert, fiir welche sich primitive 
Lésungen einstellen. Bei dieser Methode entfallen die Konvergenz-Schwierig- 
keiten, die sich bei dem Versuche einer Ubertragung des WeierstraBschen 
Verfahrens der Partialbruchzerlegung durch den Ubergang von rationalen zu 
transzendenten ganzen Funktionen mit Notwendigkeit einstellen miissen. 

Mit dem bezeichneten Problem steht ein anderes in innigem Zusam- 
menhange, das am Schlusse der Arbeit in Angriff genommen wird und 
spiterhin noch weiter fortgefiihrt werden soll. Bei allen bisherigen Unter- 
suchungen ist die Wahrnehmung gemacht worden, daB das System der 
Eigenfunktionen, dessen Bestimmung eine der wichtigsten Aufgaben der 
Theorie ist, in Wahrheit nicht bloB zu einer einzigen Kernfunktion, 
sondern zu einer ganzen Klasse solcher Funktionen gehért. So benutzt 
z. B. Herr Kneser in seiner Abhandlung tiber die Reihenentwicklungen 
der durch lineare Differentialgleichungen gegebenen Funktionen***) fiir 





*) E. Schmidt, Inauguraldissertation, Géttingen 1905; auch Math. Annalen 
Bd, 63, 8. 4883—476. 


**) Crelles Journal Bd. 116, S. 381—349 (1896). 
***) A. Kneser, Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung willkiir- 
licher Funktionen in der mathematischen Physik, Math. Annalen Bd. 63 (1907), 8.477—524. 
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den Fall der Kugelfunktionen eine andere Kernfunktion als Herr Hilbert 
in seiner zweiten Mitteilung*); aber das System der Eigenfunktionen, (das 
sind in diesem Falle die Legendreschen Polynome), ist natiirlich bei 
beiden Annahmen dasselbe. Ebenso basiert die Methode des Herrn Schmidt 
geradezu auf dem Umstande, daB von vornherein neben der gegebenen 
Kernfunktion auch das System ihrer symbolischen Potenzen in Betracht 
gezogen und so durch ein der Griffeschen Methode der Gleichungsauf- 
lésung nachgebildetes Verfahren die Existenz der Eigenwerte auch ohne 
Benutzung der Fredholmschen Funktion sicher gestellt werden kann. 

Von diesen Uberlegungen ausgehend, betrachte ich hier den ganzen 
Kérper von Kernfunktionen, der aus einer von ihnen durch Iteration, 
Multiplikation mit Konstanten und Addition erhalten werden kann, und 
zeige, daB beim Ubergange von einer Kernfunktion zu einer anderen das 
System der Eigenfunktionen — von einem Ausnahmefalle abgesehen — 
unveriindert bleibt, wihrend die Eigenwerte eine ganz analoge Tschirnhausen- 
Transformation wie die Kerne erleiden. In einer nachfolgenden Arbeit 
werde ich darlegen, daB auf diesem Wege auch die hier noch bei Seite 
gelassene Frage nach der Konvergenz der auftretenden Reihenentwicklungen 
in einfacher Weise entschieden werden kann. 


§ 1. 
Reziproke Funktionensysteme. 
Zwei Systeme von je » im Intervalle a bis } stetigen Funktionen 
(1) 9, (2), 93(2), ii 9, (2), 
Y% (2), ¥, (2), 5 tn ¥, (2), 


die durch die Indizesbezeichnung einander paarweise zugeordnet sind, 
mégen in dem von a bis b reichenden Intervalle J zueinander reziprok heiBen, 
wenn die »* Gleichungen bestehen: 


) folaywa)de= ey R=1,2 4), 


in denen (e,,) das Einheitssystem bedeutet. Sind alsdann die aus Kon- 
stanten gebildeten quadratischen Systeme 


(a,) und (b,) (i, k= 1, 2, ---, m) 


zueinander im Sinne der Determinantentheorie reziprok und bildet man 
die » Funktionenpaare: ‘ 


* lc. 8. 231. 
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®,(2) -> Gia Pa(%), ¥,(2) -> bai ¥,(2), 


a=1 a=1 


so sind auch diese zueinander im selben Intervalle reziprok. Denn es ist: 


SO@)¥,(@) dx — fide > 4,05, Pe(2) Vs) = >) trader = Ga 
a a ap a 


Ist ein System von » Funktionen 9,(x),---, ,(x) zu sich selbst reziprok, 
so ist es im Intervalle J orthogonal, d. h. es ist 


J Pal) 99(2) de — Can: 


Sind zwei Systeme von je m Funktionen zueinander im Intervalle J reziprok, 
so besteht jedes von ibnen aus » linear unabhdngigen Funktionen, auch 
dann wenn dieselben komplexe Funktionen der reellen Variabeln x sein 
soliten. Denn bestiinde eine Gleichung der Form 


Cy YP (2) + & (x) + --- +6, 9, (2) = 0, 


so bilde man mit den zu den Konstanten c konjugierten GréBen Z,, Z,,---, 


die Funktion 


¥ (2) = ¢, ¥, (2) + €, ¥, (x) Geeewde €,¥,(2), 
dann wire, da (x) = > ¢ @,(£) identisch verschwindet, auch 


b b 
fo@¥@ dz -{ >'c.2, P(X) Wy (x) dx => ct. 
a a@ «ap a 
gleich Null, und das ist unméglich, weil > Fe eine Summe von lauter 


reellen Quadraten ist. Analog ergibt sich die lineare Unabhingigkeit der 
n Funktionen »,(2). 


Nimmt man von den beiden Systemen (1) bloB an, daB die aus den 
n® Integralen 


b 
J 9;(2) ¥,(z) da = 9, 
gebildete Determinante 


|9ex| (i,k = 1, 2,--+,m) 
von Null verschieden ist, so besteht jedes der beiden Systeme aus- linear 
unabhingigen Elementen und man kann das erste oder das zweite so 
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linear transformieren, daB ein Paar reziproker Systeme entsteht. In der 
Tat, setzt man: 


Uy (@) = Shar ¥a(2) 


und nimmt das System (h,,) reziprok zu (g,,) an, so ist 


S92) V6 (@) de = > f 962) hg ea) 42 = DS rer Iie = Ar: 


Statt dessen kénnte man auch das zweite System beibehalten und das: 
erste durch 


Gx (2) = > ha Pol) 


ersetzen. 


§ 2. 
Das Multiplikationstheorem fiir Integraldeterminanten. 
Die im Vorstehenden auftretende n-gliedrige Determinante 

4 = |9| (i,k=1,2,---,m), 
deren Elemente Integrale sind, kann in ein »-faches Integral umgeformt 
werden vermége eines Satzes, der im folgenden zur Anwendung kommt 
und eine direkte Erweiterung des Multiplikationstheorems der Determinanten 

ist. Dieser Satz, der bisher nicht formuliert zu sein scheint, lautet: 


Sind 9, (2), +++) Pa(@), ¥i(2), +> + ¥a(@) 2 im Intervalle J integrabele 
Funktionen, so gilt die Identitit: 


[r@nr@de [g.(e)v(a)de --- 9, @)¥,(@) de 


[oe@ea)dx [gs(@) v(a)dax --- ['ps(x)¥, (2) da 





[on@)etaae f'p,(z)vs(e)da --- 'p,(2)¥,(2) de 





. Ps(2,) Py (%s) «+ 9: (Z,) Vv (2,) Wy (%)--> % (@,) 
= za fax +++ da, 92%) % () ng * #2 (%e) | (1) ¥(%)° ‘ as (0) 


Pn (23) P(X) — Pn (Xp) | wa (21) (2s) = tage Vn (a,) 


worin das n-fache Integral auf der rechten Seite iiber alle n Variabeln von 
a bis b zu erstrecken ist. 
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In der Tat entwickelt man die auf der linken Seite der Gleichung 
stehende Determinante A, so wird deren allgemeines Glied gleich dem 
n-fachen Integral: 


+ f de, *3e dz, Pr (*,) %_(%) P2 (2s) ¥3(%) "e P(X) Py (Xq) 


worin «, B,---,v eine Permutation der Indizes 1, 2,---, und + das zu- 
gehérige Vorzeichen bedeutet. Daher ist: 


. %1 (2) (2) --- ¥,(2,) | 
A — [az, «+ + aly Dy (;) Po (Xe) * Poe) ¥s(%) ¥2(%) 2 Ys) \, 


1 Vn(Z,)  Yy(%e) +++ Vay) | 


und wenn man hier die Integrationsvariabeln z,, z,,---, x, allen médglichen 
Permutationen unterwirft und die enistehenden m! Gleichungen addiert, 
so ergibt sich die Behauptung. 

Hieraus folgt z. B. in dem Falle, dab w,(x) die zu ,(x) gehirige 
konjugierte Funktion @,(z) ist, daB die Determinante A dann und nur 
dann verschwindet, wenn die m Funktionen 9, (x), p,(x),---, o,(x) ein 
linear abhingiges System bilden*). 


§ 3. 
Die Fredholmsche Funktion und die adjungierten Formen eines 
Kernes. 


Die beiden reellen Variabeln s und ¢ mégen sich im Intervalle von 
0 bis 1 bewegen; von der Kernfunktion K(s,¢) werde, ebenso wie bei 
Herrn Fredholm, vorausgesetzt, daB sie endlich und in jedem Teile des 


Bereiches 0 <{*} <1 integrabel sei.**) Die Funktion braucht nicht reell 


za sein, sondern kann auch komplexe Werte annehmen. 





*) Dieses spezielle Theorem findet sich (fiir den Fall reeller Funktionen) bei 
G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie einschlieBlich der unend- 
lichen und der Fredholmschen Determinanten, Leipzig 1909, 8.321. Die Determinante A 
wird daselbst alsdann als Gramsche Determinante bezeichnet. Ebenso ist die obige 
Determinantenrelation fiir diesen besonderen Fall bereits von Herrn E. Fischer ausge- 
sprochen worden: ,,Uber den Hadamardschen Determinantensatz“, Archiv der Math. 
u. Phys. 3. Reihe, Bd. 13 (1908), 8S. 32—40. 

**) Diese Voraussetzung ist bei allen im folgenden auftretenden Funktionen fest- 
gehalten, auch wo sie nicht mehr besonders angegeben wird. 
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Teilt man nun jedes der beiden Intervalle OC s<1,0<t<1 in 
n gleiche Teile und bildet die Teilwerte 


(1) K (2, ") =k (9, h=1,2,-++,n) 
und die charakteristische Determinante 
\ti— ~—-Oe - ~The 
@ =| ~The Bela thal 
joie ch, —Che --- 1—6h,,. 


so konvergiert auf Grund eines vielbenutzten Determinantensatzes von 
Hadamard*) die Reihe der Funktionen f,(=) ftir unendlich groBe m 


gleichmaBig gegen eine ganze (im allgemeinen transzendente) Funktion 
von 2, die Fredholmsche Funktion 


(3) F(2) = lim f,(*), 


wobei 





bed 1 
(3a) F(z) = 145" ds, +++ ds, | K(s,, 8)| (a, B = 1,2,---,h) 
= 0 
ist. ny 
Ebenso wie aus der charakteristischen Determinante (2) durch 
Randerung mit unbestimmten Variabeln die sogenannten adjungierten 
bilinearen Formen hervorgehen, ebenso entstehen aus der Fredholmschen 
Funktion durch Hinzunahme einer geeigneten Anzahi willkiirlicher Funk- 
tionen neue Bildungen, welche passend die zum Kerne K gehirigen ad- 


jungierten Integralformen genannt werden kénnen. Aus der ersten Ad- 
jungierten: 


o: 11 12 In | 10 zx | 
' sails — = . 4 


| . . 

| Yn Cs Shas — this veg — thn | 

entsteht zunichst, wenn «(s) und y(¢) zwei in unserem Intervalle end- 
liche und integrable Funktionen bedeuten und 


(5) x,—2("), n=y (x) 


*) Hadamard, Résolution d'une question relative aux déterminants. Bulletin 
des sciences math. 2. sér. t. 17, S. 240—246 (1893). Vgl. auch E. Fischer 1. c. und 
Wirtinger, Monatshefte f. Math. u. Phys. (1907). 
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angenommen wird, durch Grenziibergang die erste adjungierte Integralform: 


(6) F (2, §) = lim fa (Zs §)> 
oder 
(Ga) F(e, > Soa fas .-ds,| #(%) | («,B=1, 2,--,h) 


ioe ) K(6,,5,)| 


welche ebenfalls eine ganze transzendente Funktion ist, deren Koeffizienten 
aber erst nach Auswahl der Funktionen x und y bestimmt sind. Aufer 
dieser sind aber fiir unsere Untersuchung auch die héheren adjungierten 
Integralformen erforderlich, die durch mehrfache Rinderung entstehen. 
Wir bilden, wenn 
xe), xf, “re x) und y¥, y¥?, hie y¥? 

fiir @ = 1,2,---,7 2r Reihen von Unbestimmten bedeuten, die adjungierte 
Form r** Ordnung: 











ew. © x) a. gt) 
ee x” a. of 
1) 7f2)..... gl”) 
(7) hi (« yah “) ¥ a . 1—€k,, — thy» ra — th, 
yy, y! DW fh Tuk... =f. 
. 2g. Rhy. —Bia +: I= ths 
ad gw,  ... Ar 10 ae) 
(7a) } (s, ty a. ‘ " ) =| . 
y, y, rive. y yf €,, — $k. 
(e=1,2,---,7; 9,h=1,2,-++,m). 
Sind nun 


a(s), 2(s),---, 2s) und yM(%), YE), ---, ¥ (6) 
2r willkiirliche endliche und integrable Funktionen und setzt man 
h 
s—20(2), yr =v (2), 
so wird die r* adjungierte Integralform: 


a ee ), af, «, alt) 
(8) 6 re i) lim ¥ f (=, « ) 


y, y, reey y pan 7 ¥, y, eos »y” 
oder 
2), a), teey a” 2 (— me r 0, #@)(s,) 
6 *) (s y®, y, . > “a Pew f ™ 45 ove, K(s,, 85) 





geekedike 
o=1,2,---,r 











Elementarteiler linearer Integralgleichungen. 235 


Die erste adjungierte Integralform ist an Stelle einer etwas spezielleren 
Fredholmschen Bildung*) von Herrn Hilbert in seiner ersten Mitteilung 
iiber lineare Integralgleichungen eingefiihrt worden, und daselbst ist auch 
(S. 58—60) der Beweis gefiihrt, daB der GrenzprozeB in den Gleichungen 
(3) und (4) gleichmaBig konvergiert und eine bestindig konvergente 
Potenzreihe liefert, wobei die dort zugrunde gelegte Beschrinkung auf 
stetige und symmetrische Kerne fiir diesen Teil der Untersuchung ganz 
unerheblich ist. Der Nachweis, daB das gleiche auch fiir die héheren 
Integralformen zutrifft, kann nach dem gleichen Schema erfolgen und darf 
daher hier tibergangen werden. 


Ersetzt man in der ersten Adjungierten /, (s, ”) die Variabeln x, 
durch > kyn% ys resp. y, durch > hyn y,, 80 erhailt man die Identitiiten: 
9 uy 


oh. («, 2 'n%) _ f(g) 2th + fn (¢, ss 


(9) 





th, (:, > bait = (6) > 4,9, + fa(& 9): 


Aus diesen ergeben sich durch Grenziibergang die identischen Integral- 
relutionen :**) 


F(. J K(s, — *) -_ Fe) (20900 ds + F(:, ) , 
(10) 





, 2 é 
F(s Faccmml - F(e) f 2(s)¥(@) ds + F(z, ») 


In ahnlicher Weise ergeben sich fiir die héheren adjungierten Formen 
die Identititen: 


1 \ 
1)... gl) r r (1) .... gl) 
2F Pht, » a » | K(s, -)a(s)ds = F(s,” ’ , a 
yD, «++, yr, 8 y y, «5 
(11) 
+ Seer (1,0 ‘er S 2949) 90.6) ds, 
< Y®, 5 [YO], 9h 
*) Vgl. hierzu den folgenden Paragraphen. 
**) In den Formeln sind oftmals solche Variabeln, welche nur formale Bedeutung 
haben, aber im Endresultat nicht mehr auftreten, zur Erleichterung der Ubersicht 
bloB durch Punkte bezeichnet. 


16* 
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a), «6, af - 0, ao”) ‘ a. gi 
aC 3, 2, yl, Shas nyntyat) ~ F(* Sey wa) 


+Doy-r(s, ns ye _f vo 20(as. 


e=t 





(11°) 


Hierin bedeutet bei den auf den rechten Seiten obiger Gleichungen auf- 
tretenden Summen das Zeichen der eckigen Klammer, daB z. B. in der Zeile 


aD, . «+, [ae], ++, a 


x) aus der Reihe der iibrigen Funktionen weggelassen .werden soll. 


g 4. 
Lineare Integralgleichungen. 


Es sei nun z eine Stelle der komplexen Zahlenebene, fiir welche die 
Funktion F(z) von Null verschieden ist, dann besitzt, wie Herr Fredholm 
bewiesen hat, die lineare Integralgleichung: 


(1) w(s) — 2. f K(s, t) p(t) dt = g(s) 


eine und nur eine Liésung, wie auch im iibrigen die integrable Funktion 
g(s) gewahlt werden midge. 

Ist nimlich p(s) eine Lésung und 2(s) eine véllig beliebige Funktion, 
so folgt aus der zweiten Gleichung (10) des vorigen Paragraphen, wenn 
man y durch @ ersetzt: 


F(s,,° ,)- Fe) [2994 + F(z, °), 
und es ist also fiir eine unbestimmt bleibende Funktion x(¢) 
(2) F(s)- J x(t) (fat = — F(z, *). 


Die Funktion ¢(s) selbst kann man aus dieser Gleichung, indem man die 
willkiirliche Funktion 2(¢) = K(s, ¢) setzt, in der Form erhalten: 


(3) F(s, me 4 


9(8) = 9(s) —2 pat 


Die mit unbestimmtem x(f) gebildete Gleichung (2) bleibt aber stets 
die wesentliche fiir die Auflésung; man kann dann eben, wenn erforder- 
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lich, aus ihr die Funktion g/(#) selbst durch die angegebene Speziali- 
sierung ableiten. 

DaB umgekehrt die so bestimmte Funktion o(s) wirklich die Glei- 
chung (1) befriedigt, ergibt sich jetzt aus der ersten Identitit (10) des 
vorigen Paragraphen. Auf Grund derselben erhilt man nimlich, wenn 


man die Gleichung (3) mit der willkirlichen Funktion 2(s) multipliziert 
und sodann integriert, 


1 F(z, - 
[29 ée=— (9) , 


0 


d. h. die Gleichung (2) folgt umgekehrt aus (3), und wenn man nunmehr 
wieder x(t) = K(s, ¢) setzt und die beiden Gleichungen (2) und (3) sub- 
trahiert, so gelangt man zur Gleichung (1). 


In ganz analoger Weise verfahrt man bei der Auflésung der Integral- 
gleichung 


(4) v(t) —2f K(s,t)v(s)ds =h(). 


Man erhalt zunichst aus der ersten Identitéit (10) des vorigen Para- 
graphen fiir eine willkiirliche Funktion y(¢): 


6) F(e)- J vOy@Oat=—F(:,)). 


Also ergibt sich fiir ~(¢) selbst die Darstellung: 


; h 
F(z, ‘ 
(6) v(t) =h(t) —2z (+ a0), 


Die in den Gleichungen (3) resp. (6) vorkommenden adjungierten 
Formen lassen sich als Integralformen darstellen, wodurch die Auflésungs- 
gleichungen dieselbe Gestalt erhalten, wie die Ausgangsgleichungen. Es 
ist nimlich, wie eine leichte Rechnung zeigt: 


= F(z, oo ») ~ J amaee, s, 4), 
(7) 


1 
h 
— F(e, z..a - fm dsK(z, s, t), 


worin 
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e K(s,t), K(s,s, 
(8) KG, 0 St fan antec a Png iat («,B=1,2,---h)*) 


oder 


(8a) K(¢, 8, t) — K(s, t) - Fle) — «F(z, rh i) 


ist. Diese Funktion ist es, welche Herr Fredholm den ersten Minor 
der ,,Determinante* F(z), Herr Hilbert (nach Division durch F(z)) die 
lésende Funktion des Kernes K(s,#) nennt; sie ist also nur ein beson- 
derer Fall der ersten adjungierten Integralform. Umgekehrt aber liBt 
sich leicht zeigen, daB die erste adjungierte Integralform durch den ersten 
Minor dargestellt werden kann; beide Bildungen sind daher nicht wesent- 
lich verschieden. Mit Einfiihrung der Funktion K(z,s,¢) erhilt man noch 
fiir die Ableitung der Fredholmschen Funktion die spiiter zu benutzende 
Gleichung: 


1 
(9) — F'(z) = {K(e,s,s)ds. 
0 


§ 5. 
Lésung der linearen Integralkongruenz und Bestimmung der Eigen- 
funktionen im Falle eines einfachen Elementarteilers. 

Es sei jetzt z= ein p-facher Higenwert des Kernes K(s, ¢), d. h. 
eine p-fache Nullstelle der Fredholmschen Funktion F(z). Es werde 
ferner zuniichst angenommen, dab z= 4 keine Nullstelle der ersten ad- 
jungierten Funktion F(z, ”) ist, so daB die Integralform 


zx 
F(a, *) +0 
ist, wenn die Funktionen z und y entweder unbestimmt bleiben oder in 
geeigneter Weise ausgewihlt werden. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, 
so werde K(s,?¢) als elementare Kernfunktion in Beziehung auf den Eigen- 
wert 4 oder als Kernfunktion mit dem einfachen Elementarteiler (2 — i) 
bezeichnet. 


Alsdann behaupte ich, daB jede der beiden Kongruenzen 
1 


9, (s) — 2 | Kis, t) p(t) dt =0 (mod. (¢ — 4)?) 
(1) 5 


1 
¥,() — 2 | Kis, t)y,(s)ds =0 (mod. (¢ — 4)?) 
0 





*) In dieser Summe ist das als erstes Glied auftretende nullfache Integral durch 
K(s, t) zu ersetzen. 
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eine einzige primitive Lésung besitzt. Eine derartige Integralkongruenz 
fordert namlich die Aufsuchung einer Funktion 9,(s), resp. ~,(#), welche 
auBer von der Variabeln noch von einem Parameter z abhiingt; in Be- 
ziehung auf diesen aber soll die Funktion analytisch und bei ¢ = 4 holo- 
morph, also nach ganzen Potenzen von (¢ — 4) entwickelbar sein. Nach 
Einsetzung einer derartigen Funktion soll die linke Seite der obigen Kon- 
gruenzen durch (¢— A) teilbar werden. Zwei Liésungen g,(s) und g,(s) 
gelten als nicht voneinander verschieden, wenn sie mod. (¢— 4)? pro- 
portional sind, d. h. wenn sie auseinander durch Multiplikation mit einer 
zwar von z abhiingigen, aber von s unabhdngigen Funktion hervorgehen. 
Eine Lésung hei8t primitiv, wenn sie nicht durch z— 4 teilbar ist. 

Zufolge der obigen Bemerkungen kann jede der Kongruenzen auch 
in ein System von Integralgleichungen aufgelést werden. Wir kénnen nim- 
lich die Funktionen g,(s) und y,(s) in eine Potenzreihe entwickeln und 
bis auf héhere Potenzen von z—A 


» 90(8) + 918) * > +90) (S*) 4+ +920 S 
3) 
v.(8) = vols) + ¥1(8) *F* + (9) (FF) + +O) 


— 
setzen, wo die Koeffizienten g,(s)---#,_,(s) nicht mehr von ¢ abhiingen; 


hierbei dient es zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnungen, wenn 


die Taylorsche Entwickelung nicht nach Potenzen von ¢ — A, sondern von 
s—t fortschreitet, was offenbar ebenfalls zulissig ist. Dann wird die 


erste der beiden Kongruenzen durch Koeffizientenvergleichung véllig aqui- 
valent dem folgenden System von p Integralgleichungen: 


go(8) —Af K(s, A) y()at =0 
9:(8) —2f Kis, t)p,Qdt = gos) 


1 
(8) —Af K(s,t)g,(t)dt = 9,(s) 





1 
Pp-1 (s)— a | K(s, t) P,-1 (tat - Pp-s (8). 
. 


Ebenso kann die zweite Kongruenz durch das System von p Integral- 
gleichungen ersetzt werden: 
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volt) —Af K(s,t)¥(s)ds = 0 


v(t) —Af K(s, 1) ¥%4(8)ds = v(t) 


(4) : 
¥%(f) — af K(s, t) ¥,(s) ds = ¥, (#) 





¥,-1(t) — 2, K(s, t) ¥,_, (8) ds = ¥,_9(f). 


In Erweiterung einer bekannten Terminologie Hilberts mag ein der- 
artiges System von 2p Funktionen 


Po(s), 9; (8), ate P,-1 (8) 

%(s), (8), °°, 1 (8) 
ein System von adjungierten Eigenfunktionen genannt werden*), falls sie 
alle von Null verschieden sind. 

Eine Integralkongruenz ist hiernach weiter nichts, als eine Zusammen- 
fassung eines Gleichungssystemes zu einer einzigen Relation; diese Um- 
formung erleichtert aber die Ubersicht und erweist sich fiir die Bestim- 
mung der Eigenfunktion ,(s), resp. y,(#) als zweckmibig. 

Um nun die obige Behauptung zu beweisen, ersetzen wir die erste 
der beiden Kongruenzen durch die Gleichung: 


(5) y,(2) — J K(s, t) y,(t) dt = (2 — a o(s), 


worin v(s) eine ganz willkiirliche Funktion sein soll, die auch den Para- 
meter z enthalten kann, aber in Beziehung auf diesen analytisch und bei 
z =A regular sein muB; es ist zu zeigen, daB alsdann die hierdurch ein- 
deutig bestimmte Funktion ,(s) die gleiche Eigenschaft hat. Dann er- 
gibt sich fiir diese bei unbestimmt bleibendem z zufolge des vorigen Para- 
graphen eine einzige Lésung und man erhilt, wenn z(s) eine beliebige 
Funktion ist, aus der Gleichung (2) 


1 zx 
| ! (ea? Fe, ) 
6 aS. Se . 

(6) J .(t) a(t) dt - 


*) Eine etwas allgemeinere Formulierung des hier zugrunde gelegten Begriffe 
der Eigenfunktionen erfolgt spiter in § 8 auf S. 262. 
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Die rechte Seite der Gleichung hat aber zufolge unserer Voraussetzung 
bei z = 4 keinen Pol, sie kann daher in eine nur positive Potenzen von 
z—A enthaltende Potenzreihe entwickelt werden und der Komplex der 
ersten p Glieder ergibt alsdann eine Lésung unserer Kongruenz, wenn 


wieder x(t) = K(s,t) gesetzt wird. In ganz gleicher Weise findet man 
fiir die zweite Kongruenz die Lésung: 


2 (¢—a)? F(z,“ 
(7) . J vovoat~— i ?), 





wo w und y ebenfalls willkiirliche Funktionen sind. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB die Lésung (6), resp. (7) von der will- 
kiirlichen Funktion v, resp. w unabhingig ist, daB also zwei Liésungen, 
die mit verschiedenen Funktionen v und 0 gebildet sind, sich mod (2— A)? 
nur durch einen von s unabhingigen Faktor unterscheiden. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die adjungierte Form zweiter Ordnung: 





|\O0 0 Ly , , | 

0 0 a b, oi é. 

a,€ % % 1—f*, —Cmsg-: tha! 

hn (ae Me Ne —Eb%., 1— bx,--> — Han | 
| - . s 

. % ; 

Yn Nn a S%a1 a Sins coo l= Xan | 


und bilden fiir diese die bekannte Minorenrelation: 


Fa(S)tal(6s 9" $) = Fa(bs g) fal 4) — fab 2) fa(6, 5): 
Aus dieser ergibt sich durch Grenziibergang die wichtige Relation: 


(8) Fis) F(s,*" ‘) P(e, “ F(:, *) — F(z, *) F(z, *), 


¥,% q q y 
in welcher x, y, &, 4 vier willktirliche Funktionen bedeuten. Zufolge 
dieser Relation ist, wenn die Funktion & willkiirlich aber fest gewahlt wird, 


sl TT ee 


 ~F@ 
durch (z — 4)? teilbar und es verhilt sich also mod. (¢ — 4): 


F(e, §) : F(e, >: 








(¢— i F(z, *) (¢— iv F(e, 5) 
Fe ' Fe) 
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1 1 
d. h. die beiden Integrale fi g.(t)x(é)dt und f g.(6)a(t)dt, die zu ver- 
0 d 


schiedenen Lésungen g,(¢) und g,(¢) gehéren, sind mod. (2 — A) pro- 
portional und der Quotient ist von der willkiirlichen Funktion z(f) ganz 
unabhingig. Ersetzt man sodann z(f) durch K(s,#), um g.(s) selbst 
darzustellen, so bleibt der Quotient der beiden Lésungen von dem Para- 
meter s unabhingig, die beiden Lésungen sind also nicht wesentlich von- 
einander verschieden. 

Aus der Identitaét (8) laBt sich noch ein weiterer wesentlicher Schlub 
ziehen. Da nimlich F(z) durch (2 — 14) teilbar ist, so folgt identisch: 


(3) F(8) =F(0,9) FC 


< 
5 ‘ 4 ) (mod. (¢ — 4)?). 


y 
Nimmt man daher, was zulissig ist, die willkiirlichen Funktionen v und 
w in den Gleichungen (6) und (7) so an, daB F(a,*) von Null ver- 


schieden ist, so ergibt sich durch Multiplikation beider Gleichungen die 
Relation: 


(9) F(e,*) =E@)-f @:(8)2(s)ds-fy.(f)y(tdt (mod. @ — 4») 


worin E(z) und 
1 


w Fe) \* 
B® —~F% «) (=a) 
Einheitsfunktionen, 4. h. bei zg = 4 reguliir und von Null verschieden sind. 
Es kann daher E(z) mod. (2 — 4)? reduziert und in geeigneter Weise auf 


die beiden Faktoren auf der rechten Seite der Kongruenz verteilt werden, 
und es gilt der Satz: 


Ist K(s,t) ein Kern mit dem einfachen Elementarteiler (2 — 2)’, so 
kann die sugehirige adjungierte bilineare Form F(:, ”) mod. (¢—A)? als 
Produkt zweier Linearformen dargestellt werden. 

Es soll jetzt noch bewiesen werden, daB jedes der beiden Systeme 





(8), 9, (8), aie Pp-1(8) 
%, (8), VW; (é), iacte V,-1 (8) 


und 


aus p linear unabhdngigen Funktionen besteht, worin auch der Nachweis 
enthalten ist, daB ,(s) und w.(¢) primitive Lisungen der vorgelegten 


Kongruenzen sind. Da nimlich F(a, ~ von Null verschieden ist, so ist 
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in der Gleichung (6) die mit unbestimmtem x gebildete Funktion F (2, a 
nicht durch z — 4 teilbar. Es ist also auch in der Kongruenz: 

F(:, aig °) (e—1)? : 
g:(s)=—2 Fo (mod. (¢—A)?) 





die Funktion F («, _ ” nicht durch (z — 4) teilbar; denn wire das der 
Fall, so wire zufolge der Identitait (10) auf S. 235 auch 


1 . \ 
cF«, J K(s, +) x(s) os >= F(z, - (mod. (g—d)) 
v / 
durch z—A teilbar, was nicht angeht. Hieraus folgt zuniichst, daB ,(s) 
wirklich eine primitive Lésung, also g,(s) von Null verschieden ist. Es 
kann aber auch keine identische Relation der Form: — 


Gy Po(S) + aH, (8) +--+ Oy 1 Pp-1(8) =0 


mit konstanten Koeffizienten bestehen. Denn wiire das der Fall und a, 
der letzte von Null verschiedene Koeffizient in obiger Gleichung, so miiBte 
zunichst zufolge des vorher Bewiesenen r > 0 sein und dann wiirde, wenn 
man in dem Systeme (3) die ersten r + 1 Gleichungen mit a, @,,---,« 
multipliziert und addiert, aus der angenommenen Relation 


ey Po(8) + ‘at os + Oy Y,-1(8) a «,.9,(8) = 0 


r 


die weitere 

, Po(8) +--+ + @, 9,_1(8) =0 
folgen. Es bestiinde also auch schon zwischen Go(8), -**> P--1(8) eine 
lineare Identitiit, und so fortschlieBend wiirde man schlieBlich zu g)(s) =O 
gelangen, was eben unmiglich ist. In der gleichen Weise folgt fiir das 
zweite System der Funktionen y,(f), daB eine lineare Dependenz unmég- 
lich ist. 

Wir schreiten jetzt zum Beweise des Hauptsatzes, dab die beiden 
Funktionensysteme o;(s) und w,(¢) bei geeigneter Ordnung und bei passender 
Verfiigung tiber die vorher noch unbestimmt gebliebenen Faktoren rezi- 
proke Systeme sind. Zu diesem Zwecke setzen wir die Integrale 


Jf vs) gr(s)ds = a 
und * 


1 
[ K(s, )¥4(8) pult)ds dt = Bu (i,k =0,1,--,p—1). 
0 
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Dann erhalten wir aus den Gleichungen (3) durch Multiplikation mit y,(s) 
und Integration die p* Relationen: 


Gin — ABin = G,e-1 (i,k =0,1,---,p—1), 


in denen fiir k = 0 die GréBen mit einem negativen Index gleich Null 
zu setzen sind, und ebenso ergibt sich aus den Gleichungen (4): 
ain — ABix = Gi-1,k» 
wo gleichfalls fiir i 0 das « der rechten Seite gleich Null ist. Daher 
erhalt man: ' 
Qi k-1 = Gj-1,k (i,k =0,1,---,p—1). 
Vermége dieser Gleichungen lassen sich die p* GréBen «,, durch blob p Gréfen 
ausdriicken. Um nimlich die Bedeutung dieser Gleichungen einfach zu 
iibersehen, randern wir (siehe die nebenstehende 
(@) ? 
- ae Ps Figur fiir p = 4) das quadratische System («;;) 
ra : mit lauter Nullen. Dann besagen die obigen 
Gleichungen, daB alle diejenigen GréBen ein- 
ander gleich sind, welche in der Figur durch 
eine Querlinie verbunden sind. Es ist also 


nf @,=0, sobald i+k<p—1, 
. hingegen ist 


Qik = Ci4k—p+iy sobald 2(p—1)>i+kSp—1. 
Somit ergibt sich die Determinante: 





Geese 











| on] = + Ch, 
und hier ist, wie sogleich nachtraglich gezeigt werden soll, ¢, von Null 
verschieden und kann daher gleich Eins angenommen werden. Nun kann 
aber g,(s) mit einer beliebigen Einheitsfunktion 
ih —i1\2 —_— 
E(e)=1+%, > +” ( |) +2(*) +--- 


z = 





multipliziert, also 


alec Po(8), Pi(8), °°, Pp—1(8) 


Pols) = Go(8) 
9:i(s) =9,(8) +%% (8) 
#2(8) = 9,(8) + 191(8) + 7 Po(8) 


Gps (8) = Gp-1(8) + 74 Pp—2(8) + - <= + Yp-1 Hol6) 


ersetzt werden. Tut man dies, so treten an die Stelle der Konstanten c 
die Konstanten: 
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4 =4& +nH% 
€ =& FAG +2% 
Cy-1 mm Cp -1 + V1%p-2 + Va%p-3 saad Vp-1%0 


und da ¢ von Null verschieden ist, so kénnen diese Rekursionsformeln 
dazu dienen, um ¢,, €,,---, €,_, durch passende Bestimmung von 7,, ---, ¥)_; 
za Null zu machen. Hierdurch wird erreicht, daB die Integrale 


Svs) pus) as (i,k =0,1,---,p—1) 


stets gleich Null, auber wenn i+k=—p—1 ist, in diesem Falle aber 
gleich 1 sind. Es sind also die Funktionen 


M(8), (8), -s Pp—2(8); Pp-1(8) 
¥,-1(8), ¥,_2(8), *++5%,(8), Ho (8) 


in dieser Anordnung zueinander im Intervalle a bis b reziprok. 
Um den noch ausstehenden Nachweis zu erbringen, daB c, von Null 
verschieden ist, bilden wir das Integral 


T= fvl8) 9.(8) as, 


das aber nur mod. (¢ — 4) fiir uns in Betracht kommt. Entwickeln wir 
nimlich nach Potenzen von s—t so fallen die ersten p — 1 Glieder fort, 


weil sie sich nur aus solchen Integralen «;, linear zusammensetzen, fiir 


welche 1+ k <p — 1 ist; fiir diese ist aber am Anfang gezeigt worden, 


= ins”. 
: - “)’ wird aber 





daB sie verschwinden. Der Koeffizient von ( 


1 1 i 
J vols) Pp-1(8) a8 +f v4(s) Pp-2(8)ds +--- +f Yp_1 (8) Po(s) ds = ply 
0 0 0 
und die Behauptung, daB c, von Null verschieden ist, somit véllig aqui- 


valent der anderen, daB J durch (2—A)?-', aber nicht durch (2 — A) 
teilbar ist. Setzt man aber in der oben bewiesenen Kongruenz (9) 


E(2) -'g.(t)2(0) dt. JS vdoy(sds = F(:, ) (mod. (e—4)*), 


in der E(z) eine Einheitsfunktion mod. (z—A) bedeutet: 
a(t) _ K(s, t) und y(s) = K(s, t), 
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so erhalt man: 
Es) 9.(8) ¥.(f) = F(z, = 2) (mod. (¢ — ay). 


Zufolge der Gleichung (8a) des § 4 kann diese Relation auch die Gestalt 
erhalten: 

E(2z) 9.(s) ¥.(t) = — 2K(z, s, 2) (mod. (g — 4)?), 
worin K(z,s,¢) die lésende Funktion des Kernes K(s,¢) bedeutet. Setzt 
man hier s=¢ und integriert tiber s, so erhilt man unter Benutzung 
der Gleichung (9) desselben Paragraphen, da E(z) von s und ¢ unabhingig 
ist, nur 


(10) Ev) f ‘g:(8) ¥.(s)ds = — 2 { K(e, 8,8)ds =2F' (2) (mod. (¢—1)”) 


Nun sind E(z) und z Einheitsfunktionen mod. (¢— 4), F’(2) aber ist 
durch (¢— 4)?-*, aber nicht durch (¢— 4)? teilbar und das Integral J 
hat somit die gleiche Eigenschaft.. Das aber war der Inhalt der Be- 
hauptung, daB ¢, von Null verschieden ist. 


§ 6. 
Lésung der Integralkongruenzen fiir den Fall mehrerer 
Elementarteiler. 


Wir gehen jetzt zur allgemeinen Lésung der obigen Kongruenzen fiir 
vollig beliebige Moduln und unter Aufhebung jeder einschrinkenden Vor- 
aussetzung iiber die den adjungierten Formen zukommenden Teiler tiber. 
Die aufeinanderfolgenden adjungierten Formen: 


oe) a) a) x, eee a”) 
(1) F(z), F(s, a F(«, y®, a) rey ( ’ ) eee 


s y,--5 
mégen in bezug auf den Primteiler z— 4A der Reihe nach die Potenzen 
(2) (s— Ap, (¢ — 4), (¢ — 4), -- +, (@—Apr,--- 


enthalten. Dann gilt zuvérderst der Satz, dab die Exponenten eine ab- 
steigende Reihe bilden, so lange sie noch von Null verschieden sind; ist 
also p, die erste verschwindende Zahl, so ist 


P>PR>Pe**>P,-1>Pr= 9. 


DaB zuniichst p,, falls es positiv ist, kleiner als p ist, folgt aus den 
Gleichungen (8a) und (9) des § 4. Denn wire p, >p, so wire auch 


F(a a) 
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also zufolge der Gleichung (8a) auch K(z, s,¢) durch (2 — 4)? teilbar und 
folglich hatte nach (9) auch F’(z) diesen Teiler, wahrend es doch blob 
durch (2 — 4)?—? teilbar ist. In analoger Weise kann man fortschlieBen, 
indem man die Ableitungen der adjungierten Formen nach z bildet. Setzt 
man namlich, die vorher benutzten eit verallgemeinernd: 


0 wO(s x®)(s 
3) K : a yer x p, x (8) x (85) 
(3) K{2, 8, yy sid yo) ie 8, ° a y® (t) (s, t) (s, 85) 

= y®(s,) K(s,,t) K(8,,8,) 
cake a, B =1,---,h), 


so ist, wie durch direkte Ausrechnung ohne Schwierigkeit erwiesen wird: 


=F (+, o,.. 2, K(s, ») . (., 7" |=, 1% 





"y+ 9, K(-,#) "| y+ yy 
af), .. , : 2... [eld ---a6 
— K(s, oF (s. o... rh bie i F(s, 1 3). fy} --, oa 


(4) oa > ()F(s (0.7, ++, 2@~», af) | K(s,-), e@+0,--., 2) 
a, +» y@ - 1), y¥®, y@ + 1), = y”) 


> (Q) () F(s,, , ney xe-, x), wer, vey, e m 
= y 7, «+5, ye-D, yo | K(-, t), yer, --., yo] ’ 


Wenn also die Relation p>p, >--->p, bereits bewiesen ist, so wiirde 
aus p,,, >, folgen, daB auch 





durch (2¢— 4)’ teilbar ist, und denselben Teiler hitte somit auch 
. , GY), +», “9 -, oi 
—zF (+, y, 5, ya) 7 cf aon(s, 8, | ms the? 
a, «+, 
+aF (+, y™, ++, st 
Die Ableitungsfunktion ist aber in Wahrheit bloB durch (2 — A)P*-* teil- 


bar, und folglich ist p, >p,,,, q.¢.d. 
Bilden wir also die Differenzen: 


(6) 


(6) 6 = P— Py, & = Py — Pay? * *) Cr—-1 = Pr-2 — Pr-1) &r = Pr-1, 


*) In dieser Formel bedeutet das Zeichen x‘? | K(s, -), da® die Funktion x‘ (f) 
durch K(s, t) ersetzt werden soll. Die Bestimmung der Vorzeichen ist in der Formel 
’ nicht direkt zum Ausdruck gebracht, weil es hierauf nicht weiter ankommt. 
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so sind dieselben positive Zahlen und es ist tiberdies, ebenso wie bei end- 
lichen Bilinearformen: 
(7) 2424S 26-12>6>0. 


In der Tat hat man in Verallgemeinerung der Gleichung (8) des § 5 
die identische Relation: 


wi)... gle—2) Do... gett) 
as 0 F{z, Aah a) 
? yf), «+, yend y, «++, ytd) 

aD, gD, gh) a, g—2, gle +1) 
(8) =F lz, : F(z, 

y, ney y*—, y” y®, ty y*-, y+) 

), «ee —D, gh 2), gD, alert) 

— F(z, z, , 

¥,--4, g¥—%, gt ¥,--5 y*—9, 
und da hier die rechte Seite der Gleichung durch (¢ — 4)*”« teilbar ist, 
wihrend die linke Seite genau den Faktor (¢ — A)?*-1+?«+1 enthilt, so ist 

2p, SP,-; + Pst 
oder 
P,-1 — Py =P, — Pasi d. h. é, = Cr+1 4- © d.*) 
Die so bestimmten Potenzen 

(9) (2-4), (@ —A)s, ++, (2— A), 
deren Exponenten nach dem Vorangehenden eine niemals wachsende Zahlen- 
reihe bilden, mégen in dieser Reihenfolge die Elementarteiler des Kernes 
K(s,¢) in bezug auf den Primteiler (¢ — 2) oder in bezug auf den Eigen- 
wert 4 heiBen. 


Wir gehen jetzt zur Bestimmung der vollstiindigen Lésungen der 
Kongruenzen: 


y.(s) —2 | K(s, t)y.(t) dt =0 
(10) ; (mod. (eg—4)") 


v.(t) — 2 [ K(s, t)¥.(s)ds =0 


fiir Moduln mit beliebig hohen Exponenteii « iiber. Setzt man in der 
Identitat (11°) des § 3: 


*) Bei gewdhnlichen Bilinearformen geniigt diese Betrachtung, um auch die 
Ungleichung p,,,>p, abzuleiten, weil das Abbrechen der Reihe der Elementar- 
teiler von vornherein gesichert ist. Hier muBte die Uberlegung am Anfang des 
Paragraphen noch hinzutreten, weil es sonst z. B. méglich wiire, daB alle adjungierten 
Formen dieselbe Potenz (zg —4)? als Faktor haben. 
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(x a), . 2, gl afr +) F (0, a), . .., gf +2) 
7 yd, +, yl [X( t)y"* (0) u)~ ? y, . gua) 


oss a), . ++ [a] -- +, alt +2) : 
+ F(z ‘ ), r+2)(s) x(@)(s)ds* 
PM yo 9 iy) furore yas 
fir y+” eine Lésung g, der ersten Kongruenz (10), so wird die linke 
Seite der Identitit a dem ersten Gliede der rechten. Nimmt 


x), . ++, 
man also fiir rs yo 2r Funktionen w) und v® willktirlich, aber be- 
y="? 


stimmt so an, deb 
, u), nt u”) 
ssid (+, vo), a 
nicht durch (¢ — A) teilbar ist, und laBt «+ = x unbestimmt, so ergibt 
sich: 
3 4 ud, +. u@|a,- ++, al? : 
11) N | 9,(s)x(s)\ds = F(z “heey ’ ). u'?(s) p,(s)ds 
(1) Nf e.()e des DFU yo ta. ye) of @ O90) 
(mod. (2 — 4)"); 


in dieser Formel bedeutet, wie in der Gleichung (4), das Zeichen w)|z, 
daB w) durch x ersetzt werden soll. Setzt man jetzt nachtriglich 
x2 = K(s,-), so ergibt sich: 

Jede Lisung der ersten Kongruenz (10) 7” sich in die Form setzen: 
(12) (8) = Ayps" (8) + Aypi?(s) +--+ + A-gp(s) (mod. (@—A)*), 
worin 

yg? (s) = xP (« : K(s, -), wu, +++, ee 
v®), y@),..., of 


gp? (s) = 7 1 ele u, K(s,-), w®,---, ul” 
- ” oft, vi), 7), .. », of”) 


(13) 


usf. ist, und A,, A,,---, A, Konstanten, d. h. von s unabhiingig sind. 
In analoger Weise findet man fiir die zweite Kongruenz (10) bei 
unbestimmtem y die Relation 


eee ewer 


(14) vf ey @at= > P(e," eicaiiiba i) {yee vsttyat 


e=1 
(mod. (¢—4)") 
*) Hierbei ist die in der Summe auftretende adjungierte Form r** Ordnung wie 


bei Determinantenentwicklungen, mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmen, was hier 
und in den folgenden Formeln nicht besonders angezeigt wird. 


Mathematische Annalen. LXIX. 17 
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und hieraus ergibt sich, daB jede Lisung der zweiten Kongruenz (10) die 
Form annimmt 


(15) v(t) = Bv.O@) + BvOO+---+ Bev) (mod. ¢—1") 


worm , 

(1) u) ececcceseccce u” 
16 @(t -7F( ——, ) 
(16) Vt) =H Fle, vo | K(-, £), +, 00 


und B,,---, B, Konstanten sind. 

Umgekehrt aber ist nicht etwa jede Funktion der Form (12), resp. (15) 
eine Liésung der ersten, resp. zweiten Kongruenz (10), sondern es miissen 
alsdann den Konstanten A,, resp. B, noch weitere Bedingungen auferlegt 
werden, und gerade dieser Umstand ist es, der das vorliegende Problem 
von dem analogen der Theorie der Integralgleichungen wesentlich unter- 
scheidet und sorgfiltige weitere Untersuchungen erfordert.*) 

Bildet man naimlich mit unbestimmtem z und y die Integrale: 


1 1 
z f 9(s)2(s)ds und 2 f ¥.0()y(t)dt, 
0 0 


so erhilt man, wiederum unter Benutzung der Identitiiten (11) des § 3: 


1 . ul), «++, wl | x, +++, ul” = 
2 [o.(8) a(s)ds=~ F (-, ~ a + D>) Feolé) ae, 
Hy o=1 


(17) . i. - 7 
1 : UN) se errr cere 7) 
4 foe di-+F («, ha Ota Sd + >) Feel) Bo 
2 ge e= 
worin die Funktionen 
1 u), rey [ue], rey u” 

(18) Fyol(t) =H F (:, of), [ol0r],« oa 
und die Konstanten 


(19) tig = fx(s)dsv(s), Bp = f y(t) dtw(t) 


sind. Setzt man aber in den Gleichungen (17) z= K(s, -), resp. y= K(-, ¢), 
so wird der erste Summand auf der rechten Seite der Gleichung in der 
Tat gleich g,©(s), resp. y,9(t), aber die restierenden Summen erhalten 
ebenso wie die Funktionen F ,(2) nur die letzten Elementarteiler (2 — 2)’ als 
Faktor. Die Funktionen (12) resp. (15) sind also ohne weitere Annahme 


*) Der Beweis dafiir, daB im Falle der Integralgleichungen die Konstanten A, a 
resp. B beliebig sind, ergibt sich ebenfalls aus den nachfolgenden Betrachtungen; 
vgl. Fredholm, |. c. § 2, 9. 
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iiber die in ihnen auftretenden Konstanten nur dann Lisungen der Kon- 
gruenzen (10), wenn der Modul (2z—A)" im letzten Elementarteiler ent- 
halten ist. 

Um die im allgemeinen Falle noch erforderliche Untersuchung durch- 
zufihren, ist es zweckdienlich, vorerst die Gleichungen (14) durch Trans- 
formation auf eine einfachere und durchsichtigere Gestalt zu bringen. 

Wir machen hierbei von der Bemerkung Gebrauch, daB wir die 
Funktionen wu, u®,---,u”, die in der Form 


u™, we)... yf 
N _ F Z, ? ? ? 
vf), v®, reey vo) 


auftreten, durch ein transformiertes Funktionensystem 


ue) — >) ceo (o=1,2,---,r) 
o=1 
ersetzen kénnen, wobei die Koeffizienten c,, irgend welche von s unab- 
hingige, in der Umgebung von z= 4 holomorphe Funktionen von ¢ mit 
von Null verschiedener Determinante C =|¢,,| sein kénnen. Bilden wir 
namlich die entsprechende Form N mit den transformierten GréBen @, 
so ist, wie leicht ersichtlich, 


N=C-N 
und die Eigenschaft N +0, die allein bei unserer Untersuchung voraus- 
gesetzt zu werden brauchte, bleibt also bei der Transformation bestehen. 
Einer analogen Substitution kénnen natiirlich auch die GréBen v unter- 
worfen werden. 
Bilden wir nun aber die Determinante r*™ Grades 


| Foo(#)| (eo, ¢=1,2,--,r), 
so sind ihre Elemente, abgesehen von Zahlenfaktoren, nichts anderes als 
die Grenzwerte der GréBen, die man aus der Determinante (7) in § 3 bei 
Bildung des reziproken Systemes als Adjunkten der daselbst auftretenden 
Nullen erhalt. Nach dem Jacobischen Subdeterminantensatze ergibt sich 
daher ohne Schwierigkeit: 


' F(z) 
eo(4)| = uw), .. wy? 
F{z, 
( ee 
es enthilt also die Determinahte, ebenso wie F(z), das Produkt aller 


Elementarteiler als Faktor. Allgemeiner aber ergibt sich fiir irgend eine 
aus den F’, gebildete Determinante «‘* Ordnung: 





17* 
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wl], « - «, [rglto 
Fault) Fale) «+ Fan(®)| (tot tea) 


F (. uD oes a ™ 
o®,..., ff 

worin der Zahler des letzten Bruches diejenige adjungierte Form (n—x)"* 

Ordnung bedeutet, die aus dem Nenner N durch Entfernung von u, --., u(*» 

und v),..., v@2 entsteht. Der gréBte gemeinsame Teiler der saimtlichen 


Determinanten x** Ordnung ist somit (z—4)’r-*, und die Elementarteiler 
des quadratischen Systemes von 7* Elementen 


(Foo) 
sind daher, in aufsteigender Folge der Exponenten geordnet, 


(s—Ajr, (e—A)r-1, (@—Ajr-2,-- +, (@—A)*. 
Nun kann man nach Kronecker durch bloBe Verbindungen oder Vertau- 
schungen von Zeilen oder von Spalten das System so transformieren, daB bloB 
noch die Diagonalelemente auftreten und diese die Elementarteiler werden, 
und den hierzu erforderlichen elementaren Transformationen des Systems 
(F,0(2)) entsprechen elementare Transformationen der Funktionen u) oder 
und v. Fihrt man also diese Reduktion aus, so wird einfach 


Foa(@) = €g0(2—4)*, 
und die Gleichungen (17) erhalten nunmehr die einfache Form: 





Fusn(e) Fan(s) - ‘ Feast) 


: 1 (w+, 060 |x, «+s, 067 
# {9:0(8) a(s)ds= > F (;, Bisel. ceri’ eet + «,(2—A)*, 
(178) : (1) (r) 
2 foot) y(t) dt=— * F (-, UM) sree ceeese »u ) + pels — aye, 
$ . N vw), try vy | Ys*'y vw”) 


In diesen wichtigen Gleichungen, die wir bei geeigneter Auswahl 
der Hilfsfunktionen u®) und v der weiteren Untersuchung zugrunde legen 
kénnen, sind die GréBen 


uy = [x(s)dsv0(s) und B.—fy(t) dt w(t) 


nicht durch (¢—A) teilbar, solange z, resp. y unbestimmt bleibt oder, 
wie nachher geschieht, «= K(s,-), y= K(-,¢) gesetzt wird. In der 
Tat, wire das Integral 


de = J K(s, t) vot) at 
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durch (¢—4) teilbar, so wiirde zufolge der Gleichung (11°) des §3 das 
gleiche auch von 


‘ u, woken . ule-), ule), ule +1), ae eal u” _ u'®, e “ir 
a 2 4 = z 
, vt), .-., xe) JEG t) v@(t) dt,---,v” ( VD) --s, ye 
(mod. ¢—A) 


gelten, und.das ist unméglich. 
Setzt man in den Gleichungen (17a) «= K(s,-), y= K(-,t), 80 
erhalt man nach (13) und (16) 


910(8) — # [ K(s, t) p(t) dt = — a(2—ay, 
(17b) ' 


v(t) — af K(s, t) v@(s)ds = — B.(e—1)*, 


und wenn also 


(8) = Ay (8) + Ay 9.(8) +--+ + A, (8), 
va(t) = By ¥.(t) + By v(t) +--+ 4, 0.) 


ist, so ist stets 


y.(8) — # { K(s, t) g.(t)dt = —_>)& Ap(e— ay", 
(20) ar 


v.(t) — 2 fK(s, t) .(t) dt = — >"B, Bo(e— a). 
0 e=1 


Soll also die linke Seite der ersten oder zweiten Gleichung durch (2—)" 
teilbar werden, so ist es notwendig und hinreichend, dab A), resp. B, 
durch (¢—4)"~“ teilbar wird. 

Es hat sich also jetzt folgendes Hauptresultat ergeben: 


(1)... gglr) 
Bei geeigneter Bestimmung der Hilfsfunktionen pl = lassen sich 
alle Liswngen der Kongruenz: — 
1 
(10a) p:(8) = 2 | K(s, t) p.(t) dt (mod. (¢— 4)") 
0 


aus den folgenden r Fundamentallisungen linear zusammensetzen: 
(21) (e—Ayp-* (8), (@—2)*-* 9.8), - + (@—A~* 9.8), 


worin p.,---, p. durch die Gleichungen (13) bestimmt sind. Ebenso 
setzen sich die Lisungen der Kongruenz 
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1 
(10b) v.(t) = 2 [K(s, t) v.(s) ds (mod. (¢— 4)*) 
c) 
linear aus den Fundamentallisungen zusammen: 
(22) @—A4prsy.%@), @—Ay-e w(t), +, @—Apr*¥.(8), 
wortn w.,---,v. durch die Gleichungen (16) gegeben sind. 

Nachdem so das Problem der vollstandigen Auflésung der linearen 
Integralkongruenzen erledigt ist, gehen wir nunmehr dazu tiber, auf Grund 
der gewonnenen Ergebnisse das zum Eigenwerte 4 gehdrige System rezi- 
proker Eigenfunktionen zu konstruieren, und stellen zunichst noch die 
folgenden Tatsachen fest: 

I. Zwischen den r Fundamentallésungen (19) der linearen Kongruenz 


(10a) kann modulo (¢—4)" nur in der Weise eine lineare Relation mit 
konstanten, d. h. von s unabhingigen Koeffizienten: 


(23) C,(2—A)*~% p(s) + C,(2—1)"-*g.(8) +--+ C-(2—A)"- p(s) =0 
(mod. (2 — 4)") 

bestehen, daB jedes einzelne Glied der Summe durch (¢—4)", also C, 

durch (¢—4)*, C, durch (2 —A)*,---, C, durch (¢—4)* teilbar ist. Ein 

ganz analoger Satz gilt fiir die Fundamentallésungen der Kongruenz (10b). 


In der Tat, setzt man in den Gleichungen (17a) die unbestimmten 
Funktionen z(s) = u(s) und y(t) = v(t), so ergibt sich 


a {o.0%s) wi%(s)ds =e, (mod (e—A)*), 
0 


1 
2 [viO(t) oO(t) dt =e, (mod (e—2y'*) (9, 6=1,2,-,7). 
0 


Besteht nun eine Relation der Form (23), so ist auch das Integral 


1 r 
T= s fur(s) ds > O(2— ay" 9.0(8) 
) g=1 
durch (z2—4A)" teilbar; zufolge der obigen Relationen ist aber: 


J=>'C,e- Ay*-* 6, =C,(¢—A)"~*@ (mod. (¢—4)*), 
e=1 
und es muB also wirklich C, durch (2—A)* teilbar sein. 
II. Aus dem letzten Satze folgt unter anderem auch, daB keine der 
yr Funktionen 


g:(s), gy: (8), “* © 9.” (s), 
resp. VME), WME), =, HME) 
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durch (¢—4) teilbar sein kann, weil sonst immer eine Relation der 
Form (23) entstehen wiirde. Entwickeln wir nun diese Funktionen nach 


Potenzen von s—*, indem wir fiir 9 =1,2,--,r 
0) = 980) + 98 0 F449 OCF) 
(24) (mod. (2 — A)*), 
¥® =O + HO +--+ LOFPY™ 
setzen, so erhalten wir zwei Reihen von je p=e, + ¢ +--- +, Funktionen 
G8 (8), P(8)s -- +s 92408) (9=1,2,-+,,9), 
VE), VP Os ++ ¥E_LO 


welche als die zum LEigenwerte 4 gehirigen LEigenfunktionen bezeichnet 
werden sollen. 

Jede dieser Partialreihen ist alsdann eine Liésung eines Systemes von 
Integralgleichungen, was genau wie auf S. 239 erwiesen wird. Nimlich 
die erste Reihe in (25) geniigt dem Gleichungssystem: 


(25) 


(8) — if K(s,t)¢@(t)dt =O, 


(26) Jo(s) —A f K(s,t)g®(t) dt = g(s), 





p?_()-4 fic tp? _, at =o? ,(s) 


und die zweite den Gleichungen: 


1 
vy (t) —1i/K(s, t) ¥(s)ds =O, 
0 


1 
(21) JuP@) —2JK(,t) oP) ds = 90) 


wea p K(s,t) v2, (s)ds—¥2_,(0). 





Es folgt dann, ganz thnlich wie auf S. 243, daB nicht bloB die 
Funktionen g)(s) und g(t), sondern auch jede der folgenden Funktionen 
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von Null verschieden ist und daB iiberhaupt eine lineare Relation der 
Form: 
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DP oPO +--+? 9 O}=0 


e=1 

oder 
DH +--+ He 9O}=0 
rs 


nicht bestehen kann. Es gilt also der Satz: 

Jede der beiden aus p Funktionen bestehenden Reihen in (25) bildet 
ein linear unabhiingiges System. 

Ill. Die beiden so erhaltenen Funktionenreihen sind zueinander im 
' Intervalle 0 bis 1 reziprok, vorausgesetzt daB iiber die Konstanten, die in 
der volistiindigen Lisung der erzeugenden Integralkongruenzen (10) auftreten, 
in angemessener Weise verfiigt wird. 

Bildet man nimlich das Produkt ,)(s),@(t), so ergibt sich aus 
(13) und (16) 


N¥9,0(8)¥.0(t) 
o F(s 4) ,---,14f@) K(s, a uf), cocccccceccces , pte 
7g), wcecerccceces , 0”) }' yl), --,0@ | K(-, t),-+,0 


und hier ist die rechte Seite der Gleichung auf Grund einer schon oft 
benutzten Subdeterminantenidentitat gleich 


NF(s, u),- eal ( uM) ,---,u”, K(s, +) 


NF. 
” yt), ..., 0@| K(-, t),---0 yt), ....0, K(-, 2 ee(?)» 
worin F,,(2) durch Gleichung (18) definiert und zufolge der nachher aus- 


gefiihrten Transformation auf 8.252 gleich (¢—A)* geworden ist. Es 
ist also 


Ng.©(s) y(t) = P( A hl attra dial 


d. (¢—A)*). 
” ylt), ---,0@ | af (mod. (s— 4)*) 
Zufolge der Gleichung (4) ist aber 
(2)... og «), «+, gl”) (1) one Fagl@)], «+, ag(? 
—2F (5, aE had |K(s, ) ul )=k(« a yey J, 4 ) 
vi), --.,0@| K(-, #),-+-,00 vo), ....[o@ ],--., 0 
(mod. (2— A’). 


Setzt man also s=¢ und integriert iiber s von O bis 1, so erhilt man: 


ul) ,---,[ul@], «yal 


—zN fi p:)(s) ¥,@(s)ds= Ji K (., 8, 8, vf, 


-.,[v@], “a ds (mod. (g—A)*) 
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und hier kann die rechte Seite zufolge der Gleichung (5) mod. (¢—4)* 
ersetzt werden durch: 


‘ u®), «++, [wl], ---, a” : 
( ? yf), .+., [v@],-+,, a = NF,,(6), 


welche genau durch (¢—A)*-*, aber nicht durch (¢—4)* teilbar ist, und 
es ergibt sich somit die Integralrelation 


1 


(28) | z J p(s) p(s) ds =e(e—a)e-1 (mod. (@ —A)*). 


Diese Gleichung ist offenbar die Verallgemeinerung der Gleichung (10) 
des § 5, deren Geltung fiir die Reziprozitiit der beiden damals auftreten- 
den Systeme von Eigenfunktionen mafgebend war. Nachdem dieselbe 
erwiesen ist, kann man die dort angewendete Methode Schritt fiir Schritt 
auf den hier vorliegenden Fall iibertragen und erhiilt so den oben aus- 
gesprochenen Satz. 

IV. Es sei schlieBlich w ein zweiter von 4 verschiedener Kigenwert 
und seine Ordnung sei gleich g. Dann kénnen wir zu diesem, analog wie 
vorher, ein zweites System von Eigenfunktionen konstruieren, das, etwas 
abweichend von der friiheren Art, mit 


®,(s), , (8), art ,(s), 
¥,(¢), ¥,(t), ay ¥,(¢) 


bezeichnet sein mag. Ebenso sollen fiir den Augenblick die zu 4 ge- 
hérigen Systeme (25) kiirzer durch 


9; (s), 9; (8), ik 9,(8) 
vy (), Vs (), 7a ¥,(t) 
bezeichnet sein. Dann ist jede Funktion o,(s) orthogonal zu jeder Funktion 


¥,(s), ebenso ist »,(s) orthogonal zu ,(s). Es bestehen also die Glei- 
chungen: 


Fa Gals) ¥4(s)ds = 0, f ¥,(8)%,(s) ds = 0, 


worin a = 1, 2,---,p, B=1,2,--+,q sein darf. 

Der Beweis wird ganz analog wie bei symmetrischen Kernfunktionen 
durch direkte Bildung der Integrale gefihrt; z. B. ist fiir die ersten 
Funktionen g,(s) und ¥,(¢): — 


gi(s) = 1 f KG, 9,)dt, ¥,0—u f K(s, )¥,(s) ds, 
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also ist 





J vs(s) ¥,(s)ds = 1/ K(s, t) p, (t) ¥,(s)dsdt 


1 
= wf K(s,t)9,()¥,(s)dsdt = 0, ws. f. 
0 


§ 7. 
Reduktion der Kernfunktion. 


Nachdem zu den samtlichen Eigenwerten des gegebenen Kernes K(s, ¢) 
das System der zugehérigen Eigenfunktionen nach der Methode des 
vorigen Paragraphen berechnet worden ist, kénnen wir nunmehr um- 
gekehrt aus einem derartigen System elementare Kernfunktionen bilden, 
die nur einen einzigen Eigenwert 4 und fiir diesen die gleichen Ele- 
mentarteiler und die gleichen Eigenfunktionen besitzen. Es gilt nimlich 
folgendes 


Theorem: Es sei 4 ein Eigenwert der Kernfunktion K(s,t) mit den 
r Elementarteilern 
(2—A)s, (2A) +>, (2@—Alr (4 2S42---2e,>0) 
und von der Ordnung p =e, + ¢,+---+ ¢, und es seien die zu thm ge- 
hirigen Systeme von Eigenfunktionen gefunden, die durch die Gleichungen (25) 
des vorigen Paragraphen angegeben werden, dann besitet die Funktion 


L(s, ) == > (92) ¥_,0 + oP @)¥2_,O +--+ o_O ¥? O) 


g=t 


— 5 SPO v!_.0 +--+ 92. ¥P 0) 


“e 
eo! 


den einzigen Eigenwert 1 und fiir diesen dieselben Elementarteiler und das- 
selbe System von Ligenfunktionen wie K(s,t). Bildet man ferner die 
Differenz 
K(s, t) 2s Lis, t) M(s, t), 

so hat diese den Eigenwert i verloren, wiihrend die tibrigen Eigenwerte, 
Elementarteiler und Eigenfunktionen villig unverindert geblieben sind. 

Den Beweis dieses Satzes fiihren wir in vier aufeinanderfolgenden 
Schritten. 

I. Bilden wir zunichst die Fredholmsche Funktion der Funktion L(s, ¢): 


G(z) =1—1L2+12—12+4+---, 
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so haben wir zu beriicksichtigen, daB 4L(s,¢) durch Zusammensetzung 


der aus r Teilsystemen der Form 
9(s), @ @(s), -- 7) 96 8) (e =1, 2,-+yr) 
bestehenden Zeile mit der Zeile 
Ve, -1(8) es ¥,-2(8), Ye, -2(#) om Ve,-s(t), os V(t) (o= 1, 2, ++) 
hervorgeht. Da jede der beiden Zeilen p Elemente enthilt, so verschwinden 
alle Koeffizienten 
1 
1 
bm arf #5, + d84| L(G, 83) (a, B = 1, 2,--+,h) 


fiir welche h > p ist, und die ganze Funktion G(z) ist also rational und 
von der p™ Ordnung. Ist aber h <p, so setzt sich die in J, unter dem 
Integralzeichen auftretende Determinante nach dem Multiplikationstheorem 


aus (;) Produkten zusammen, deren Faktoren man erhilt, wenn man eine 
Determinante h'** Ordnung der Matrix von h Zeilen und p Kolonnen: 


| (62) 9(6.) «+ 9 4(84)||— (@=1, 2585 9=1,2,--57) 
mit der entsprechenden Determinante der Matrix 
|| %e,-1 (83) — Ye,-2(8,) Ye,-2(8s) — Ye,-3(83) +++ Yo (85) | 
(6 =1,2,---,h; oe =1,2,---,r) 
verbindet. Der Koeffizient 1, zerfallt also in (;) Integrale, und jedes ein- 


zelne von diesen lift sich unter Beriicksichtigung der zwischen den 
Systemen g und w bestehenden Reziprozitét nach dem Satze des § 2, 
wenn man jetzt die Kolonnen komponiert, als eine Determinante dar- 
stellen, die in der Diagonale lauter Einsen und oberhalb der Diagonalen 
lauter Nullen enthilt. Daher ist: 


1 
L, - (3) jh? ‘ 
also ist die Fredholmsche Funktion 
G(e) = (1-7), 


4 also in der Tat der einzige Eigenwert der Funktion L(s, ¢). 
Il. Setzt man L(s,¢) in die Form: 


AL(s, t) = >'{¥_, O99) + ¥2_10 (9° @—9%'@) 
. + ¥ 5 (99) -9@) +--+} 
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und bildet man die Integrale: 


1 
1 [ L(s, t) 96 at («=0,1,-+4¢—1), 
0 


so ergibt sich, wiederum unter Beriicksichtigung der zwischen den m und 
w bestehenden Reziprozitatsbeziehungen: 


af L(s, t) 9®(t) dt = 9 (s)—9®_,(s), 


wobei fiir «0 der Subtrahend auf der rechten Seite in Fortfall kommt. 
Ersetzt man also in den Gleichungen (26) des vorigen Paragraphen den 
Kern K(s,¢) durch L(s,¢), so bleiben die Gleichungen vollkommen be- 
stehen, und ganz dasselbe gilt fiir das System der Gleichungen (27). Die 
beiden Kerne K(s,¢) und L(s, ¢) besitzen also fiir den Eigenwert 4 genau 
die gleichen Systeme von Eigenfunktionen. 

Ill. Wir bilden jetzt die Fredholmsche Funktion, die zu dem 
restierenden Kerne M(s,¢t) = K(s,#)— L(s,t) gehdrt. Ist diese gleich 
H(z), so gehért nach dem von Fredholm bewiesenen Multiplikations- 
theorem das Produkt G(z) H(z) zu dem Kerne: 


1 
Ls, t) + M(s,t) +2 L(s,r) M(r, tar. 
0 


Das hier auftretende Integral verschwindet aber; denn es setzt sich additiv 
aus Bestandteilen der Form 


1 
Sve M(r, t)dr (a=0,1,---,¢.=1) 
0 
zusammen; ein solches Integral ist aber gleich: 
1 1 
[ve @Ker, hdr — [¥2@)L(r, Oar =0, 
d ‘ 5 
weil eben K und L dasselbe System von Gleichungen der Form (27) be- 


sitzt. Daher ist das Produkt G(z) H(z) die Fredholmsche Funktion des 
Kerne K(s, ¢), also gleich F(z) und folglich ist 





H( 2) AL F(z) 


0-4" 


d. h. die Restfunktion L(s,?¢) hat den Eigenwert 4 verloren, die iibrigen 


Eigenwerte mit der ihnen zukommenden Multiplizitét aber ungeindert 
behalten. 
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IV. Ist w+ ein Eigenwert von M(s,?#), also auch von K(s, ¢), und 
bilden wir zu diesem das fiir die Eigenfunktionen maBgebende System 
von Integralgleichungen: 


10(8) — uf "K(s, #) zo(t) dt = 0 


(8) — wf K(s, t) x,(t) dt = 9(8) 


so bleibt dieses bestehen, wenn man K(s,¢) durch M(s, ¢) ersetzt. Um 
dieses zu beweisen, ist es nur nétig zu zeigen, daB die Integrale 


fu, t) xo(t) at, SL, t) x, (#) dt, --- 


samtlich verschwinden. Diese aber setzen sich additiv aus Integralen der 
Form: 


Se OnOat, fv @On@at,--. 


zusammen, und daB diese samtlich Null sind, wurde am Schlusse des 


vorigen Paragraphen gezeigt. Damit ist der obige Satz in allen seinen 
Teilen erwiesen. 


§ 8. 
Kernkorper. 

Die voranstehenden Ausfiihrungen gewinnen dadurch eine weiter- 
reichende Bedeutung, daB das erhaltene System von Eigenfunktionen sich 
in Wahrheit nicht bloB auf den Kern K(s,¢), sondern auf eine ganze 
Klasse von Kernfunktionen bezieht, die aus der gegebenen abgeleitet 


werden kénnen. Bilden wir namlich zunichst die iterierten Kernfunk- 
tionen: 


K*(s, t) = { K(s,r) K(r, t)dr 
(1) 





K*(s, t) = J K(s, r) K*(r, t) dr 


so folgt aus einem System von Integralgleichungen der Form: 
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gos) —Af K(s,) q(t) dt—0 


9, (8) af. K(s,t),(f) dt =9(s) 


(2) 


(8) Af KG, f)gs(t) dt =9,(s) 





(g--1(8) — 4. K(s, t) pr-1(t) dt = -2(8), 


daB ein analoges auch fiir jede symbolische Potenz von K besteht, nimlich-: 


1 
(8) af K"(s, 6) p(t) at = 940s) — (3) 91-108) + (9) 4-2) — E119) 
0 
. (h=0,1,2,---,r—1), 
wobei auf der rechten Seite der Gleichungen diejenigen Funktionen g, 
welche negative Indizes erhalten, gleich Null zu setzen sind. 


Man iiberzeugt sich leicht davon, daB das System der Gleichungen (3) 
durch eine lineare Transformation: 


Gil) = > eu 94(8) (h=0,1,--,r—1) 


auf die speziellere Form, die wir zuniichst zugrunde gelegt haben, 


vf K"(s, t) g(t) dt = 9, (8) — G5 _1(8) 


gebracht werden kann. Man kann aber auch in Verallgemeinerung des 
Begriffs der Eigenfunktionen bei dem System (3) stehen bleiben und iiber- 
haupt r linear unabhiingige Funktionen g,(s), p,(s), ---, 9-_,(8) als ein 
System zum Kerne L(s, ¢) und zum Eigenwerte u gehériger Eigenfunktionen 
bezeichnen, wenn die r Gleichungen: 


wf Ls, t)g,()dt=S'ey.9,(s) (b= 0,1,--,7—-1) 


mit konstanten Koeffizienten c,, bestehen. Ein solches System wird als- 
dann iiberdies irreduktibel genannt werden miissen, wenn es sich nicht 
in Teilsysteme zerlegen laBt. 

Man kann nun aber aus den aufeinanderfolgenden Potenzen von K 
durch Multiplikation mit Konstanten und Addition neue Funktionen zu- 
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sammensetzen, fiir welche ebenfalls g,(s),---, p,_,(s) ein System von Eigen- 
funktionen bilden und der zugehérige Eigenwert unmittelbar angebbar ist. 
Es sei nimlich, wenn G die obere Grenze fiir die absoluten Betriige der 


Kernfunktion K(s,¢) im Intervalle 0 < ‘ <1 bedeutet, 


(4) O(2) = ¢,2 + c2* + G2* + oe +--- 


eine fiir z = 0 verschwindende Potenzreihe, deren Konvergenzradius gréBer 
als G sein mége; die Reihe 
> le @ 


v=l 


ist also zufolge dieser Voraussetzung konvergent. Bilden wir also die 
Reihe: 

(5) OK(s,t)=¢,K+¢K*?+¢,K'+¢,K*+.--., 

so konvergiert dieselbe ebenfalls absolut und gleichmaBig fiir das ganze in 
Betracht kommende Wertgebiet der Variabeln s und ¢ und stellt eine 
Funktion dieser Variabeln dar, welche dieselbe Eigenschaft besitzt wie K 
selbst. Aus den Gleichungen (3) folgt nunmehr durch Komposition: 


(6) J OK(s,t) gr(t)dt = © (+) gs (s)— 0, (+) pa-s(s) + 0,(4) pra) —--- 








wobei 

o(Z)-44+4+84+84- 

o(i)— $4 +t 4s +m 4 (2) 
O jee” $49.ge--U 

ali= hate nator 
" iS 2 - eee ok 


Da nun die Reihe 0 K(s, ¢) absolut konvergiert, so folgt, daB die 
Reihen e(+), @,(+), +++, die gleiche Eigenschaft haben, und es ist somit 
| héchstens gleich dem Konvergenzradius R der Reihe (4). Da man 


nun den Konvergenzradius R (> G) auch geradezu = G machen kann, 
indem man z. B. 


K _K, K? 
OK(s,t)—g~e-Ftmtate 
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annimmt, so folgt auch 
(8) qi<@, IWl2g, 


d. h. es ergibt sich fiir die absoluten Eigenwerte eine untere Schranke, 
welche allein von der oberen Grenze der Kernfunktion abhiingt.*) 

Unterwirft man jetzt noch die Funktionen ,(s), 9,(s), -- + 9--1(8) 
einer linearen Transformationen, indem man 


r-1 


pa(s) = >» Cus 9, (8) 


t=0 


setzt, so erleidet die Matrix der Gleichungen (6) eine entsprechende Ver- 
ainderung durch kontragrediente Variabeln und es bleiben also die Ele- 
mentarteiler der Matrix 


@ (>)-« 0 0 — 


—©,(5) 





@ (5)—« 0 ae 
(7)  —@(5) (Z)-«---0 
(7) (3) ae 
hierbei véllig ungeandert. Die Determinante dieser Matrix ist 
(0(7)-4) 


und falls 0, (=) von Null verschieden ist, so besitzen die ersten Minoren 


keinen gemeinsamen Teiler, weil die Adjunkte des letzten Elementes der 


ersten Zeile 
=(()) (mod. u-(7)) 


ist. Fiigt man also noch die Annahme hinzu, daB O(z) und 0’(z) nicht 
fir z= - verschwinden, so kann man auch durch lineare Transformation 


der Funktionen g, die friihere Normalform der Gleichungen fiir die Eigen- 
funktionen: 


8 
—@, 





*) Diese (und einige weitergehende) Ungleichungen sind kiirzlich auf ganz an- 
derem Wege von Herrn I. Schur (Math. Ann. Bd. 66, 8S. 488—510), allerdings unter 
Beschrinkung auf die zugehdrige endliche Bilinearform, erwiesen worden. Der ent- 
sprechende Satz fiir Integralgleichungen ergibt sich aber aus den dortigen Unglei- 
chungen unmittelbar durch Grenziibergang. 
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o(8) — uf Ox% t) Go(t)dt = 0 
#1 (8) — af OK(s, t) 9, (t) dt = 9,(s) 
3(8) — nfoxe, t)g;(t) dt = 9, (s) 


wiederherstellen, und der Eigenwert wu geniigt der Gleichung 


1 1 

r “dees o( i) ; 
An die Stelle der urspriinglichen Kernfunktion kann somit auch die 
transformierte Kernfunktion 0 K(s, ¢) treten, wobei der Typus der Ele- 
mentarteiler ungeaindert bleibt und an die Stelle der Eigenwerte 4 die 
transformierten Eigenwerte wu treten. Die Modifikationen, welche in dem 
bisher ausgeschlossenen Falle eintreten, daB eine der Gleichungen 


o(+) =O oder @’(+) = 0 


besteht, sind leicht zu erértern; die erste Annahme fihrt auf Kerne, die 
nicht abgeschlossen sind, die zweite auf solche mit einem verinderten 
Typus der Elementarteiler. 


Kiel, August 1909. 


Mathematische Annalen. LXIX. 18 
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Sur un théortme de M. Hilbert. 


Par 
Heese von Kocn & Stockholm. 


Dans sa théorie des formes quadratiques réelles 
+2 
\ 


(1) f(@) = > 4, 2,2, (4, = %;) 


& une infinité de variables indépendantes 
Ty Ly, Uy, °° 


M. Hilbert*) a démontré que, pour une forme restreinte et continue (»be- 
schrinkt« und »vollstetig«), il existe une substitution orthogonale 


(2) Ui = O45 Ly + Og Ly +> (i= 1,2,---), 
1 pour’ =j 

(2’) ER GR TEST, {4 b sa 

qui transforme f(x) en la forme suivante 

(3) f(a) — kya" + yay”? +++, 


les x’ étant certaines des formes linéaires (2) et les k, étant des con- 
stantes réelles ayant, dans le cas ot leur nombre est infini, zéro comme 
seule valeur limite. 
Parmi les cas ot cette transformation est possible, je citerai celui od 
la série 
(4) Px 
i,k 


est convergente. Or méme dans ce cas relativement simple qui joue, 
comme on sait, un réle important dans les recherches de M. Hilbert, on 


*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. Vierte 


Mitteilung. (Nachr. der K. Ges. der Wiss. zu Gittingen, Mathematisch-physikalische 
Klasse. 1906). 
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ne posséde pas de méthode pour réaliser la substitution dont l’existence 
est assurée par le théoreme cité. 

Dans ce qui suit je veux montrer que certains résultats sur les 
déterminants infinis que j’ai demontrés précédemment*), donnent un moyen 
simple non seulement pour la démonstration du théoréme, mais aussi pour 
le calcul effectif de la substitution dans des cas étendus. 

1. Résumons d’abord quelques faits relatifs 4 la forme a » variables 


(5) | f,(*) = > % U2, (4;, = @,,) 


i,k=1 

n désignant un entier positif queleonque. 

Soit A™(A) le discriminant de cette forme c’est-i-dire le déterminant 
des éléments 
(6) Oi, — Ady, (i, k= 1, 2,--+,m) 
6,, désignant toujours, dans ce qui suit, la valeur 1 ou 0 selon que i= k 
oui+k. Soit A” Ie mineur de A” adjoint a élément 6,,—Aa,, et 
désignons, avec M. Hilbert, par D,(4, x) le déterminant bordé 


| 0 xy one Z. 
(7) D,(A, 2)—|™ 1—ia, eee — 4a, | 
L, —ia,,-:+ 1—ia,, | 





et par F’,(4, x) la résolvante de la forme quadratique, définie par l’égalité 


(8) A") F(a, 2) =— Dx, 2) = Saean. 


é 
i,k=l 


Les zéros de A™(A) sont nécessairement réels et différents de zéro. 
Soient - 


(9) am, : oe 
les zéros distincts de A” (i) rangés par ordre de modules croissants et 
(9’) wv”, vw, 7 vy” 


leurs ordres de multiplicité respectifs. 


(n) 
ki 


moins et l’un d’entre eux s’annule d’ordre vy — 1 exactement. 
Si le degré de A™(2) par rapport & A, c’est-A-dire la somme des 


(n) 


4 —1 au 


Pour 4 = , tous les mineurs A”; s’annulent d’ordre v 


*) Sur la convergence des déterminants d’ordre infini (Bihang till K. Svenska 
Vet.-Akad. Handlingar Bd. 22, 1896). Sur la convergence des déterminants infinis 
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 28, 1999). 


18" 
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nombres (9°) est égal a n’(n’ <n) le degré de chaque A est au plus 
égal & n”(n” <n’, n — 1). 
F (4, 2) peut étre mis sous la forme 


(10) F(a, 2) = BE + > 
as “6 


les E étant indépendants de 1. E” est une forme quadratique définie 
positive en 2,,2,,--+,2, qu'on peut écrire sous la forme 


(n) (n) 2 (n) 
He = [Sey +---+ [28 
les L” désignant certaines formes linéaires, homogenes et réelles en 
2, %, ++, Z,.*) De méme E™ est une forme semblable représentable 


sous la forme 
E® —[L(a)P+---+[L° @f. 
En particulier, si le déterminant de la forme /, (x): 
(11) | @cx|ie—1,2,---,n 


est différent de zéro on a n =n et E™ se réduit identiquement a zéro. 


Enfin, le développement de F(A, x) en série de Maclaurin par rapport 
& 4 commence ainsi: 


(12) F,(1, 2) = "93 + if,(2) +--+, 


les termes non écrits étant de dégre >2 par rapport a 4. 
La comparaison de (10), (12) donne les formules 


(13) >e- E +See, 


e=1 
mn 
E™ 
@ 
(13) > a, %,%, = S 70)? 
i,k=1 e=1 ° 


d’apres lesquelles les fonctions L(x) introduites plus haut définissent 
une substitution orthogonale des z qui transforme f(x) en une somme de 
n’ carrés de formes linéaires par rapport aux z, multipliés par les =a 

2. Passons au cas d’une forme (1) & une infinité de variables et 
considérons d’abord le cas oi les deux séries 


Pd a;i| et > a 


i,k 
*) Pour les obtenir, on pourrait se servir d'une méthode tout analogue a celle 
que nous allons exposer dans ce qui suit pour les formes 4 une infinité de variables. 
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sont convergentes. D’aprés un théoréme démontré dans ma deuxitme 
note citée plus haut, on sait alors que le déterminant infini 


| 1—Aay = Ady +> 
(14) A(4)=| Ady 1— day, --- 


converge absolument quel que soit 4 et représente une fonction entiére de 
cette variable; il en est de méme pour chaque mineur de A et aussi pour 
le déterminant suivant 


| 0, a, Ls, 
(15) D(a, 2) =| Z, 1—Aady, —Adyy,--- 
. | wer ee oe ee 
| Xe, A, A295 


quand, comme nous le supposons, la somme (x, x) des carrés des «x, est 
convergente. 


La convergence de ce déterminant (15) étant absolue on peut en 
ordonner les termes ainsi: 


(16) D(i, 2) =— SA. am, 

i,k 
ot A,, désigne le mineur de A adjoint a l’élément 6,,;— 4a,,. D’un autre 
théoreme relatif aux déterminants infinis résulte qu’on a uniformément 
(A restant dans un domaine fini): 
(17) lim A™ (4) = A(A), 


(17’) lim D,(A, x) = D(A, z)- 


Done la résolvante F(A, x) définie par l’égalité (8) tend pour n = co 
(A restant dans un domaine fini quelconque), uniformément vers une limite 
F(A, x) qui s’exprime sous la forme 

D(A, x VA, ; &; & 
(18) F(a, «)=— a 2 Aut FFe. 

Dans ce cas, la résolvante de M. Hilbert, qui coincide évidemment 
avec F(i, x), est donc une fonction méromorphe dans tout le plan des 4 
admettant pour pdéles les zéros du déterminant infini A(A). 

Pour pousser plus loin l'étude de cette fonction nous aurons besoin 
de deux formules relatives & la dérivée de A. 

Je dis d’abord qu’on a * 


(19) A’(4) = — > an Ai: 


i,k 
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En effet, d’aprés des résultats obtenus dans mes travaux cités plus 
haut on voit que la série 
a 14, 4,,| 


i,k 
non seulement converge pour toute valeur finie de 4, mais aussi que la 
convergence est uniforme dans un domaine fini quelconque méme si on 


remplace les A,, par les A,,, A,, désignant ce que devient le déterminant 
4,, quand on y remplace les d,,—4a,, par 0,,+ |4a,,| et que l’on 
y prend tous les termes avec le signe +. 


Nous avons désigné par A” le mineur de A” adjoint a ’élément 
6,,—4a,,. Il en résulte qu’on passe de A,, a ae en remplagant dans A,, 
certains des a,, par zéro. D’aprés la définition de A,, on a done: 

4,, 1 A"? < A,,- 


Convenant d’attribuer au symbole A” la valeur zéro si l'un au moins des 
indices i, k dépasse m, on peut done affirmer que pour une valeur donnée 
de 4, les termes de la série 


> 4 (4,, — A”) 


sont, en valeur absolue et quel que soit », inférieurs 4 des nombres positifs 
fixes formant une série convergente. 
On en conclut, d’aprés un théoréme bien connu, 


im > | an (Oe, — A?) =0 


ce qui peut s’écrire aussi 


lim J; qi &”(4) = ~2itnba 


dA(i) E? 
— --> a,4;, 


i,k 


ou 


comme nous |’avions annoncé. 
Désignons, d'une maniére générale, par 


(;: ese ") 
k, +++. 
celui des mineurs d’ordre r de A qu’on obtient en remplacant dans A 


chacun des éléments 


9, ., — 4a, n° 9,4, — 4%,, x, 
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par un et les autres éléments des lignes i,---%,. (colonnes k,---k,) par 
sero. (Dans le cas od deux ¢ ou deux & sont égaux nous attribuons la 
i eG 


tes i, ):) En particulier on a alors 


du— (i): 


Le déterminant étant symétrique, par hypothése, on trouve 


(i)- (j)> 


valeur zéro au symbole ( 


(20) peg , 
i ) : le 
k,---k, i,---¢)° 
Ecrivons maintenant*) 
iA. A! yi 
91 YY at ( ) -A, 
( ) 4,, Ai ? k 
(22) A'(1)=— Sandy 
i,k 

, i 

(23) 4;,(2)=- Siaa(? 3); 
i,k 
d’oa 
A4,,=— D> Mi dyy Dir il a,4,,4,,, 
i,k i, k 
A’A,, = — > )a,4,, Mn, 

i,k 

(24) Ad,, — AA, = >) a,4,,4,,. 
° i,k “ 
Comme d’autre part 
- 
> Ca- Aa;,) 4,, = 94,4, 

ou 


la formule (24) se réduit & 


A , , 1 AA 
(25) Ad, — WA, = + > bd, — 





*) La formule (21) peut étre déduite de la formule correspondante pour A 
en augmentant n indéfiniment. 
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Dans cette déduction on ne s'est pas servi de lhypothése a,, = a,, 
et les formules (22), (25) sont done valables aussi bien pour un détermi- 
nant non-symétrique. 

Nous appuyant maintenant sur la relation a,, = a,, nous avons 

An = 4, 
et la formule (25) s’écrit ainsi 


; 1 AA 
(26) Ad,,—W'4,,= 7 >) An —- 4 


Soit 4— 4, un zéro réel de A(i) dordre de multiplicité »,. La 
formule (22) montre que, parmi les mineurs A,,, il y a un au moins qui 
s'annule, pour 4 = 4,, d’ordre vy, —1 au plus. 

Supposons que tous les A,, admettent 4, comme zéro d’ordre u, au 
moins, mais que l'un d’entre eux, soit A,,, s’annule d’ordre wu, exactement. 
D’aprés ce que nous avons dit on a 
(27) #<,-1. 

Je dis que le signe < dans cette formule doit étre exclu. 

En effet, les termes 

44 


(28) AA,,, LA,,,  - 


de la formule (26) s’annulent tous d’ordre v, + u, — 1 au moins et 


1 
(29) 14h 
s'annule d’ordre 2u, au plus. Il faut done qu’on ait 
24,2%+4,—-1 

d’od 
42-1 

ce qui, comparé a (27), donne 

, =, —1. 

On ‘voit aussi que, le mineur 4,, étant supposé nul, pour 4 = 4,, 
dordre v,— 1 exactement, il en résulte que 4,, doit avoir la méme 
propriété. Soit en effet g Yordre de multiplicité, pour A,,, du zéro 4,. 
Les termes (28) s’annulent d’ordre v, + @—1 au moins et (29) d’ordre 
2v,—2 au plus ce qui donne 

2v,—2>%,+e-1 
d’ot la formule : : 
P esy,-1 
qui, comparée & la condition 
Q = _— 1, 
donne le résultat énoncé: 


e=y,—1. 
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Le déterminant A,, étant de la méme forme que A, les résultats 
obtenus s’appliquent & ce déterminant. Tous les mineurs de A,,: 


i 
*» (G,k=1,2,---) 


s'annulent donc d’ordre v, — 2 au moins et il y a un indice y, tel que 
le mineur 

? ’) 

v1” 


s'annule d’ordre v, — 2 exactement. 
De méme, tous les mineurs 


(7 » 4 (i, k=1,2,-+>) 


sannulent d’ordre vy, — 3 au moins et il y a un mineur 
(? "1 72) 
v1 Vs 
qui s'annule exactement dordre v, — 3. 
Continuant ainsi on arrive & un mineur 


(30) (? ma ** Faw 
7M°°* V1 
qui ne sannule pas pour 4 = 4,. 
Soient 
(31) Ay, Ag, Ags °° 
les zéros distincts de A(i) rangés par ordre de modules croissants et 
Vy Vg, Vg, °° 


leurs ordres de multiplicité respectifs. 

Le polynome A)(2) tendant uniformément (pour n = oo) vers A(A) 
quand la“ variable complexe 4 est assujettie a rester dans un domaine 
fini queleonque, un théoréme bien connu montre que chacun des 4” 
tend (pour x= oo) vers un zéro déterminé de A(A) et que chaque 4, 
est un point limite des _ Ceci prouve, en particulier, que tous les i, 
sont réels. 

Pour 4=4, A(d) s'annule d’ordre v, et D(d,x) dordre v, —1. 
Dans le voisinage de cette valeur on peut done écrire 
(32) F(i, 2) = im +8, 

. dp 


%, étant une série de puissances en 14—4/, et E, une quantité indé- 
pendante de 4. 








274 


Hees von Kocu. 


Soient 
ap, 2, an 5 a” 
ceux des 4 qui tendent vers 4,, 
area er Ay 


ceux qui tendent vers 4, et ainsi de suite. Un raisonnement simple, fondé 
sur le calcul des résidus, montre que l’on a 


E, = lim (E” + Ey? +---+E® ), 
E, = lim (EX), + Ef), +--+ + E,) 


et ainsi de suite. Grice & ces formules, la représentation de F(A, 2) 
d’aprés le théoreme de M. Mittag-Leffler devient tres simple. 

Comme, en effet, les E” (p=1,2,---) sont des nombres positifs 
dont la somme ne peut pas “Aépusser (z, x), il en résulte que les E, sout 
positifs et possédent une somme au plus égale a (2, z). 

La série ‘a 

Pp 

(38) Com 
dp 

converge donc absolument et uniformément dans chaque domaine qui ne 
contient aucun des 4,. La différence entre F(A, x) et cette série ne 
saurait done étre qu'une fonction entitre de 4 et l’égalité (17) permet dés 
lors de démontrer rigoureusement que cette fonction entitre se réduit 
nécessairement & une quantité indépendante de 2d. 

Cette quantité étant désignée par EF, l’égalité 


(34) lim E® = E 
montre que E est une forme quadratique en 2,, x,,--- essentiellement 


positive ou nulle et l’on obtient: 
(35) F(i,2)=E ot 2, 
-< 
la sommation s’étendant 4 tous les zéros distincts de A(A). 
3. Pour calculer les EZ, nous allons considérer d’abord le cas oi tous 


les zéros de A(A) sont simples. 
D’aprés la définition (18) de F(A, x) il vient 


a hui(ty) % x, 
(36) E,-- "say 


Déterminons un mineur A,,, qui ne s’'annule pas pour 4 =4,, et multi- 











— = 








— = 
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plions le numérateur et le dénominateur dans (36) par A,,(A,). Comme 
on a, daprés (21): 
A, (ap) Ai: (4,) _ A, 4(4,) A,,(4,) 

= 4, 4(4,) 4,,(A,) 


1, (4p) &’ (Ay) = — 3, A2,(2,), 
Yexpression (36) prend la forme 


et, d’aprés (25): . 


(37) : E, _ (Ey. ay +> E,s Ty > ? 
ou les coefficients 
(87’) a 





mr V2,43,0,) 
vérifient, comme on le prouve facilement, les relations*) 
zi E}; =1 (p=1,2,---), 
2; E,; Ey =0 (p+q; p,q=1,2,---). 
Quant au premier terme, FE, de l’expression (35) qui est une forme 
positive ou nulle en 2,, %,-+--, on ne l’obtient pas, par cette méthode, 


exprimé en somme de carrés**). 
Mais si on suppose le déterminant 


(37") 


Gy, *°* a, 
(38) > ee op 








Gy *** Ans | 


différent de zéro pour des valeurs de m supérieures & toute quantité 
donnée, on a 
EM =0 


*) Voir Hilbert, mém. cité, p. 189—1983. 
™) Prenons, par exemple 
a, = 4,4, (i, k= 1, 2,-++) 


A=a,*+a,?+--- 
étant supposée convergente. Dans ce cas on trouve 
AQ) =1-—1A, A,,—1—1A+ia/, 


A,,= 40,4, (ik) 


la somme 


d'ou é 
F(@,1)= E+ {aw 
E= (a, 2) — Easy : 


La forme sous laquelle se présente HE n'est donc pas une somme de carrés. 


| 


: 
| 
| 
| 
| 
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pour ces valeurs de m d’oi, d’aprés (34) 
E=0. 
Dans ce cas, (35) s’écrit donc 


(39) F(a, 2) -2, a (Eqyy + Eps %y +++). 


P 


D’autre part la combinaison des formules (12), (17), (17’) conduit a 
la formule 


(40) F(A, 2) = (x, 2) +4f,(@)+--- 
qui, comparée a (35), nous donne 

(41) 2,23 = E + Z; ms 

(41’) Pa rx ->* i, 

ot 

(42) a, = E,,%, + Et +---. 


Dans le cas de E = 0, (42) définit done une substitution orthogonale 
(2) transformant la forme donnée dans |’expression de M. Hilbert. 

4. Passons au cas of A(A) a des zéros multiples. Soit 4, un zéro 
dordre v, et déterminons, de la maniére expliquée plus haut, 


oo Tan °° °s Taos 
de telle maniére que le mineur 


* in net) 
on” ** Tat 
ne sannule pas pour 4 = 4, tandis que les mineurs 
(”) (? ”) tds (? _ a 
We \prnl ON ne tas 
s’annulent exactement d’ordre 
v,—1,¥,—2,--+, 1. 
Pour caleuler E, dans ce cas nous partons de |’égalité (21) ainsi écrite: 


(43) ()_ GG), Ge). 


+ 
© &() G) 


Appliquant la méme formule au déterminant (7) et & ses mineurs 
nous obtenons 4 


(44) (; )_ (; WG i’) (; : ) 








)~ C2 @s) 














Sur un théoréme de M. Hilbert. 277 


et ainsi de suite. Ecrivons finalement 


(; 4°" 4-8 :) (; °°" %,,-2 ‘ ) ( °°" 7-3 *) 
Ne 7, 5 7° Ta Maa] \ 1°" 7-2 & 





(45) Se aes : i SE, ER 
(7 a “Ta-8) ae (; °° ks 
ee A a a 


yer er r 

¢. oe Fa at i) 

(? oe Tn-1) 
i ** ‘4-1 


et faisons la somme des égalités ainsi obtenues. Il vient 


» 9.00 36nd Gone) 
OSLO Cy Cre) 


C désignant le dernier terme de la formule (45), et la valeur g = 0 dans 
la somme correspondant au premier terme du second membre de (44). 

Il s’agit de caleuler le résidu de cette expression pour 4=A,. 
Désignons le résidu du premier membre de (46) par R,,, celui du premier 
terme du second membre par rR, celui du second terme par pos et ainsi 
de suite. 

Comme C est fini pour 4 = 4,, il vient ainsi 

Ry, = Ry + Ry t+ ++ + Ry. 
On obtient d’abord 


(;)"" -1) (2) -1) 
i R° = 1 k}y 


+ ¢, 


%,° a) yi aid 
yi 


indice supérieur dans chaque facteur indiquant l’ordre de la dérivée, et 
Vindice inférieur 1 désignant que 4 doit étre remplacé par 4,. 
Or la formule (26) donne, aprés un calcul facile, 


ao r= — ESOT 


"Or 
=[()"J 


d’ot l'on obtient 





= 4° 
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De la méme maniére on trouve 


ro Gas GE) 
Ro~s, 2 way , 


SCR 
—E D> Parr 
i,k 


Done, si Von définit v, fonctions linéaires des x par les formules: 


(i 
L,.,(2) = 27 sir 


7%\%~% 
L,.9(2) = _GA)" * 


“"73i Ui nh rt 


et ainsi de suite. 
Par définition, on a 


(47) 





= 


et qu’on se rappelle les relations 


(> Gid- GR) 
on arrive & l’expression suivante pour £,: 


E, = [Z,.,(@) P+ +--+ [Z,.,,(@)}*. 
D’une maniére générale, & un zéro quelconque 4, d’ordre de multipli- 


cité v, on peut, par cette méthode, faire correspondre v, formes linéaires 
L,.1(2), iis I,.,, (x) 
telles que l'on ait 
E, = (L,.1(2) + +--+ (L,.,, @F. 
Formons avec les 4, une suite 
A,*, A,*, A;*, ot 
ot chaque zéro 4, de A(A) figure autant de fois qu’indique son ordre de 


multiplicité, et rangeons les formes L,,(x) dans une suite simple corre- 
spondante 


L,*(x), L,*(x), L,*(2),-- 
ou 


L,*(2) ‘aa L,.,(2), - +, Di (2) = Ly. »,(2)s L* 1 (2) _ D,.,(#), ad 
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Posant 


L,*(«) ™ E,, 2; + Ey 2%, ees 


les relations (37”) sont, comme dans le cas précédent, vérifiées et la 
résolvante prend la forme 


F(t, 2) = E+ >, et 


Pp 





Il en résulte que l’on a 


(48) >= E+ > [@r, 
(48’) > gt; 2, = p & Cet 


pour tout systéme de valeurs des x tel que la somme (2, x) soit finie. 

D’aprés ce que nous avons vu plus haut, si on suppose le déterminant 
(38) différent de zéro pour des m supérieurs a tout nombre donné on a 
E = 0 identiquement, et (48) montre que la substitution 


a, = 5 (2) 


est orthogonale. Cette substitution transforme, d’aprés (48’), la forme 
donnée en |’expression 





a". #° 
rc + = pees, 
Ce cas peut étre considéré comme l’analogue de celui traité par 


Weierstrass pour les formes 4 m variables, 4 savoir le cas d’une forme 
de déterminant non nul*), 


5. Pour arriver aux résultats précédents, nous avons supposé les 
deux séries 


(49) a > |4u| et >t 


convergentes**), mais il est facile de se débarrasser d’une partie de ces 
conditions. 


Supposons seulement que la série 


Ul 
> a}, 


i,k 


' *) Monatsberichte der K. Preu8. Akad. d. Wissenschaften, Berlin 1858. Mathem. 
Werke, Bd. 1, p. 233. . 

**) D’aprés des théortmes démontrés dans mes mém. cités on peut affirmer que 
la convergence des séries (49) est une condition en méme temps nécessaire et suf- 
fisante pour la convergence absolue d’un déterminant symétrique (14) (a,, = @,,;). 
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(étendue & toutes les valeurs i, k = 1, 2, 3, --- sauf les combinaisons i = /) 
soit convergente et que l’on ait 


lim a,, = 0. 
ix=+o 


Alors la méthode des facteurs primaires de Weierstrass permet de 
former un facteur exponentiel W(Aa,,) ayant pour limite wn (pour i = + 00) 
et tel que le produit 


IT — 1a,,) W(4a,,) 


converge absolument et uniformément dans un domaine fini quelconque. 
Maltipliant chaque ligne i de A par W(Aa,,) on raméne ce déterminant 
au cas ot le produit des éléments diagonaux converge absolument et la 
somme des carrés des éléments non-diagonaux converge absolument. On 
peut opérer de la méme maniére sur le déterminant D(A, x) (15) et arrive 
ainsi & une résolvante F'(4, 2) représentable par le quotient de deux 
déterminants absolument convergents. 


Pour ce qui concerne une forme quadratique réelle quelconque 


(50) f(a) = Son2,2, (4, 4) 


on peut faire les remarques suivantes. 
Soient ¢,,¢,,--- des valeurs réelles non nulles telles que les séries 


(51) > | o: et > ai c?Z ce 
i,k 


soient convergentes.*) Posant alors 


*) L’existence de telles valeurs c; résulte de la remarque suivante. Pour donner 
& une expression (50) le nom d'une forme quadratique il faut exiger que les termes 


a;, ©; X, 


rangés d'une maniére déterminée dans une suite simple forment une série convergente 
du moins pour un systéme de valeurs non nulles (x,, 2,,---) des variables. Pour 
ces valeurs la somme des 

j a}, 22 xz t? t? (¢, k= 1,2,---) 


converge donc si 2;¢? converge et il suffit d’assujettir c,,c,,--- aux conditions 
Jes] 5 | este] 
>| a,,|¢? = quantité finie 


pour répondre aux conditions dont il s’agit. 
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Din = 9, 
a% 
4 =o, 


la forme f(x) devient une forme en ¥,, ¥,°-- 


f(2) -> bin Ve Ye 
i,k 


que nous appellerons g(y) et dont les coefficients b,, sont tels que les 
deux séries 


(52) > oul et > 'b, 
i,k 


convergent. En lui appliquant les résultats précédents on peut done écrire 


(53) D> war E+ D> Ennt Eat to 
—_ 1 
(58/) 99)— D> -EnntEant-) 
ot 
Ay, Agy Ags ** 
désignent les zéros du déterminant infini 
(54) \d.— 1G, 6; C, \i,e=1,2,--- 
chacun d’eux figurant autant de fois qu’indique son ordre de multiplicité; 
E est une forme en y,, y,,--- essentiellement positive ou nulle, les Z,, 


sont des coefficients réels satisfaisant aux relations (37”) et les formules 
(52), (52°) ont lieu tant que la somme 
Yy—Wr tH? +-:: 
reste finie. 
Retournant aux variables x on obtient 


6) SS -E+>) (B2+ Bs 2+--); 


(55’) > 4% > >t (E,, 2 + E,, = +-:-: J 


i,k 


tant que le premier membre de (55) reste fini. 
Considérant le cas ot le déterminant 


Oy, *** Ny 


(56) 477 


a a 


” a nn 


est différent de zéro pour des » aussi grands qu’on veut, il en sera de méme 
Mathematische Annalen, LXIX. 19 
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du déterminant correspondant des b,,; on sait alors que la forme E s’annule, 
et que les E,, dans ce cas sont les coefficients d'une substitution orthogonale. 
Nous pouvons résumer les résultats obtenus ainsi: 
Soit donnée une forme quadratique réelle quelconque (50) et choisissons 
une suite de constantes non nulles 


Cy, Cy,*** 
de maniére que les séries (51) convergent; désignant par 


AyyAgy >: 


les zéros de la fonction entiére (53) (chacun deux répété le nombre de fois 
indiqué par son ordre de multiplicité), on peut former des coefficients réels 


E,;, E,a°** (p= 1, 2,---) 


tels que les relations (37) soient remplies et que les égalités (55), (55°) aient 
lieu pour tout systéme de valeurs des x tel que la somme 
z 2 
(E. )-Ne se 
reste finie. E est une forme positive vérifiant la condition 
zx zx 
E< (= a ¢ ) 
qui s'annule identiquement dans le cas ou le déterminant (56) reste différent 
de zéro pour certaines valeurs de n arbitrairement grandes; et dans ce cas 
les coefficients 
E,, (p,q=1, 2,---) 
vérifient les relations (2') et définissent wne substitution orthogonale. 
Comme application simple de ce résultat on peut déterminer une 


limite supérieure du module d’une forme quadratique quelconque dans un 
certain domaine des variables. 


En effet, 4, désignant le zéro de module minimum du déterminant 
(53) les formules (55), (55°) montrent que l’on a toujours 
1 P 
(57) f@)| <|7-| > % 
en supposant seulement les 


Cy» gy" 


choisis de maniére que les séries (51) convergent. 
Dans le cas de la convergence des séries (49) on peut prendre 


¢,;=1 (¢=1,2,---), 
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et (57) prend la forme: 


If(@)| <|q-| @P+at+--) 
A, tant le zéro de module minimum de la fonction entiére 





bey — Ady, | 
| — ty, 1 — dee, --|- 
, , vee 

Djursholm, 24 aoat 1909. 
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Nichtfortsetzbare Dirichletsche Reihen. 
Von 


Kowrap Knorr in Tsingtau. 


Eine Dirichletsche Reihe, die eine tiber das Konvergenzgebiet nicht 
fortsetzbare analytische Funktion darstellt, ist meines Wissens zum ersten 
Male von Herrn Landau*) in seiner Arbeit ,Uber die Grundlagen der 
Theorie der Fakultitenreihen“ aufgestellt worden. Da die Dirichletschen 
Reihen neuerdings eine immer selbstiindigere Beachtung finden, ist der 
folgende Satz nicht ohne Interesse, der zeigt, daB die Klasse der itiber 
ihre Grenzgerade nicht fortsetzbaren Dirichletschen Reihen nicht weniger 
Elemente enthilt als die Klasse der iiber ihren pita nicht 
fortsetzbaren Potenzreihen. 

Satz: ,,Aus jeder iiber ihren Konvergenskreis nicht fortsetzbaren Potenz- 
reihe laiBt sich eine (gewdhnliche) Dirichletsche Reihe ableiten, die iiber ihre 
Grenagerade nicht fortsetzbar ist. 

Beweis. Es habe 


(1) > by 

a=0 
den Einheitskreis zum Konvergenzbereich und sei tiber denselben hinaus 
nicht fortsetzbar. Dann werde ich zeigen, dab die (gewdhnliche) Dirich- 
letsche Reihe 


~ «, «7 b, 

@ 2-2; ee 
in der also 

a,=b, fir v= [e*] 
und 

a,=0 fir alle andern v 
ist, die Grenzgerade R(x)=0O hat und iiber diese hinaus nicht fortsetz- 
bar ist. 


*) S. Sitzungsber. der math.-phys. Klasse der Kgl. Bayr. Akad. der Wissen- 
schaften, Bd. XXXVI (1906), [S. 151—218], S. 192. 
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Fiihrt man in (1) die Substitution 
7oo™ 
aus, so folgt zuniichst, daB die Reihe 


(3) > ,(*) = DE ions 


das Gebiet R(x) > 0 zum Konvergenzbereich hat, in diesem absolut kon- 
vergiert, und daB die durch sie dargestellte Funktion nicht tiber den 
genannten Bereich fortsetzbar ist; denn das gleiche soll ja von der Reihe 
(1) beziiglich des Bereiches y| <1 gelten. 

Den gleichen Bereich absoluter Konvergenz hat dann auch die 
Reihe (2), denn der Quotient zweier entsprechender Glieder hat den 
Grenzwert 1. 

DaB nun dieser Bereich das alleinige Existenzgebiet der durch (2) 
dargestellten Funktion ist, wird offenbar bewiesen sein, sobald ich zeige, 
daB die Differenz der Reihen (2) und (3) eine fiir R(x) > —1 reguliire 
Funktion darstellt. 

In der Tat ist nun 


: 1 1 i #,\ 
(4) > » (ap — eel ok lt (1-2) 
(00<%,-¢-[e]<1) 
> baf(m, 2) 
<<“ ler : 
wo die f(m,x) Zahlen bedeuten, die fiir alle Werte von m und alle in 
irgend einem endlichen Gebiete eingeschlossenen Werte von 2 ihrem 


Betrage nach unterhalb einer festen endlichen Schranke bleiben. Denn 
fiir alle Werte von ist 








Pa e- <1 


ose 
und fiir alle diese Werte von z und fiir alle eben genannten Werte von x 
konvergiert die binomische Entwicklung von (1 — z)* gleichmibig. 
Da nun (2) bezw. (3) fiir ®(v)>O0 absolut konvergiert, so kon- 
vergiert (4) fir 
R(z)>-1 


absolut, wie man sofort erkennt, wenn man statt der in (4) rechts 
auftretenden Summe 
>t nf (m, x) [e"] 
{en} ee" 


schreibt, da ja der abgeléste Faktor nie gréBer als 1 ist. 
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Die Reihe (4) stellt also, wie behauptet, eine fir R(xz) >— 1 
regulire Funktion dar, womit die Nichtfortsetzbarkeit der Reihe (3) 
bewiesen ist. *) 

Das im vorangehenden benutzte Prinzip laBt sich natiirlich auch 
auf allgemeinere Dirichletsche Reihen anwenden und fiihrt dann zu dem 

Satz: ,,Aus jeder iiber ihren Konvergenzkreis nicht fortsetzbaren Potenz- 
reihe lift sich eine iiber ihre Grenzgerade nicht fortsetzbare Dirichletsche 
Reihe von vorgeschriebenem Typus 


—iye 
ce ° 


v=0 
ableiten, wenn bei diesem nur die Folge der Zahlen i, der Bedingung 
(5) Ag cere 
fiir ein positives p und alle hinreichend groBen v geniigt.“ 

Beweis. Es sei wieder 
(1) > dar 
n=0 
im Einheitskreise konvergent, aber dariiber hinaus nicht fortsetzbar, so- 
daB die Reihe 
(6) b, (7) = > de" 
r= n=0 


fir R(«)>O (absolut) konvergiert und iiber diesen Bereich hinaus 
nicht fortsetzbar ist. Ich werde nun zeigen, daB das gleiche fiir’ die 
unter den vorgeschriebenen Typus fallende Reihe 


(7) > ae = > b, es 


v=0 n=0 





*) Macht man in (1) die Substitution y= 27~* statt y=—e~* und betrachtet 
demnach statt (2) die Dirichletsche Reihe 


Sey 


so folgt deren Nichtfortsetzbarkeit tiber das Konvergenzgebiet R(x) > 0 ganz unmittel- 
bar aus den iiber (1) gemachten Voraussetzungen. Um indessen auf den zweiten Satz 
vorzubereiten, habe ich den etwas umstindlicheren Weg des Textes gewihlt. 

Die von Herrn Landau a. a. O. aufgestellte Reihe fallt unter diesen Typus, sodab 
deren Nichtfortsetzbarkeit ganz unmittelbar abgelesen werden kann. 
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gilt, wenn hier unter dem Symbol [m] die gréBte in m enthaltene Zahl 
aus der Folge der 4, verstanden wird, wenn also [m] dasjenige 4, be- 
deutet, das der Bedingung 


(8) [n] = 4, Sn <4,,, 
geniigt. 

Da der absolute Konvergenzbereich der Reihe (7) aus denselben 
Griinden wie oben mit dem der Reihe (6) iibereinstimmt, so wird unsere 
Behauptung erwiesen sein, sobald ich zeige, daB die Differenz der Reihen 
(6) und (7) eine fir ®(x)>—p regulire Funktion darstellt. 

In der Tat ist nun 


> b, (e~ l= — e-*2) -> b, e~l= (1 a (“*)’) 


e” 


-> b, ele {1 ” E -(i- =}: 


Hierin ist fiir alle hinreichend groBen m (bezw. die nach (8) durch n 
definierten v) 
1 el”) 1 1 1 
FS Fark So 

da ja 4,,,—A, nach (5) gegen 0 abnimmt. Daher konvergiert die bi- 
nomische Entwicklung von 

el") x 

(1-0-9) 


gleichmaBig fiir alle diese » und alle in irgend einem endlichen Gebiete 
eingeschlossenen Werte von 2, und es wird daher 


@) Soe — em) = deem) em" Fm, 2, 


n=0 


wo die f(m,#) wieder Zahlen bedeuten, die fiir alle m und fiir alle eben 
genannten xz unterhalb einer festen Schranke A bleiben. Die auf der rechten 
Seite von (9) stehende Reihe konvergiert nun, wie man leicht sieht, tiber 
die Gerade R(x)—0O hinaus. Denn es ist 


(e" — ell) e7* = 1 — e-("- (*)), 
also fiir alle hinreichend groBen n 


<1 —e Gry) < 24, — A) < 207 me DEP, 
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Demnach ist der Betrag des allgemeinen Gliedes der Summe auf der rechten 
Seite von (9) 
<2A bel (e+e) |, 


woraus wegen der fiir #(z)>0O absoluten Konvergenz der Reihe (7) 
sofort erhellt, dab diese Summe fiir R(x) > — p konvergiert. Damit ist 
gezeigt, daB die Differenz der durch die Reihen (6) und (7) dargestellten 
Funktionen eine fiir %(*)>—p regulire Funktion ist. Folglich ist, 
wie behauptet, die Reihe (7) nicht iiber die Gerade (x) = 0. fortsetzbar. 

Auf Grund dieses Satzes lassen sich ersichtlich alle Untersuchungen, 
die die Auffindung von Klassen nicht fortsetzbarer Potenzreihen zum Ziele 
haben, unmittelbar fiir Dirichletsche Reihen nutzbar machen. 

Die vorstehenden Siitze scheinen mir darum nicht ganz ohne selb- 
stindiges Interesse, weil sie nicht, wie dies bei vielen bekannten Siatzen 
der Fall ist, eine Analogie zwischen den Dirichletschen Reihen und den 
Potenzreihen liefern, sondern weil sie einen direkten Zusammenhang 
zwischen zwei solchen Reihen aufdecken, deren Koeffizienten eine gewisse 
Beziehung aufeinander haben. 

Eine weitere Ausniitzung des hiermit angedeuteten Gedankens soll 
an anderer Stelle*) veréffentlicht werden. 


Nagasaki, den 24. Juni 1909. 





*) Grenzwerte von Dirichletschen Reihen bei der Ann&herung an die Konvergenz- 
grenze, Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 138 (1910), 8S. 109—132. 
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Grundlagen fir eine Theorie der unendlichen Matrizen. 
Von 


Ernst Hevimcer in Marburg a. d. L. und Orro Tozprirz in Géttingen. 
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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit enthalt in ausfiihrlicher Form die Ergebnisse 
einer gemeinsamen Untersuchung, deren Resultate wir in einer Note 
gleichen Titels*) kurz angezeigt und die wir seither weiter fortgefiihrt 
haben (zweites Kapitel). Diese Untersuchung kann als eine axiomatische 
Behandlung des Kalkiils mit unendlichen Matrizen angesehen werden; die 
beiden Konvergenzsiitze (§§ 9 und 10), auf denen sie fubt, bieten jedoch 
vielleicht auch selbstindiges Interesse. 


*) Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen, Math.-phys. K]., 1906, S. 351—355. 
Mathematische Annalen. LXIX. 20 
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Wir benutzen indessen zugleich diese Gelegenheit, uns eine Grundlage 
zu verschaffen, auf die wir uns auBer im zweiten Kapitel der vorliegenden 
Arbeit auch in einigen folgenden Arbeiten wollen berufen kénnen, ohne 
die Kenntnis anderer Arbeiten aus dem Gebiete der Integralgleichungen 
und der unendlichvielen Verinderlichen vorauszusetzen (erstes Kapitel). Es 
handelt sich dabei einerseits um eine Reihe von Konvergenzhilfssitzen — 
darunter (§§ 1—3) die sog. Faltungssiitze von Herrn Hilbert, deren Be- 
weise er in seiner vierten Mitteilung*) nur angedeutet hat —, die im 
wesentlichen in der einen Tatsache gipfeln, dab man mit passender Vor- 
sicht fiir unendliche Matrizen (Bilinearformen von unendlichvielen Ver- 
anderlichen) einen ebensolchen Kalkiil aufstellen kann, wie er sich seit 
Cayley und Frobenius in der Algebra der Bilinearformen von endlichvielen 
Verianderlichen eingebiirgert hat (§§ 6 und 7). Andererseits erwiichst 
aus diesen Konvergenztatsachen die Méiglichkeit, nach dem Muster der 
Algebra der quadratischen und bilinearen Formen (Elementarteilertheorie) 
eine Serie von Problemen aufzustellen und zu klassifizieren, die wir in 
unseren folgenden Arbeiten zwar einzeln formulieren werden, ohne jedoch 
jedesmal den vollen Zusammenhang wiederholen zu kénnen; diesen zu 
geben und anzudeuten, wie sich die vorliegende moderne Theorie der un- 
endlichvielen Verinderlichen ihm einordnet, ist der Zweck von § 8. 

Den Ausgangspunkt fir die Ausarbeitung solcher Grundlagen 
bildete fiir uns der Gedanke von Hilbert, die beiden fundamentalen Probleme 
der Theorie der linearen Integralgleichungen in Probleme einer Thevrie 
der unendlichvielen Verinderlichen zu iibertragen. Wir meinen einerseits 
Fredholms Auflésungstheorie**) der linearen Integralgleichung 2. Art 


(1) f(s) = p(s) + [Ks t) p(t)dt, 


andererseits Hilberts Eigenwerttheorie***) der linearen Integralgleichung 
mit symmetrischem Kern 


(2) f(s)=9(9) -2f K(s,)9@at, wo K(s,t)—K¢s). 


Hilbert+) findet den Ubergang von den Funktionen g(s) der reellen 


*) ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“ 
Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen, Math.-phys. Kl., 1906, S. 157ff., speziell 
8. 176—182). 

“*) Sur une classe d’équations fonctionelles‘. Acta math. 27 (1903), 8. 365 ff. 

**) .,Grandziige ...“, 1. Mitteil., Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Math.- 
phys. Kl., 1904, 8. 49 ff. 

+) ,,Grundziige ...* 5. Mitteil., Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen, Math.- 
phys. Kl., 1906, S. 439ff. 


ee Pes 
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Veriinderlichen s, die im Intervall a << s <b betrachtet wird, zu den un- 
endlichvielen Variablen, indem er irgend ein orthogonales Funktionensystem 
(z. B. das trigonometrische) g,(s), g,(s),--- zugrunde legt und der 
Funktion o(s) gewissermaBen als ihre Koordinaten die Koeffizienten ihrer 
nach Fourierscher Art gebildeten Entwicklung, namlich 


x = f(s) 9(s)ds, 2 — J 94(s) 9(8) ds, --- 


zuordnet. Nach einem bekannten Satze*) entsprechen dabei den stetigen 
Funktionen solche GréBenreihen «,, 2, ---, deren Quadratsumme z,? 
+ a,°+--- konvergiert; daB umgekehrt jedes Wertsystem 2,, 2, - - - 
von konvergenter Quadratsumme wo nicht einer stetigen Funktion, so 
doch einer Funktion einer gewissen weiteren Klasse (,,im Lebesgueschen 
Sinne nebst ihrem Quadrat integrabel“) entspricht, ist der Inhalt des 
Fischer-Rieszschen Theorems.**) Setzt man zuniichst rein formal, d. h. 
ohne die gebotene Riicksicht auf die Konvergenz der betreffenden Ent- 
wicklungen, in (1) und (2) fiir p(s) die Reihe x, 9,(s) + 29,(s) +--- ein 
und analog ¥,; (8) + YoGe(s) +--+ fiir f(s), >>" a, 9p(8) g(t fir K(s, #), 
(»,9) 

so erhailt man durch Vergleichung der Entwicklungskoeffizienten rechts 
und links die unendlichvielen linearen Gleichungen: 


y, =(1+ay,)a, + Gyy Ty ++*, 


(I) ¥, = yy %, +(1+ Gys)%y +--+, 
und 
Y¥, = Ly — A( Ay, %, + AyQ%, +---), 
(If) Ys = Ly — (dy, %, + Gyg%, + -+*), WO 4, = 4». 


° , 4 ? 


Nachtriglich gelingt es leicht, den auer acht gelassenen Konvergenz- 
verhaltnissen Rechnung zu tragen und zu beweisen, daB die genannten 
beiden Probleme der Integralgleichungstheorie in folgende Probleme iiber- 
gehen: 

I. die Auflésung der unendlichvielen linearen Gleichungen (I) mit 
unendlichvielen Unbekannten durch solche Wertsysteme der Unbekannten, 
deren Quadratsumme konvergiert; 


*) Vgl. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 57, S. 425ff.; Bd. 59, S. 553. 
**) F. Riesz, Comptes Rendus de l’acad. des sciences de Paris, t. 144 (1907), 
8. 615. — E. Fischer, ebenda, 8S. 1022. 


20° 











292 Heturncer-Torptirz. 


Il. eine Behandlung der zu (II) gehdrigen quadratischen Form 
P a,,%,%,*) von unendlichvielen Veranderlichen, analog der Hauptachsen- 
(p, 9) 
transformation der quadratischen Formen von m Veriinderlichen, wobei 
wiederum nur solche Wertsysteme der Veriinderlichen z,, z,, --- in Be- 
tracht gezogen werden, deren Quadratsumme konvergiert. 

Natiirlich entspringen beide Male aus den Stetigkeits- oder Inte- 
grabilitiitseinschrinkungen, denen man die gegebenen Funktionen K(s, ft), f(s) 
za unterwerfen hat, gewisse Konvergenzbeschriinkungen fiir die GréBen a,, 
und y,. ‘ 

Diese Hilbertsche Ubertragung und viel mehr noch die wirkliche Be- 
handlung der beiden Probleme in der vierten Mitteilung nach algebraischem 
Vorbilde legten den Versuch nahe, noch weitere Methoden und Probleme 
der Algebra auf unendlichviele Variabele zu tibertragen. Es handelt sich 
hinsichtlich der Probleme um diejenigen Partien der Algebra, die 
man etwa unter dem Sammelnamen einer linearen Algebra vereinigen 
kénnte: bilineare Formen (Rangverhiltnisse), Trigheitsgesetz der qua- 
dratischen Formen, Formenscharen (Elementarteilertheorie von WeierstraB, 
Kronecker, Frobenius usw.). Hinsichtlich der Methoden dieser linearen 
Algebra sind in erster Reihe die Operationen des Matrizenkalkiils ge- 
meint, deren Ausfiihrbarkeit unerliBlich ist, um auch nur die vorher er- 
waihnten Problemstellungen fiir unendlichviele Verianderliche zu formulieren 
(vgl. § 8). 

Der Inhalt des zweiten Kapitels der vorliegenden Arbeit laBt 
sich an dieser Stelle charakterisieren als eine Untersuchung axiomatischer 
Natur tiber, die Frage, inwieweit der Bereich der Wertsysteme von kon- 
vergenter Quadratsumme, der sich aus der Theorie der Integralgleichungen 
ergeben hat, ohne Riicksicht auf dieses Anwendungsgebiet von einem 
algebraischen Standpunkte aus vor Bereichen den Vorzug verdient, die 
durch andere Konvergenzeinschrinkungen festgelegt sind (§ 11,12). Als 
maBgebend fiir eine solche independente Begriindung gilt uns, ob sich 
fiir die Gesamtheit der Bilinearformen (Matrizen), die zu dem betreffenden 
Bereiche gehéren, ein dem Cayleyschen nachgebildeter Kalkiil etablieren laBt. 


*) Die in Klammern unter das Summenzeichen gesetzten Indizes sollen stets alle 
ganzzahligen Werte 1, 2,... durchlaufen. 
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Erstes Kapitel. 
§ 1. 
Die Konvergenz der beschriinkten Linearformen. 


Die Schwarzsche Ungleichung.*) Sind u,,u,,--- und v,, v,,-- 


zwei Folgen von je abzihlbar wnendlichvielen reellen Gripen und konver- 
gieren die. Reihen 


we ee Dwr wytayite, 


(p) (p) 
so konvergiert auch u,v, + tv, + --- absolut, und es ist 
, < /3s V>% *) 
2 (p) (p) 


Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, daf day, + wv,)* eine 


pol 
positiv-definite quadratische Form der Veriinderlichen 4, wu ist, wobei A, u 
reelle GréBen bedeuten: 


au; ~ 2iu >'u,v, > u? >'v} >0. 
p=1 p=1 p=1 


Daraus folgt nimlich, daB die Diskriminante dieser Form 


( > “)- du Dos om) 
p=1 p=1 p=1 


ist, oder 
_ ." >'u,% 9's )/ Sad 
Sind nun die GréBen u,, u,, +--+; 0,, t,,--- zunachst alle positiv, so 





*) Wir iibernehmen diesen Namen von der seit Poincaré (Acta Math. 20, 8. 78) 
ls ,Schwarzsche Ungleichung** bekannten Integralungleichheit 


b l D b 
Jute) oce as) < V Simwiras V Stowyra 


(vgl. H. A. Schwarz, Ges. math. Abb. I, 8. 251), welcher sie genau analog ist. 

**) Mit dem Quadratwurzelzeichen ist stets die positive Wurzel gemeint. 

*™) Es folgt dies auch aus der sog. Lagrangeschen Identitét, d. h. aus dem 
Multiplikationstheorem fiir rechteckige Systeme. 














294 Hevumcer-Torrtirz. 
folgt aus (1) unmittelbar der obige Satz. Denn nach dessen Voraus- 
setzung bleiben die Wurzelausdriicke auf der rechten Seite der Relation (1) 
mit wachsendem » unter endlicher Grenze, und mithin auch die Summe 
linker Hand. Als Summe positiver Summanden konvergiert sie also. 
Werden dagegen die GréBen u,, u,, «++; 0, Uy, --+ lediglich als reell 
vorausgesetzt, so hat man die eben gebrauchte SchluBweise nur auf die 
Folgen der Betrige 


|u|, 5 Y ? |g ley 


anzuwenden, um die Konvergenz von |u,|\v,| + |\u, |v, +---, dh. die 
absolute Konvergenz von u,v, + u,v, +--+ zu erkennen. 

Nachdem so der erste Teil der Behauptung erwiesen ist, folgt der 
zweite unmittelbar aus (1) durch Grenziibergang. 


GewissermaBen eine Umkehrung der Schwarzschen Ungleichung be- 
deutet die folgende Bemerkung, die von der Definition ausgeht: 

Definition. Eine Folge reeller Gripen a,,a,,--- oder die aus ihnen 
(rein formal) gebildete ,,Linearform von wnendlichvielen Veriinderlichen“ 
4,2, + 4,%,+--- heiBe ,beschriinkt“, wenn eine nicht nur von den x,, 
sondern auch von n unabhiingige positive Gripe M existiert, sodaB fiir jedes n 
und fiir solche x,,---, %,, deren Quadratsumme x,°+ ---+ 22 <1 ist, der 


absolute Betrag des ,n'" Abschnitts* der wnendlichen Linearform 


> 4,2, = 4%,+---+a,2, <M 


|p=1 


ist, oder — was auf dasselbe hinauslduft — wenn eine nicht nur von den x,, 
sondern auch von n unabhiingige Gripe M existiert, soda fiir jedes n und 
beliebige x,,-- +, Z, 


>'4,2, =|a,%,++--+a,",\< MV2?+---+2,3 
ist. . 

Besagt unter Benutzung dieser Terminologie die Schwarzsche Un- 
gleichung unter anderem auch, daB eine Linearform von unendlichvielen 
Verinderlichen beschrinkt ist, wenn die Quadratsumme ihrer Koeffizienten 
konvergiert, so kann dem also jetzt an die Seite gestellt werden, dab um- 
gekehrt die Quadratsumme der Koeffizienten einer beschriinkten Linear- 
form stets konvergiert. 

In der Tat: Setzt man speziell 


2, = 4,,°°*, % = 4,, 
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so besagt die Voraussetzung (in ihrer zweiten Form), daB fiir jedes n 
aa, ++ +405 Mare Pe 


a?7+---+a< M 
gilt. Als Reihe positiver GréBen konvergiert also a,? + a,?+--- und ist 
unter dem Quadrat der oberen Grenze M der Linearform gelegen. Da 
nunmehr nach der Schwarzschen Ungleichung 


@,2; + 0,2, +--+ 4,2,| Va? + a? +--- Va? + 27+ > 
ist, ist Ya,? + a,*+--- selbst eine obere Schranke; sie ist zugleich ein 
wirkliches Maximum, da sie fiir das spezielle Wertsystem von kon- 


vergenter Quadratsumme 1: icte = Vater ,+++, wirklich 


und mithin 





erreicht wird. 

Konvergenzsatz iiber Linearformen von unendlichvielen Ver- 
dinderlichen.*) Eine Linearform a,x, + 4.4%, +--+ von unendlichvielen 
Verdinderlichen ist dann und nur dann beschrinkt, wenn die Quadratsumme 
ihrer Koeffizienten a,? + a,2+--- konvergiert. Wegen der Schwareschen 
Ungleichung konvergiert also die Linearform fiir jedes Wertsystem x,, 2, °-* 
von konvergenter Quadratsumme. M =Va,? + a,2 + --- ist die genaue obere 
Grenze ihrer Werte fiir alle solche Wertsysteme x,, %,---, deren Quadrat- 
summe <1 ist, iibrigens zugleich wirkliches Maximum. 


§ 2. 
Die Konvergenz der beschrinkten Bilinearformen. 


Zur Orientierung sei die folgende Bemerkung iiber Bilinearformen 
mit endlicher Variabelnzahl vorangestellt. Eine Bilinearform von m +n 
Veriinderlichen 2,, +--+, 2,3 Yi) ** "> Up 


A = A(x, y) = yy HY Hee + yn MY, 
+ ry a ae 

F Oy 1 Enh + °° + Onn XnYn 
bleibt ihrem Betrage nach fiir alle diejenigen Wertsysteme der beiden 
Reihen von Verinderlichen, fiir die 2,2+---+a,<1, y?+---+y¥icl 
ist, unter einer festen Grenze M. Denn eine stetige Funktion von 
m+n, also einer endlichen Anzahl von Veriinderlichen besitzt in einem 
ganz im Endlichen gelegenen Gebiete dieser Veriinderlichen ein Maximum, 


*) Dieser Konvergenzsatz ist wesentlich verschieden von demjenigen aus dem 
ersten Paragraphen des zweiten Kapitels (§ 9), welcher iihnlich lautet, aber weit 
mehr besagt. 
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daher a fortiori eine obere Grenze.— Man kann dieselbe Tatsache tibrigens 
auch so formulieren, daB zu einer reellen Bilinearform mit endlicher 
Variabelnzahl stets eine positive GréBe M existiert, sodaB fiir beliebige 
Werte der Verinderlichen, auch solche, deren Quadratsumme iiber 1 ge- 


legen ist, rm oS 
m n | ¥ m n 
>) D> %%,| <M V/ 21/3" 
p=1 ¢g=1 p=1 q=1 
gilt. 


Nunmehr definieren wir mit Hilbert: 
Definition. Eine Doppelfolge (Koeffizientenschema, Matrix) reeller 
GriBen 








Gy; Ug Ayg*'- 


eq, Ugg Agg °° 


oder die aus ihnen (rein formal) gebildete ,,Bilinearform von unendlichvielen 
Verdnderlichen“ 


A= A(z, y) -> > 4, ZV, = >'4,,,%, 


p=i g=1 (p, 9) 

= Ay TY, + A224, + °° 

+ By, 2, Y; + yg Zy¥y + °° 

a ° . ° . . . ° ° 
heife ,beschrankt*, wenn eine nicht nur von den x,, y,, sondern auch von n 
unabhiingige positive Gripe M existiert, sodaB fiir jedes n und fiir solche 
By 9° "9 Uy3 Yay" Yar deren Quadratsummen x,* + ---+ a.<1, 9 +s +41 
sind, der absolute Betrag des ,n‘" Abschnitts“ der unendlichen Bilinearform: 


> ds, «,Y,, LM 


p=1 ¢g=1 
ist, oder — was auf dasselbe hinausliiuft — wenn eine nicht nur von den 
Tp, Yas sondern auch von unabhiingige positive Gripe M ezxistiert, sodap 
fiir jedes n und beliebige &,, -- +23 Ii) ** "> Yn 
n n a - - fis sti 
* | 
ZB sx)/ D4 // Be 
p=1 


p=1 ¢q=1 q=1 





ast. 

Uber solche beschrinkte Formen gelten die folgenden Konvergenz- 
siitze, die der zunichst rein formal: hingeschriebenen Bilinearform von 
unendlichvielen Verinderlichen einen konkreteren Inhalt verleihen und 
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zugleich die Grundlage fiir die Beweise der im nichsten Paragraphen 
folgenden Hilbertschen Faltungssiitze abgeben. 

Satz 1. Die Quadratsumme der Griffen irgend einer Zeile oder auch 
irgend einer Kolonne aus dem Koeffizientenschema einer beschrdnkten Bilinear- 
form konvergiert und liegt ihrem absoluten Werte nach unter dem Quadrate M* 
der oberen Grenze M der Bilinearform selbst. 

Betrachtet man niimlich die Definition der Beschrinktheit fiir solche 
Wertsysteme, bei denen z, = 0,---, x, = 0, dagegen x,; y,,---, y, beliebig 
sind, so hat man | @,2,% +--+ 4,,2,% |< M V2? Vy," +:--+yi, 
oder | 34, + -*> + O1n4p| SMV yi +--- +98, db. ayy, + Gye% + °° 
ist eine beschrinkte Linearform der unendlichvielen Verinderlichen y, , y,,---. 
Der Konvergenzsatz tiber Linearformen (§ 1) ergibt dann die Konvergenz 
von a4, +a3+---< M* Und ihnlich, wie hier die Konvergenz der 
Quadratsumme der Elemente der ersten Zeile, folgt die jeder anderen 
Zeile und die jeder Kolonne. 

Zugleich ergibt die Schwarzsche Ungleichung, daB fiir alle y,, y,,--- 
von konvergenter Quadratsumme 


144, 2,4; + yg 2H +---| 
absolut konvergiert und 
< MYVz,' Vy? + 9:7 +-°- 
ist, daB also auch jede einzelne Zeile des Doppelreihenschemas einer be- 
schrinkten Bilinearform absolut konvergiert und ihrem absoluten Werte 
nach unter der oberen Grenze M der Bilinearform gelegen ist, wenn man 
nur Variabelnsysteme zuliBt, deren Quadratsumme 1 nicht tibersteigt. 

In thnlicher Weise erkennt man, indem man 4%, -- -, 2, beliebig, 
“,,,=0,---,2,=0 setzt und die Definition der Beschrinktheit beobachtet, 
daB die Summe der ersten v Zeilen im Doppelreihenschema der Bilinear- 
form die- gleiche Eigenschaft hat: 


(1) > (4%) % <M > >¥- 


p=1 (9) p=1 (9) 


Die Summe linkerhand darf iibrigens nach Belieben umgeordnet werden. 
Die letztere Bemerkung ist das wesentliche Hilfsmittel zam Beweise von 
Satz 2. Zeilenweise Konvergenz*) der beschrainkten Bilinear- 

formen. Eine beschriinkte Bilinearform konvergiert fiir alle Wertsysteme 





*) Die Erérterungen des Textes setzen die bekannte Theorie der Doppelreihen- 
konvergenz (vgl. Encykl. d. math. Wiss. 1 A 3, 35 (Teil I, 8.97) sowie Edition francaise 
1 4, 16 (Vol. 1, 8. 249)), welcher Begriffe und Namen entlehnt sind, nicht voraus. 








298 Heturmeer-Toerurz. 





ihrer beiden Variabelnreihen von konvergenten Quadratsummen «x,? + 2,2 + 


+s, 
¥,7 + 4,2 +--+ seilenweise im Sinne der zeilenweisen Konvergenz einer 
Doppelreihe, d. h. es konvergiert die Summe jeder einzelnen Zeile und als- 
dann die Summe der Zeilensummenwerte: 


(2.44) |-14enis ey Se D0 


(?» @ (Pp) (9) 


In der Tat: man iiberlege nur, was die behauptete Konvergenz der 
Summe der Zeilensummen bedeutet — denn dab diese Zeilensummen 
selbst existieren, ist schon im voraus erértert. Es bedeutet, daB sich zu 
gegebenem « ein Index » bestimmen laBt, sodab 


| m+h n n+h | 
@) | Dd (2%) — 2) (Di%m)| =| 2 (Diana)! <* 
p=1 = g) p=1 (9) p=n+1 (9) 


ist fiir jedes h>0O. Aus Gleichung (1) folgt aber, wenn man vy =n +h, 
jedoch z, = 0, ---, x, =O wihlt: 


| nth [nti / ; 
S (Sean) sar|/ Sa )/ Se 
jp=n+1 (g) p=n+l1 (9) 
Nun kann man » so groB wihlen, dab 25,,+---+2%4,, dieser Aus- 


schnitt aus einer als konvergent vorausgesetzten Reihe, fiir jedes h > 0 
beliebig klein ist, also auch so groB, da (2) fiir ein vorgegebenes ¢ und 
jedes h > O erfiillt ist, w. z. b. w. 

Satz3. Abschnittsweise Konvergenz der beschrankten Bilinear- 
formen. Line beschriinkte Bilinearform konvergiert fiir alle Wertsysteme 
threr beiden Variabelnreihen von konvergenten Quadratsummen 2,? + 24° +---, 
¥;° + yo? +--- abschnittsweise im Sinne der abschnitisweisen Konvergenz 
einer Doppelreihe und zwar gegen denselben Wert wie bei zeilenweiser Sum- 
mation, d.h. es existiert der Limes: 


im ( > “1) = lim 4, (2, 9) => (4%) = 4G »)- 
P,g=1 (P) (9) 

Beide Teile der Behauptung sollen gemeinsam bewiesen werden, indem 
gezeigt wird, daB von einem hinreichend groBen » ab A,(x, y) von A(z, y) 
beliebig wenig abweicht. Zu diesem Ende vergleiche man fiir gegebene 
Zp», y, den Wert des nv" Abschnitts mit der Summe der ersten » Zeilen 
der Bilinearform: 


(3) >(> Pa Z, ¥,) — > a The hs ~ > >. Ap “54: 


p=1 q p,q=1 p=1 \g=nr+l 
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Diese Differenz wird mit wachsendem » beliebig klein. Denn wihlt man, 
ihnlich wie beim Beweise der zeilenweisen Konvergenz, in (1) v =n; 
y, = 0,---,y, =0, so findet man, daf der Betrag des Ausdrucks (3) unter 


ys 


q=ntl 


(4) M Dy \/ | 


gelegen ist.. Wahlt man » bei vorgelegtem ¢ so groB, dab > vi< (55) 
g=ntl 

ist, so wird der Ausdruck (4) kleiner als > , fiir dieses und alle spiiteren ». 

Nun kann man gleichzeitig dafiir sorgen, daB fiir dieses und alle folgenden n 

die Summe der ersten » Zeilen von A(z, y) um weniger als ; abweicht — 


wobei man Satz 2 benutzt —; so findet man endlich, daB man » bei vor- 
gegebenem « so groB wihlen kann, dab A,(z,y) sich von A(z, y) fir 
diesen und jeden folgenden Wert von » um weniger als « unterscheidet, 
d. h. aber, lim A,(z, y) existiert und ist gleich A(z, y).*) — 


Satz 4. In Analogie zu den beiden vorangehenden Siitzen konvergiert 
eine beschrinkte Bilinearform auch kolonnenweise und gegen denselben Wert 
wie im Sinne abschnittsweiser Konvergenz. Aus allem diesem zusammen geht 
endlich hervor, daB sie zeilenweise und kolonnenweise gegen denselben Wert 
A(x, y) konvergiert, gegen den auch die Abschnitte konvergieren; dieser soll 
deshalb als Wert der Bilinearform schlechthin bezeichnet werden. 


§ 3. 
Die Hilbertschen Faltungssiitze. 


Sind “A -> a,, ty, und B -> b,, ZY, zwei beschrinkte Bilinear- 
(P,9) (P,9) 
formen, so ergibt Satz 1 des vorigen Paragraphen in Verbindung mit der 
Schwarzschen Ungleichung die absolute Konvergenz der Reihe 


> Aya Pay = a b, , + Ang by, pes, 
(@) 


wobei p,q irgend zwei Indizeswerte bedeuten. Sei ¢,, der Wert dieser 


*) Der Beweis enthiilt implizit auch die Konvergenz des Doppellimes 


m n 
lim (> = “v¢ *5%) 


M,R=EO\n=1 g=l 
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unendlichen Reihe, so nennt Hilbert die Bilinearform C ->', g%pY, die 
»Faltung* der beiden gegebenen A und B.*) (p.9 
Der erste Hilbertsche Faltungssate. Die Faltung 


C= AB=S'e,,2,9, = > (DS ayades) Xr 


(p,9) (pg) (@) 


zweier beschrinkter Bilinearformen 


A= >'4,,2,Y, und B=>,,2 pop 
(P,9) (p,9) 
existiert nicht nur, sondern ist selbst wieder beschrinkt 
Die behauptete Beschriinktheit bedeutet die Existenz einer oberen 
Schranke fiir den n“” Abschnitt der Faltung C, d. h. fiir den Ausdruck: 


(1) > (7S a,.0.4) tp 


P,g=1 (a) 


Dieser ist eine dreifache Summe; aber nur der eine ihrer Indizes lauft 
bis co, und da diese Summation eine absolut konvergente ist, ist der 
ganze Ausdruck eine Summe von endlichvielen absolut konvergenten 
Reihen, ist also selbst absolut konvergent und darf beliebig umgeordnet 
werden, solange » endlich ist. Demnach kann man ihm auch folgende 
Gestalt geben: 


2) > (Sane) (Soa) 


Die Schwarzsche Ungleichung wiirde fiir diesen Ausdruck eine obere 
Schranke ergeben, wenn Konvergenz und obere Schranken fiir die beiden 
Ausdriicke 


(3) >(> 4-5) waa >(> bt) 


bekannt wiiren; und zwar wiirde die Quadratwurzel aus dem Produkt 
dieser beiden Schranken eine solche fiir (2) sein. Es wird also hinreichen, 
folgenden Satz tiber nur eine beschriinkte Bilinearform zu beweisen: 


*) a. a. O. 8.179. Hilbert benutzt daselbst fiir die Faltung zweier Formen 
A, B die symbolische Schreibweise A(«,-) B(-, y); wir benutzen schon an dieser 
Stelle die der Schreibweise des Matrizenkalkiils nachgebildete AB, von welcher § 6 
ausfiihbrlich handelt. 

Die Beweise der Faltungssiitze vgl. a.a.O. S. 178—180. Die beiden ,,Faltungs- 
sitze“ entsprechen dem Hilfssatz 2, 3 und Hilfssatz 4 bei Hilbert. 








oe 
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n 2 
Wenn > A poh ph beschriinkt ist, existiert 2 ( >.) 


(p,9) .p=1 
und bleibt seinem Betrage nach unter einer von 2,, 7,,-+- und ” 
unabhangigen Grenze, die iibrigens gleich dem Quadrate M* 
der oberen Grenze M von 
(P,9) 


Zum Beweise dieser Tatsache gehe man von der Bemerkung aus, dab 


(4) >>. Ay, Xp Y, euV/; ys 2 Ve 


ist, wenn M die obere Grenze von A bedeutet. Ordnet man die endliche 
Summe linker Hand wie folgt: 


Ay, Xp Yq ist. 


¥ 4 n 


+ 
>(>- Ap, 2, ) ¥ 
q=1 \p=l1 


so besagt (4), daB die Linearform der unendlichvielen Verinderlichen y, , y,,--- 


nu 


S(Ss5)s 
(y) \p=l 

beschrinkt ist (vgl. § 1). Nach dem Konvergenzsatze iiber Linearformen 

konvergiert also die Quadratsumme ihrer Koeffizienten und es ist 


3 (Son)sngs 


1 


das ist aber genau, was noch zu beweisen iibrig war, wenn noch der 
Summationsbuchstabe q durch den anderen « ersetzt wird. 

Zugleich folgt, daB M-N eine Schranke fiir die Faltung AB ist, 
daB also die genaue obere Grenze der Faltung nicht gréBer als das Produkt 
der Grenzen der gefalteten Formen ist.*) — 


*) Vielfach ist auch folgende Bemerkung von Nutzen, welche bei Hilbert an 
der Spitze der Entwicklung steht: 


Corollar zum ersten Faltungssatz. Der Wert der Faltung O(a, y) wird 
auch durch die folgende einfache, absolut konvergente Reihe dargestellt: 


0A OB 
ois= (Bees) (Sian) =z os PE 
@ ‘Go ities Oo. ) Ya O%e 
Beweis. Der Wert von Ae y) ist nach Satz 2 des § 2 dargestellt als 
(2.9) = 3, (S0,) = 4 | Sm (Seve Pas) } 
(p) (9) (p) (9) (a) 
Der Koeffizient von x, im letzten Ausdruck ist der Wert der Bilinearform B(a, y) 
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Der zweite Hilbertsche Faltungssatz. Fiir drei beschrinkte Bili- 
nearformen 


A= >'4,,2,Y,; B=»>'>,, Ly Yo c—>'c pap Yq 


(p,9) (2,9) (p,9) 


gilt die Beziehung A( BC) =(AB)C, d. h.: 


(p,9) PAPE (> base) *%->(> (dia pa bus) a0} MY: 


(p92) = &) (2) 


Um diese Identitit zweier Bilinearformen festzustellen, hat man die 
Ubereinstimmung ihrer einzelnen Koeffizienten zu beweisen, d. h. man hat 
zu beweisen, dab 


(5) ~ 4 aye > banlre) - (> diya Bas) Cn, 


(a) 

fiir jedes Indizespaar p, q richtig ist. In eine einzelne dieser Relationen 
gehen die ,, simtlich ein; sie sind nach Voraussetzung die Koeffizienten 
einer beschriinkten Bilinearform. Von den a, dagegen geht in die einzelne 
Formel (5) nur eine Zeile ein, und deren Elemente haben nach § 2 Satz 1 
eine konvergente Quadratsumme; ebenso konvergiert die Quadratsumme 
der Kolonne der ¢,,, die in die einzelne Formel (5) eingeht. Setzt man 
also etwa 

Ay =, Ane = 2X3, °° 

Cg Ms» 9g = Ys ***» 
so besagt die behauptete Giiltigkeit von (5) nichts anderes, als daB 
>, s%qa¥3 bei zeilenweiser Summation denselben Wert ergibt wie bei 
(a, 7) 
kolonnenweiser. Der zweite Faltungssatz erscheint mithin als eine un- 
mittelbare Folge des zusammenfassenden Satzes 4 von § 2. 


9 


fir x a = rq: berechnet durch kolonnenweise Summation. Nach Satz 4 von § 2 darf 
man dafiir auch zeilenweise summieren: 


C(a, y) -2% Pe (Sea, v¥,) ° 


Dies ist aber der Wert der Bilinearform A(a, y), wo fiir y, geschrieben ist a". Yo" 
Durch Wiederholung desselben Schlusses erhilt man daher 


Oe) = (Se%) (240%) 


(ez) ‘(@) 


und das ist die Behauptung. 
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§ 4. 
Beschrinkte quadratische Formen, beschriinkte Bilinearformen 
mit komplexen Koeffizienten, beschriinkte Hermitesche Formen. 
Definition. Eine rg ee Form von unendlichvielen Verénder- 
lichen A(x, x) — >) 4,,%,2 LyX, (Ay,=4,,) heiBt beschriinkt, wenn eine von 


(p,9) 





X1,%q,--* und n unabhiingige positive Gripe M existiert, sodap fiir alle 
%,°**,&,, deren Quadratsumme <1 ist, und fiir jedes n 

> %yxt,|< M 

P= | 


ist, oder also fiir beliebige x,,---, x 


> yy LyX, | < u's 


pP,g=1 


Pa Pa 


Mit der quadratischen Form A(z, «) ->'4, x, x, ist eine Bilinear- 


(P,9) 
form naturgemaéB verbunden, niimlich ihre sog. ,,Polarform“ A(a, y) 


= > 4,,7 >%p¥,- Und jede Bilinearform ist umgekehrt auf diese Art an 
(P59) 
eine quadratische Form gekniipft, wenn ihre Koeffizienten die Symmetrie- 
bedingung a,, = a,, erfiillen. Es gilt nun der Satz, mit dessen Hilfe sich 
alle Konvergenzbetrachtungen der vorangehenden Paragraphen auf be- 
schrinkte quadratische Formen iibertragen: 
Satz 1. Ist die quadratische Form A(x,x)= » a,,x, x, beschrénkt, 


i 
(pg 
so ist es auch ihre Polarform, d. h. die Bilinearform A(z, y) - >a ng Up Y 
Es ist nimlich — rein algebraisch — (7,9) 


A,(a+y, 2+y) = A,(a, x) + 24,(2,y) + A,(y,y), 
es A,(@—y, r—y)= A,(z, z) — 2A,(2, y) + A,(y, Y), 
mithin 
A, (2, y) = + (A,(a+y, +9) — 4,(a—y, 2—y)). 


Es ist ferner, wenn M die obere Grenze der Form A(z, x) bedeutet, 


|A,(a+y, 2+y)| <M > (a,+y,)*, 


p= 


|A,(e—y, «—y)| < M_>'(a,—y,)' 


p= 








| 


ee 
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mithin 
1 
|A,(2, »)| <4) M_> @, +y,)*+ MS’ (@,—9,)" 
p=1 pal 


DarDdul, 

p=1 p=1 

speziell fiir solche Wertsysteme also, fiir die 
ait---fatSl, yft---+yiS1 


|4,(2,y)|< M, 
d. h. A(z, y) ist beschriinkt, und M ist zugleich eine obere Schranke dafiir. 
Da unter den Werten, deren die Polarform A(z, y) fahig ist, speziell aber 
auch alle Werte inbegriffen sind, deren A(x, x) fahig ist, ist M zugleich 
auch die genaue Grenze von A(z, y). 
Die Polarform hat dieselbe genaue obere Grenze, wie die quadratische 
Form, zu der sie gehirt.*) 


<7 





ist, ist 


Definition. Eine Bilinearform mit komplexen Koeffizienten 


> (1% 4% = >, pn + ips) Hp ¥y 


(p9) (P,9) 


heiBt beschriinkt, wenn eine von den Veriinderlichen und von n unabhiingige 
positive GriBe M existiert, sodap 


e Cpo%p¥,| LM 


P,Q=1 


*) Im Zusammenhange hiermit sei noch erwihnt: Faltet man eine beliebige 
beschrinkte Bilinearform A mit ihrer offenbar ebenfalls beschrinkten ,,transponierten* 
Form A’ (x, y) = A(y, x), so hat man in A A’ eine symmetrische Bilinearform; auf diese 
Weise gehdrt also zu jeder symmetrischen oder unsymmetrischen Bilinearform A eine 
quadratische Form AA’(x,x), und abnlich noch die zweite A’ A(a,x). Beide quadra- 
tischen Formen sind definit, und zwar hat man 

AA (x, 2) —S (2% 2») * A’ A(a, 2) —2 (2% ' a)" 
(a) \(p) (a) \(@) 

Ubrigens sind die oberen Grenzen der Formen AA'(x,2) wnd A’ A(a, x) beide 
gleich dem Quadrate M* der oberen Grenze M von A(a,y). Denn einmal ist eine jede 
nach dem ersten Faltungssatze kleiner als M-M, andererseits folgt aus der Schwarz- 
schen Ungleichung 

A(z, y)\=| Sy, (S40) |< YW 2% -AA (a, 2); 
) 


(a) (P (@) 


also kann auch umgekehrt die obere Grenze von A die Quadratwurzel aus der von 
AA’ nicht tibersteigen. 























Theorie der unendlichen Matrizen. 305 
ist fiir alle x,, y,, die den Bedingungen 
@F,++--+%,%,—|%P+---+ |2,% $1, 
Wit: +9I.~= InP +---+lyPS1 


geniigen; dabei ist durch Uberstreichen der Ubergang sur konjugiert-imagi- 
niren Gripe angedeutet. ms 9 
Fiir reelle Wertsysteme der Verinderlichen folgt speziell, daB 


ye Ayq ay tidt, ap Vy 


P,g=1 P,Q=1 


ist, falls 73+ ---+ a2 <1, ¥3+---t+y2S1,da h 


( z ones) + ( > wan) Mm, 


P,9=1 p,q=i 


| > 41% < M, Po ¥s| < M 


Pg=1 lete 





<M 





woraus 


hervorgeht, d. h. reeller und imaginarer Teil sind einzeln beschriinkte 
Formen im Sinne reeller Formen. Die Umkehrung hiervon ist nicht minder 
evident. 


Satz 2. Eine ween mit komplexen Koeffizienten 


C= Dnt > Aq x,y, + i> b, 9%, =A + iB 
(2,9) 


(P, 9) 
ist dann und nur dann beschriinkt, wenn reeller und imaginirer Bestandteil 
einzeln im Sinne reeller Bilinearformen beschriinkt sind. 
Mit Hilfe dieses Satzes tibertragen sich die Konvergenzsitze der voran- 
gehenden Paragraphen unmittelbar auf Formen mit komplexen Koeffizienten. 


Definition. Eine Hermitesche Form von unendlichvielen Verinder- 
lichen, a. h. eine Form H(x,z)— >" hig Up E, ,* (s,, + it,,) a, #, = S+iT, 


(2,9) (2,9) 
wo h,, =h,», also 8,, = S,», tp, = — ty, ist, heift beschriinkt, wenn eine von 
den Verdnderlichen und von n sadthnntes positive Gripe M existiert, sodap 


Di.5%, ‘<M, 


PG=1 


2, +--+ +4,F%, =|2,/?+---+ |, S1 





falls 
ist. 
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Indem man die Schwarzsche Ungleichung wie folgt auf komplexe 


GréBen ear 
6% <V 4% V De, 
Y (Pp) 


2 (p) 


und analog oh zu Anfang dieses Paragraphen bei den quadratischen 
Formen schlieBt, erhailt man 
Satz 3. Ist die Hermitesche Form Dh x, £, beschriinkt, so ist es 


Pv Pa 
(P,9) 


auch die zugehdrige Bilinearform Dh ng Up Ya» und beide haben dieselbe ge- 
naue obere Grenze.*) (P, 9) 


§ 5. 
Kriterien der Beschrinktheit.**) 


Erste Bemerkung. Satz 1 von § 2 gibt zwar eine notwendige, aber 
keine hinreichende Bedingung - die Beschriinktheit einer Bilinearform. 


Die Bilinearform 2 oto gibt nimlich, wenn 0<e< + 


fa! (p+ = ooh 
ist, ein Beispiel einer Bilinearform, in deren Koeffizientenschema die Quadrat- 
summe jeder Zeile und jeder Kolonne offenbar konvergiert und mit wachsen- 
dem Zeilen- bzw. Kolonnenindex nicht nur unter endlicher Grenze bleibt, 


sondern sogar unbegrenzt klein wird, und - doch nicht beschrankt ist. 


Denn sonst miiBte speziell fir 7, = y, = (y>0) die Doppelsumme 


‘ p* << 
positiver GréBen 
i 1 
A(@, 9) “hisie=F ath ght 


(p,9) 


konvergieren; durch Verkleinerung ihrer Glieder verwandelt sich aber diese 
Reihe in 





Pree TG a, oy gven 
(p+q~* (p+a)?t" (ptqe*" (p+q)~**?"’ 


(p,9) (Pp, 9) 


und es ist 


1 1 2 3 
> —— ea tatat: 
(p+g™ 2” * ie ae, 


*) Analog der Anmerkung 8. 304 gehdren zu jeder komplexen, beschrinkten 
Bilinearform zwei beschrinkte definite Hermitesche Formen, A A’ (z, 2) und A’ A(z, Z), 
deren obere Grenzen beide mit dem Quadrate der oberen Grenze von | A(z, y)| iiber- 
einstimmen. 

**) Die Bemerkungen dieses Paragraphen werden in den iibrigen Entwicklungen 
nicht unmittelbar benutzt. 
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divergent fir m~1<1,dim<2. Es geniigt also, 2—«+2n<2, 


mithin 4 < = za wahlen, um die obige Form als nicht beschrinkt zu 
erkennen. — 
Zweite Bemerkung. Konvergiert die Quadratdoppelsumme > de 
(p,9) 
so ist > ns? %yy, beschriinkt; es ist dies jedoch keine notwendige Be- 


(p,9) 


dingung fiir. die Beschrinktheit. 
Das letztere lehrt schon das einfache Beispiel der Form 


E(x, y) = 4, Y, + LyY_ + Xs3 + °°, 


deren Beschrinktheit nur eine andere Formulierung der Schwarzschen 
Ungleichung ist, wihrend die Quadratsumme ihrer Koeffizienten, in der 
die 1 unendlich oft auftritt, divergiert. 

Andererseits folgt aber durch zweimalige Anwendung der Schwarz- 
schen Ungleichung: 


(> Ay, %5Y,) = (> (> % ") > (> nt) QM 


2 (p) 


<>(> ven Susy a, >’ ye, 


(9) (p) (Pp) (P,9) (p) (9) 





sodaB V >, zugleich eine obere Schranke der Form ist. 
(F,9) 

Ubrigens ist bei den Formen von konvergenter Quadratdoppelsumme 
die genaue obere Grenze stets zugleich wirkliches Maximum der Werte der 
Form im Bereich > 2 * i, 2% <1. Sie teilen namlich mit den Bi- 

(p) 
linearformén von endlichvielen Veriinderlichen die Eigenschaft der Stetigkeit 
in einem so weitgehenden MaBe, dab der WeierstraBsche SchluB fiir die 
Existenz des Maximums angewendet werden darf*); diese Eigenschaft ist 
folgende: Ist eine Folge von Stellen x, xf, +++; yl, y,--- (n=1,2, ---) 
vorgelegt, fiir die jeder einzelne Limes 


lim a") =, lim ay 7 Bye ** 5 lim yy” = Diy lim yy? = Y3,°° 


existiert, so existiert lim A(x”, y™) und ist gleich A(x,y). Diese Eigen- 


*) Ubrigens ist mit den Formen yon konvergenter Doppelquadratsumme die 
Klasse der Formen mit der in Rede stehenden Eigenschaft nicht erschépft; vgl. 
Hilbert, 4. Mitteilung, 8. 203 (Satz VI). 


21° 
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schaft nennen wir mit Hilbert*) ,,Vollstetigkeit*, im Gegensatz zu der 
weniger besagenden ,,Stetigkeit“, welche allen beschrankten Formen zukommt 
und welche die Existenz jenes Limes nur unter der Bedingung fordert, dab 


Lim { (2, — af)? + (a— 2)? +--+} =0, 


lim ((y, —¥f?)? + (vs — 6)? +--+} = 0 
ist. 

DaB nicht jede beschriinkte Bilinearform vollstetig ist, geht aus der 
anderen Bemerkung hervor, daB nicht jede beschriinkte Bilinearform ihre 
genaue obere Grenze zum Maximum hat. Denn es ist z. B. die Form 

1 2 3 
eu + ys + THs + °°: 
beschriinkt; sie erreicht aber ihre obere Grenze 1 nicht, der sie fiir 
Ly = ¥, = 0,-+ +) Hy = Yn =0, %,=9,= 1, Laat = Yagi =9,°°° 
beliebig nahe kommt. Es ist nimlich nach der Schwarzschen Ungleichung 


1 2 3 a 1 2 
PAnts Typ + 7 UsY3 °° <y: 23+ 3 mit y>+ zat, 


und die rechte Seite wird nur dann gleich Vz,?+2,2+--- Vy? +y2+>-°- 
sein, wenn samtliche z, und y, verschwinden. 

Dritte Bemerkung. Es gibt beschriinkte Bilinearformen, welche ihre 
obere Grenze nicht erreichen, welche also nicht vollstetig sind. 

Weit schwieriger ist die Begriindung von folgender Tatsache: 


Vierte Bemerkung. Line beschrinkte Bilinearform > Onted ist 
(p9 


nicht notwendig ,absolut-beschriinkt*, d. h. “>” \a,,|%,y, braucht nicht not- 


(Pa) 
wendig beschrinkt zu sein, m. a. W. die Form braucht keine absolut-kon- 
vergente Doppelsumme vorzustellen. 
Wir fiihren ohne Beweis nur an, daB dies aus dem Beispiel 


i 
> pug 9% hervorgeht. **) 
(p+) 





*) 4. Mitteilung S. 200; in der 5. Mitteilung (S. 439) sagt Hilbert dafiir schlecht- 
weg ,,Stetigkeit*, wihrend er die im Text an zweiter Stelle genannte Eigenschaft als 
»beschrinkte Stetigkeit bezeichnet. 

**) DaB diese Form beschriinkt ist, hat zuerst Hilbert in einem Vortrage in 
der math. Gesellsch. in Géttingen bewiesen (Februar 1907). Ein anderer Beweis dafiir 
von Herrn I. Schur wird, wie er uns mitteilt, demnichst im Journ. f. Math. erscheinen. 
DaB jene Form nicht absolut-beschriinkt ist, ist etwa in Satz 1 von Nr. 3 der Arbeit 
Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von unendlichvielen Veriinder- 
lichen“ von O. Toeplitz enthalten (Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Math.- 
phys. Klasse, 1907, S. 110; eine ausfiihrliche Darstellung mit Beweisen folgt dem- 
niichst in diesen Annalen). 
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§ 6. 
Kalkiil mit beschrinkten Matrizen (Bilinearformen). 


Man kann die Hilbertschen Faltungssitze einfach dahin interpretieren, 
daB man fiir beschriinkte wnendliche Matrizen den fiir endliche Matrizen 
iiblichen Kalkiil aufstellen kann. An der Spitze stehen dabei die 

Definitionen:*) Unter einer unendlichen Matrix wird eine unend- 
liche Doppelfolge von Gripen 





Gy, Uy 


A=(a,,)—| % “% 


verstanden. Insbesondere heiBt eine unendliche Matrix ,,beschriinkt“, wenn 
die zugehdrige Bilinearform 2 on? beschréinkt ist 


Pa yy 
(Pp, 9) 


Addition. Unter der Swmme zweier beschrankten Matrizen A =(a,,), 
B= (b,,) versteht man die offenbar ebenfalls beschriinkte Matrix 


C = (C54) = (Gp) + bp.) = A+ B, 
oder ausgeschrieben : 


Gy, Uer*° by Dy +: Ay +b, Aygtbs, - - 
is ee ee ee a ee 


Multiplikation. Unter dem Produkt zweier beschriinkten Matrizen 
=(a,,), B=(b,,) versteht man die nach dem ersten Faltungssatz existierende 
a selbst wieder "beschriinkte Matrix 


C=(¢,,) = (> a, ,b.,) = AB, 


oder ausgeschrieben : 


Gy, Tg °° Bis Oy °° yy yy Ogg yy +> yy Dyg Ay gdg9 t--* ** 
C=] ay, Ogg (x Dog ++ | = | a1 Byy +Gg9 bg, +°*- bee! Prat daa as + sigs Pc , 
die in der bei dem Multiplikationstheorem der Determinanten iiblichen Art 
durch Komposition von Zeilen der ersten und Kolonnen der zweiten Matrix 
gebildet ist. 

Bezeichnet man noch die lediglich mit Nullen besetzte Matrix mit 0, 
so unterliegt die eben definierte Addition beschriinkter unendlicher Matrizen 
denselben formalen Gesetzen; wie die Addition gemeiner Zahlen. Mit der 


*) Vgl. Cayley, Remarques sur la notation des fonctions algébriques, J. f. Math. 50, 
§. 282; Frobenius, J. f. Math. 84, 8. 1. 
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Multiplikation steht es, wie schon bei endlichen Matrizen, anders, jedoch 
genau so wie bei endlichen Matrizen, solange die Umkehrung der Multipli- 
kation nicht in Betracht gezogen wird; erst bei der Division tritt ein 
Unterschied der beschriinkten unendlichen gegeniiber den endlichen Matrizen 
auf. Im einzelnen gestaltet sich dies folgendermafen. 

Zuniichst gilt das kommutative Gesetz der Multiplikation ebensowenig 
wie bei endlichen Matrizen; danach ist also zwischen AB und BA zu 
unterscheiden. Die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes fiir die Multipli- 
kation A(BC) = (AB)C besagt der zweite Hilbertsche Faltungssatz; die 
des distributiven Gesetzes ist ohne weiteres evident, da es sich bei diesem 
nur um absolut-konvergente einfache, nicht um méglicherweise*) nur 
bedingt-konvergente Doppelsummen handelt. — Da8 ein Produkt nur ver- 
schwindet, wenn ein Faktor verschwindet, ist wie bei endlichen Matrizen 
unrichtig. — Mit E = (e,,) werde endlich die ,,Kinheitsmatrix“ bezeichnet, 
die zu der Bilinearform 2,y, + 2,y, +--- gehért: 

{1 0 0 
0 1 0 
E=(¢,)=|0 0 1 - -43 


oe 
es sei also oy = 1 fir p=4q, e,,=0 fiir p+q. Es gilt dann unmittelbar 
fiir jede Matrix A: AE~A, EA@A. 


Wie bei endlichen Matrizen ist es niitzlich, die Matrix 


a 0 0 
0aoO 


00a 


mit dem kleinen Buchstaben a zu bezeichnen, speziell also E nebenbei 
mit 1. aA = Aa wird dann die Matrix (aa,,) bedeuten, woraus hervor- 
geht, daB eine solche Matrix a mit jeder anderen A hinsichtlich der 
Reihenfolge bei der Multiplikation vertauschbar ist. 
Ist A—(a,,) irgend eine beschriinkte Matrix, so soll die andere 
offenbar ebenfalls beschrinkte Matrix 
Sr Mm 


A’ = ()») = _ ~~ 


*) Vgl. $5, Vierte Bemerkung. 
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die zu A ,,transponierte Matrix“ A’ heiBen, sodaB das Koeffizientenschema 
einer quadratischen Form durch A= A’ charakterisiert ist, das einer 
Hermiteschen Form durch A = A’. — Es gilt formal (AB)’= B’ A’. 


§ 7. 
Formalsitze iiber reziproke Formen. 


Wir untersuchen nun die Division von Matrizen, d. h. die Frage nach 
der Existenz der durch die beiden Matrizengleichungen 
(1) ‘AX=E, YA=E, 
definierten vorderen Reziproken X und hinteren Reziproken Y*) von A. Bei 
endlichen Matrizen ist die Lésbarkeit beider Gleichungen (1) an das Nicht- 
verschwinden der Determinante der Matrix A gekniipft, sodaB die Lésbar- 
keit der einen die der anderen zur Folge hat, und jede ist héchstens auf 
eine Weise lisbar. Dagegen lehrt das Beispiel der Matrizen 


0 10 0 [W, Wy Ws Wy - 
001 0 100 0 
(2) A=|0 001 , X=1/0 10 0 «|, 
00 0 0 0010 
z 














daB AX = E nicht nur eine, sondern sogar unendlich viele Lésungen haben 
kann (die w,, w,,- ++ sind ganz willkiirlich), wihrend zugleich YA = E 
unlisbar ist. In Anbetracht dieses Tatbestandes wird es niitzlich sein, zu 
bemerken, daB fiir endliche wie fiir beschrinkt-unendliche Matrizen folgende 
Siitze gelten, die nicht an die Natur der Matrizen, sondern rein formal 
an die fiir Matrizen geltenden Rechnungsregeln gekniipft sind**): 

Erster Formalsatz. Besitzt eine beschriinkte Matrix sowohl eine 
vordere als auch eine hintere beschriinkte Reziproke, sind also die beiden 
Gleichungen AX = E, YA=E lisbar, so sind die Lisungen beider ein- 
ander gleich und also die einzigen. 

Denn durch vordere Multiplikation der einen Gleichung mit Y folgt 
YAX=Y, durch hintere Multiplikation der anderen mit X ebenso 
YAX = X, also X= Y. 

*) Hilbert gebraucht hierfiir in einem etwas anderen Zusammenhange den Aus- 
druck ,,Resolvente“ (vierte Mitt. S. 160ff.). 

**) Vgl. 0. Toeplitz, Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen 
von unendlichvielen Verinderlichen, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen, Math.- 
phys. Kl., 1907, S. 101ff., § 4. — Der formale Charakter dieser Siitze bewirkt es, 
daB sie und mit ihnen die Problemstellungen des § 8 sich unmittelbar auch auf die 
finiten, zeilenfiniten etc. Systeme iibertragen. 
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Da im Falle A= A’ aus AX = E sofort E’= (AX) = X'A folgt, 
so ergibt sich unmittelbar das 

Korollar. ine beschriinkte, symmetrische Matrix besitet entweder 
keine beschriinkte Reziproke oder nur eine einzige, sugleich vordere und 
hintere; dieselbe ist selbst symmetrisch. 

Eine Umkehrung des ersten Formalsatzes stellt der zweite dar: 

Zweiter Formalsatz. Besitzt eine beschriinkte Matrix eine und nur 
eine hintere Reziproke, so ist diese zugleich auch vordere, und also auch 
die einzige. 

Beweis: Sei X die hintere Reziproke, AX = E, und sei XA = U, 
so folgt AXA=A oder AU= A, A(E — U) =0; also ist mit X zu- 
gleich auch X + (E — U) eine hintere Reziproke von <A: 

A(X + E—U)=AX+A(E—U)=E+0=E; 
die vorausgesetzte Eindeutigkeit der hinteren Reziproken gibt X-+ E—U=X 
oder E— U=0, U=E, da. h. XA=E, w.z. b. w. 

Beziiglich der Reziproken hat man danach im ganzen die vier Mig- 
lichkeiten: 

1. A hat eine einzige beschrinkte Reziproke, vorn und hinten die- 
selbe, die alsdann durch A~* bezeichnet werden darf; 

2. A hat weder eine vordere, noch eine hintere beschrinkte Reziproke; 

3. A hat keine vordere, unendlich viele hintere Reziproken; 

4. A hat keine hintere, unendlich viele vordere Reziproken. 

Bei endlichen Matrizen kommen die Fille 3. und 4. nicht vor. 

Der Nutzen des Matrizenkalkiils beruht — bei endlichen wie bei 
unendlichen Matrizen — auf der doppelten Bedeutung der Matrix: als 
Koeffizientenschema einer bilinearen (quadratischen) Form und als Koeffi- 
zientenschema einer linearen, homogenen Transformation. Insbesondere 
erhilt man die Bilinearform B(§, 7), die aus einer anderen A(z, y) hervor- 
geht, wenn man darin die lineare Substitution «= U(é), y= V(y) ein- 
fihrt, im Matrizenkalkiil als B= U’AV, also speziell die quadratische 
Form B(é, &), die aus A(z, x) durch die Substitution z= W(&) entsteht, 
als B= W’AW. Andererseits geht eine lineare Transformation y = A(z), 
deren beide Variabelnreihen man den linearen Substitutionen 2 = U(E), 
y = V(m) unterwirft, in 7 = B(&) tiber, wo B= V~-'AU ist, also speziell 
in B= U-'AU, wenn man beide Variabelnreihen derselben Transforma- 
tion unterwirft. 

Endlich ist eine Matrix R offenbar das Koeffizientenschema einer 
orthogonalen Substitution, wenn RR’ = E und R R= E ist. Dab, anders 
als bei Matrizen von m Zeilen und Kolonnen, keine dieser beiden Relationen 
eine Folge der anderen ist, lehrt zugleich das Beispiel (2). 
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g 8. 
Klassifikation der Probleme. 


Die Hilbertschen Faltungssiitze (§§ 1—4) oder, anders ausgedriickt, 
die Begriindung des Kalkiils mit beschrankten Matrizen (§§ 6, 7) gestatten 
es, eine wesentliche Gruppe von Problemen der linearen Algebra unmittel- 
bar fiir unendlichviele Verinderliche zu formulieren. Es sei eine Ubersicht 
iiber diese ‘algebraischen Probleme vorangestellt, die sich nachtriglich 
vermége einer geringfiigigen Modifikation der Formulierung sofort auf 
unendlichviele Verianderliche tibertragen. 

Die Theorie der linearen Gleichungssysteme, wenn man das gesamte 
System ihrer Tatsachen im Auge behiilt, wie sie sich etwa an das Wort 
»Rang eines Gleichungssystems“ ankniipfen, kommt auf das sog. Problem 
der Agquivalenz bilinearer Formen hinaus oder subsumiert sich ihm 
wenigstens; dieses Problem priizisiert sich folgendermaBen: 

Ia. Aquivalenz bilinearer Formen. Zwei Bilinearformen 


in > TyVqr B => bv bot 
pq=l 


p,qg=1 


heiBen dquivalent, wenn sie durch lineare Transformationen der beiden 


Variabelnrethen x, => Mp0 Eur % = >, 9% von nicht verschwindenden 
a=1 po=l 

Determinanten \u,,, +9, |v,,| +0 ineinander iibergefiihrt werden kinnen. 

Im Matrizenkalkiil heiBt das 


UAV=B, |U\+0,|V\+0. 


Die Beantwortung dieses Problems lautet, dab zwei Bilinearformen 
mit endlicher Variabelnzah] dann und nur dann iibereinstimmen, wenn sie 
denselben Rang haben. Es ist leicht, aus diesem Resultat alle geliufigen 
Sitze tiber die Auflésung linearer Gleichungssysteme abzuleiten, soweit 
der Begriff der Determinante*) darin nicht vorkommt. 

Das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen subsumiert sich 
folgendem Problem: 

Ib. Kongruenz quadratischer Formen. Zwei quadratische Formen 


A = S55 B= > v1 Ep b,  (Bpy= Appr Opp buy) 


P= pga 


*) Wie man diesen von einem solchen Standpunkte aus entwickeln kann, ist 
in Kroneckers ,,Vorlesungen tiber die Theorie der Determinanten“, Band 1 (Leipzig 
1903) durchgefihrt. 
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heiBen kongruent, wenn sie durch eine lineare Transformation der Verdnder- 
lichen x, = > 0 £, von nicht verschwindender Determinante | w,,\ +0 
=1 


ineinander iibergefiihrt werden kinnen. Im Matrizenkalkiil heift das: 
W’'AW =B, | W| +0. 

Auch hier lautet die Antwort — was keine selbstverstindliche Folge 
der vorigen ist —, daB zwei quadratische Formen dann und nur dann 
kongruent sind, wenn sie im Range iibereinstimmen. — 

Das Hauptachsenproblem der Kurven und Flichen 2. Ordnung sub- 
sumiert sich als sehr spezieller Fall dem Problem der Elementarteiler- 
theorie, wie es WeierstraB zuerst gelést hat, genauer dem zweiten der 
beiden folgenden: 

Ila. Aquivalenz von Scharen bilinearer Formen. Zwei Scharen 
A, —A1A,, B, — 1B,, oder besser zwei Paare A,(x, y), A,(x, y); B,(§, 7), 
B,(&, 4) von bilinearen Formen heifen dquivalent, wenn sie durch lineare 
Transformationen der beiden Variabelnreihen von nicht verschwindenden 
Determinanten gleichzeitig ineinander transformiert werden kinnen; im 
Matrizenkalkiil: 

UA,V=B,, UA,V=B,, |U|\ +0, |V| +0, 
oder, mit der Unbestimmten 2 in eine einzige Relation kombiniert: 
U(A, —4A,)V = B,—A1B,, |U| +0, | V\ +0, 


wo nur hervorzuheben ist, daB die u,,,v,, vom 4 unabhiingig sein miissen. 


Die Uhereinstimmung der ,,charakteristischen Gréfen“, d. h. der Null- 

stellen der Polynome beziiglich 4 

|A, — 24,|, B, — iB, | 

ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz 
zweier Scharen von Bilinearformen; auch die Ubereinstimmung der ge- 
naueren Rangzahlen der Systeme A, — 1A,, B, — 1B, fir alle und ins- 
besondere die charakteristischen Werte des Parameters 4 reicht nicht 
aus. Vielmehr miissen zu den charakteristischen GréBen noch gewisse 
Anzahlinvarianten hinzutreten, um sie zu einem vollen Invariantensystem 
zu erginzen; eine genauere Zerfillung der charakteristischen Polynome in 
ihre sog. Elementarteiler mu8 vorgenommen werden. 

Ilb. Kongruenz von Scharen quadratischer Formen. Zwei 
Scharen A, —1A,, B, — AB, oder, besser zwei Paare A,(x, x), A,(x, x); 
B,(&, &), B.(E, &) von quadratischen Formen heifen kongruent, wenn sie 
durch eine lineare Transformation der Verdnderlichen von nicht verschwin- 
dender Determinante gleichzeitig ineinander transformiert werden kinnen; im 
Matrizenkalkiil : 
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W'A,W=—B, W'A,W=-B, |W\+0, 
oder mit der Unbestimmten 4 in eine einzige Relation kombiniert: 
W'(A, —14,)W = B,— 1B, | W| +0, 
wo nur hervorzuheben ist, dap die w,, von 4 unabhiingig sein sollen. 
Wiederum ist — was auch hier nicht selbstverstiindlich folgt — fir 
die Kongruenz wie fiir die Aquivalenz auBer der Ubereinstimmung der 
charakteristischen GréBen und der zugehérigen Rangzahlen noch diejenige 


der Elementarteiler erforderlich, um die notwendigen Bedingungen zu hin- 
reichenden zu ergiinzen. — 





Wihlt man als zweites Formenpaar in beiden Fillen die Hin- 
heitsform 
E=2,y,+-:-+2,y, baw. =—a,°+---+ 2%, 


so wird aus Ila das sog. Ahnlichkeitsproblem: 

Illa. Ahnlichkeit von Bilinearformen. Zwei Bilinearformen A, B 
heiBen dhnlich, wenn eine dritte U von nicht verschwindender Determinante 
existiert, sodaB U-'AU = B ist. 

Sie sind es, wenn ibre charakteristischen GréSen und iiberdies die 
Elementarteiler tibereinstimmen. 

Aus Ilb dagegen wird, wenn man zugleich alle vorkommenden 
GréBen als reelle versteht, das Hauptachsenproblem, da W’ W = £ nur 
im Matrizenkalkiil ausdriickt, daB W das Koeffizientenschema einer ortho- 
gonalen Transformation ist: 

litb. Orthogonaldquivalenz quadratischer Formen. Zwei reelle 
quadratische Formen heiBen orthogonaldquivalent, wenn sie sich orthogonal 
ineinander transformieren lassen. 

Sie sind es, wenn die charakteristischen GréBen (d. s. die Wurzeln der 
Siikulargleichung), die in diesem Falle bekanntlich selbst reell sind, tiber- 
einstimmen; die Hinzunahme der Elementarteiler ist in diesem Spezial- 
falle nicht nétig. — 

Alle diese Problemformulierungen iibertragen sich unmittelbar auf Formen 
unendlichvieler Verinderlicher von konvergenter Quadratsumme, wenn man 
statt endlicher tiberall beschriinkte unendliche Matrizen, beschrénkte bilineare 
und quadratische Formen in Betracht zieht. Es bedarf nur noch der 
einen Modifikation, daB man statt von ,,linearen Transformationen mit 
nicht verschwindender Determinante“ von solchen redet, die _,,eindeutig 
invertierbar“ sind (Fall 1. des Schemas am Ende von § 7). Bei endlicher 
Variablenzahl ist dies nur eine andere Ausdrucksweise, und bei unendlich- 
vielen wird es auf diese Weise méglich, einen passenden analogen Begriff 
zu bilden, ohne den Begriff einer unendlichen Determinante zu gebrauchen, 
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der nur bei ganz speziellen beschrinkten Matrizen ausgebildet worden ist 
und sich fiir den vorliegenden Zweck eben auch als unnétig erweist. 

Die charakteristischen GréBen definieren sich dann als diejenigen 
Werte des Parameters 4, fiir welche A, — 1A, keine eindeutige beschriinkte 
Reziproke hat. Nach Hilbert nennen wir die Gesamtheit dieser Werte das 
Spektrum der Formenschar. 

Definition. Das Spektrum einer Formenschar A, — iA, ist die Ge- 
samtheit derjenigen Werte des Parameters i, fiir welche A, —AA, keine 
eindeutige beschriinkte Reziproke hat. Spektrum einer einzelnen Form A 
schlechthin heiBt das Spektrum der Formenschar A — iE. 

Unmittelbar aus den Formalsiitzen des § 7 folgt der 

Satz von der Invarianz des Spektrums. Die Ubereinstimmung 
der Spektra ist eine notwendige Bedingung fiir Aquivalenz, Kongruenz, Ahn- 
lichkeit und Orthogonaliquivalenz. Z. B. haben also zwei orthogonaliqui- 
valente quadratische Formen sicher dasselbe Spektrum. 


Das Problem IIIb bildet den Hauptgegenstand der vierten Mitteilung 
von Hilbert. Anders als bei endlicher Variabelnzahl erschépft hier das 
Spektrum der quadratischen Form bei weitem nicht das volle Invarianten- 
system. In dem ersten Teil der vierten Mitt. (bis 8.199), in der an- 
schlieBenden Dissertation*) von E. Hellinger sowie in der von beiden un- 
abhingigen Darstellung in der Habilitationsschrift**) des letzteren. wird 
dies Problem in gewissem Sinne vollstindig gelést. Andererseits gibt Hilbert 
(a. a. O. 5. 200—203) die vollstiindige Lisung des Problemes IIIb fir die 
besondere Klasse der vollstetigen***) beschriinkten quadratischen Formen, 
sowie Anwendungen auf einen gewissen Spezialfall des Problemes Ilb und 
auf analoge Probleme fiir Hermitesche und schiefsymmetrische vollstetige 
Formen (S. 209—218). Diese Theorie unterscheidet sich von der zuvor 
erwihnten allgemeinen Theorie darin, dab ihre Resultate denen der Algebra 
genau analog sind: die Ubereinstimmung der Spektra erweist sich auch als 
hinreichende Bedingung fiir die Orthogonaliquivalenz zweier vollstetigen 
Formen. Diese spezielle Theorie gestattet auch (5. Mitt.), die Resultate 
der 1. Mitt. von Hilbert, insbesondere die Existenz der Eigenwerte und die 
Entwicklung nach Eigenfunktionen, durch Riickkehr zu den Integralglei- 
chungen abzuleiten, da die stetigen oder nur hinreichend integrablen Kernen 


*) Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlichvielen Varia- 
belen. Gdttingen 1907. 
**) Neue Begriindung der Theorie quadratischer Formen von unendlichvielen 
Veriinderlichen. Journ. f. Math. 136 (1909), S. 210—271. 
**) Vgl. § 5, zweite und dritte Bemerkung. 
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K(s, t) entsprechenden quadratischen Formen unter den vollstetigen ent- 
halten sind.*) 

Zugleich gibt Hilbert (a. a. 0. S. 218—227) alles, um die Fredholm- 
schen Siitze abzuleiten; mit anderen Worten, er behandelt das Problem la 
fiir volistetige Bilinearformen.**) Unter das allgemeine Problem Ia fallen 
dann die Arbeiten iiber Aufliésung linearer Gleichungssysteme mit unend- 
lichvielen Unbekannten, soweit sie die Konvergenz der Quadratsumme der 
Unbekannten fordern: E. Schmidt***), der noch weniger als Beschrinktheit 
des Koeffizientensystems voraussetzt, nimlich nur die Konvergenz der 
Quadratsumme der Koeffizienten jeder einzelnen Gleichung, und eine voll- 
stiindige Aufliésungstheorie entwickelt; O. Toeplitz+), der ein notwendiges 
und hinreichendes Kriterium fir die Existenz einer eindeutigen, beschrinkten 
Reziproken gibt; E. Hilb}+), der dasselbe Kriterium einfacher ableitet. 


*) An dieser Stelle sind eine Reihe neuer Arbeiten zu erwihnen, welche an 
sich Integralgleichungen betreffen, aber, auf unendlichviele Verinderliche itiber- 
tragen, einen Beitrag zur Theorie des Abhnlichkeitsproblemes (Ila) fiir vollstetige 
Formen bedeuten wiirden: 

J. Plemelj, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichungen, Monatshefte 
f. Math. u. Phys. 15 (1904) 8. 93. 

E. Goursat, Recherches sur les équations intégrales linéaires, Annales de la 
faculté des sciences de l’université de Toulouse, 1908, 8. 6. 

I. Schur, Math. Ann. Bd. 66, S. 488ff., insbesondere 501—510. 

™) Der erste, der eine systematische Theorie einer gewissen Klasse linearer, un- 
endlicher Gleichungssysteme von einiger Allgemeinheit gegeben hat, ist Helge von 
Koch (Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires, Acta 
Math. 16 (1892), S. 217ff. — insbesondere 8, 245—249). Seine Auflésungsformeln, 
die sich aus unendlichen Determinanten aufbauen, kann man kurz durch die Be- 
merkung beschreiben, daB sie, auf Integralgleichungen iiberschrieben, in die Formeln 
von Fredholm iibergehen. Ubrigens hat Helge von Koch neuerdings.(Sur la convergence 
des déterminants infinis, Rend. del Circ. Mat. di Palermo, 28 (2. Sem. 1909), S. 255 ff.) 
unter Ausgehnung seiner friiheren Konvergenzeinschriinkungen seine Methoden auf die 
Forderung konvergenter Quadratsumme und auf eine wesentlich umfassendere Teilklasse 
der vollstetigen Formen angewandt. 

**) Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, 
Rend. del. Cire. Mat. di Palermo, 25, 1. Semestre 1908, 8S. 53—77. 

+) Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von unendlich- 
vielen Veriinderlichen, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Math.-phys. K1., 
1907, S. 101—109. 

++) Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, 
Sitzungsber. d. phys.-med. Soc. in Erlangen, Bd, 40 (1908), 8. 84. 
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Zweites Kapitel. 


§ 9. 
GleichmiBige Endlichkeit linearer Formen. 


Satz von der gleichmdfigen Endlichkeit der Linearformen 
unendlichvieler Verdinderlicher. Konvergiert die mit reellen Koeffizienten 
@,, dy, +++ gebildete Reihe (Linearform) 


a(x) = 4,2, = 4,2, + At, +- 


(p) 
fiir jedes Wertsystem x,, %,,--- der wnendlichvielen Veriinderlichen, dessen 


Quadratsumme > 3 konvergiert und < 1 ist, so gibt es eine reelle positive 
(p) 

Zahl M derart, daB fiir alle jene Wertsysteme der Wert der Linearform, 

absolut genommen, unterhalb M liegt: 


(1) | a(z) =| >42, <M fir S'3<1. 


(Pp) (p) 
Mit anderen Worten: Eine an jedem einzelnen Punkte innerhalb der Ein- 
heitskugel >< <1 endliche Linearform bleibt in thr gleichmdfig end- 


(p) 
lich und ist demnach eine beschrinkte Linearform. 


Man kénnte*) die Behauptung dieses Satzes auch in der fiquivalenten 


Form aussprechen, daB >a konvergiert.**) 


(p) 
Der Beweis des Satzes verliuft indirekt: 


*) Vgl. § 1, Konvergenzsatz iiber Linearformen. 

**) Die hier gegebene Formulierung entspricht genau dem im niichsten Para- 
graphen aufzustellenden Satz iiber quadratische bezw. bilineare Formen, bei denen 
ein solches einfaches Kriterium, aus den Koeffizienten die Beschriinktheit zu erkennen, 
nicht vorhanden ist; wir werden auch den Beweis so fiihren, da® der jenes Satzes 
als genaue Verallgemeinerung erscheint. Das diirfte fiir eine begrifflich einfache 
Gestaltung des Beweises auch dieses einfachen Satzes vorteilhaft sein, obwohl man 


auf anderem Wege, von der Konvergenz der Quadratsumme |S'a . ausgehend, vielleicht 


(Pp) 
etwas schneller zum Ziele kommt. Diesen letzteren Weg geht sowohl der erste Be- 


weis, den wir einer miindlichen Mitteilung von E. Steinitz verdanken (1906) und 
der der Verdfientlichung des Wortlautes von diesem Satz in unserer gemeinsamen 
Note zugrunde lag, als auch der Beweis von E. Landau fiir den allgemeinen Fall, 


daB die Konvergenzbedingung = <1 durch die allgemeinere 27s <1 (wo s>1) 


ersetzt ist (Nachr. d. Kgl. em ". Wiss. zu Gottingen, Math.- mg nL, 1907, 8. 25). 

















Theorie der unendlichen Matrizen. 319 





Ist die Behauptung (1) nicht erfiillt, so muB es eine Folge unendlich- 
vieler Wertsysteme: 
a’, as’, a 


” ” 
My Uys 


geben, — ein jedes von einer Quadratsumme < 1 —, fiir die die Linear- 
form a(x) Werte von beliebig groBem absolutem Betrage annimmt. Unter 
diesen werden gewif unendlichviele positive oder unendlichviele negative 
Werte vorhanden sein; wir kénnen jedenfalls ev. durch einen Zeichen- 
wechsel der a, bewirken, da8 unendlichviele beliebig groBe positive Werte 
a(a’), a(@”’),--- auftreten. Indem wir ferner von jeder dieser Reihen eine 
hinreichend hohe Partialsumme a,,(2’), a,,,(”), --- nehmen, erhalten wir 
auch eine Folge endlicher Abschnitte der Linearform a(x), die fiir jene 
Wertsysteme beliebig groBe positive Werte annehmen. Dabei kénnen wir 
unter »’,n”,--- und 2), #>,--» von vornherein solche Indizes und Systeme 
verstehen, daB die Zahlen a,,(2’), a,,.(7”), --- beliebig rasch wachsen. Indem 
wir von dieser Freiheit Gebrauch machen, werden wir aus den Wert- 
systemen %,, Xp, --- in bestimmter Weise ein einziges Wertsystem §, 
wiederum von konvergenter Quadratsumme <1 herstellen kénnen, fiir 
das die Abschnitte a,,(&), a,,(&),--- tiber jede endliche Grenze wachsen, 
d. h. fiir das die Reihe a(&) gewiB nicht mehr konvergiert — entgegen 
der Voraussetzung unseres Satzes. 

Zu diesem Ende bestimmen wir erstens den Index mn’ und die Werte 
X, +++, ty 80, daB 


(2’) a, (a#’) — >a; > + , Wahrend xs “4. 

p=1 p=i1 
Hierbei bedeutet c’ die erste einer Reihe sonst beliebig bestimmter posi- 
tiver Zahlen, die nur eine konvergente Quadratsumme < 1 besitzen: 


(3) C*+e%?4...-¢1; 2B. ¢=s, cms, "fis =i, : 

Wir fiihren nun das oben erwiihnte Wertsystem &, ein, indem wir setzen 
(die Faktoren c’,c”,--- hier und spiiter werden die Konvergenz der Quadrat- 
summe der &, bewirken): 

(4’) B= ca', bcm, - +) bv = Cm, 

wihrend £,,,,,-+-+ vorliufig noch unbestimmt bleiben. Dann ist in An- 
betracht von (3) die Quadratsumme 


(5) DSH- 6 Sa <e*-151, 
p=l1 


p=1 
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und zufolge (2°) wird: 


(6’) a,(8) = S'ayc'x,>1,  wihrend S' <c'* <1. 
p=1 p=1 





Nach diesem ersten Schritt bestimmen wir zweitens einen Index 
n”>n' und ein anaes Xi, Uy, -++, Ze 80, dab 


(2”) ay, (a”) ~Sos>' M’  wihrend D5 S1. 
p=1 


Hierbei ist c” die zweite der GréBen (3), und M’ bedeutet das notwendig 
existierende Maximum der absoluten Betrige der endlichen Linearform 


a,,(%) unter der Nebenbedingung >'s} <1 fiir ihre n’ Verinderlichen: 
p=1 
(7’) \a,,(a)| = > | <M’ fir >S!1. 
p=1 p=t 
Legen wir nun, indem wir die n’ Werte (4’) beibehalten, weitere n” — n’ 
Koordinaten §, fest durch 


a”) Bent targa oy be "he 

so bleibt auch die Pet Ris aller »” &-Koordinaten: 

0") Deserser De pete 11. 
p=n'+1 


Bilden wir nun 


ay.() = a,(8) + >", £,, 


p=n'+1 


so weicht der zweite Summand von dem durch (2”) gegebenen Werte 


yn (x) = >'," Lp + > ek, >14+mM 


p=1 p=n'+1 
ab um den Wert der Form a,,(x) fiir die Variablenwerte ¢’ xj, ---, ¢’ ay; 


da deren Quadratsumme > (e's ») Se"? <1 ist, so ist dieser Wert nach 
p=l 

(7’) absolut kleiner als M’, und daher ist jener zweite Summand selbst 

sicher noch gréBer als (1 + M’)— M’=1. Da ferner der erste Summand 

a,,(&) in (6’) abgeschiitzt ist, so folgt 


(6”) a,(—)>1+1—2. 
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Dieses Verfahren kénnen wir nun wortlich wiederholen: Bezeichnet 
M” das Maximum der endlichen Form a,,(x) unter der Nebenbedingung 
> <1, so bestimmen wir n” >” und 2’, ---, 2 so, daB 


p=1 


2”) ayu(t”) = "a2, >*, withrend Sx? <1. 


p=1 p=1 





Setzen wir -alsdann 


(4”") e. ~ ne C" tn" 15 — o g» an ce” an, 


so folgt sian wie zuvor: 


(5””) Seseserses Serse +e"%4e"2.1<S1, 


(6") Ayw(E) > 3. 


Durch immer wiederholte Fortsetzung dieser Betrachtung erhalten 
wir also schlieBlich ein bestimmtes unendliches Wertsystem &,, &, --- 
von der Quadratsumme 


(5) DeSoto 4-81, 
(Pp 


fiir das die Reihe Pa sicher nicht mehr konvergiert, da fiir unendlich- 
( 

viele Abschnitte — 

(6) aya) (&) > o& («= 1,2,---) 


gilt. Damit ist der gewiinschte Widerspruch hergeleitet. 


§ 10. 
GleichmaBige Endlichkeit bilinearer und quadratischer Formen. 


Satz von der gleichmdBigen Endlichkeit bilinearer Formen 
unendlichvieler Verdnderlicher. Konvergiert die mit den Elementen 
einer reellen Matrix als Koeffizienten gebildete Doppelreihe 


A(a, y) “2 (D420) 


im Sinne zeilenweiser Konvergenz fiir je’ Zwei Wertsysteme x,, %,,°- +; 

Yi» Ya, °° * der unendlichvielen* Veriinderlichen, deren Quadratsummen _Y 23, 
ae konvergieren und <1 bleiben, so gibt es eine reelle positive Zahl M 
P 
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derart, daB fiir alle jene Wertsysteme der Wert der Reihe, absolut ge- 
nommen, unterhalb M liegt: 


(1) |A(@, 9) =| 2S) (Diam) |< fiir asi, Svs. 


Mit anderen Worten: Eine fiir jedes einzelne Punktepaar der Einheits- 
kugel i$ 51 endliche bilineare Form bleibt innerhalb dieser gleich- 


mid Big endlich und ist demnach eine beschrdnkte Bilinearform.*) 
Zuniichst sei bemerkt, dab aus der Behauptung (1) tatsichlich un- 
mittelbar folgt, daB A im friiher (§ 2) definierten Sinne beschrinkt ist; 
denn indem man alle Variablen z, und y, von der (mn + 1) an gleich 
Null setzt, folgt |A,(z, y) < M, und nach Satz III des § 2 ist der Wert 
lim A,(z, y) der bilinearen Form tatsichlich der zeilenweise summierten 


Reihe A(z, y) gleich. 

Den Beweis von (1) fiihren wir nun indirekt genau gemiB dem Ge- 
dankengange des vorigen Paragraphen. Ist (1) nicht erfiillt, so kénnen 
wir genau wie dort die Existenz einer Folge unendlichvieler Wertsysteme 


, , , , 
MyM y > U > Ue>* 


” “” - ” “ 
By Mes SU Yer" 's 


behaupten, fiir die A(z, y) beliebig rasch wachsende, sogar durchweg 
positive Werte annimmt; das gilt auch, wenn wir anstatt der auBeren un- 
endlichen Summation jedesmal nur eine bis zu einem hinreichend hohen 
Index n’, n”,--- erstreckte Partialsumme 


n’ n” 
y o 2) y™ v8 
> (D204) > (Diarezeyi)s -- 
p=1 (9) p=1 

verwenden. 


Wir beginnen nun erstens wieder mit der danach gewiB méglichen 


*) In unserer vorliufigen Note in den Gdttinger Nachrichten ist dieser Satz 
nur unter der Voraussetzung absoluter Konvergenz der Reihe > pn LpY, ausgesprochen. 


(P,9) 
Unseren Beweis fir diesen speziellen Satz teilten wir Herrn E. Landau mit, der ihn 


darauf wesentlich vereinfachte. Unter Benutzung seines vereinfachenden Gedankens 
gelang uns dann der Beweis des allgemeinen, oben ausgesprochenen Satzes (mit nicht 
absoluter Konvergenz). Dieser Satz und dieser Beweis ist es, den Herr E. Schmidt 
(Rend. del Cire. mat. di Pal. 25, 8S. 54) erwihnt. Er stimmt nicht mit dem im 
Text gegebenen Beweise iiberein, welcher uns fiir die Zwecke der Darstellung ge- 
eigneter erschien. — Fiir den Fall absoluter Konvergenz teilte uns iibrigens spiiter 
Herr F. Riesz einen anderen, einfachen Beweis miindlich mit. 
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Bestimmung eines Index n’ und eines Wertsystemes 2,’, 2,', ---, 2,3 
% 5 Ys» 7s fiir das ; 
, _ 2 
@’) 4,2, ¥)= >) (D'4,%9,) >> 
=1 (@) 
wahrend “ ‘ 
>", <1, aus 1. 

p=1 @ 
Hierbei bedeutet ¢’ die erste der oben bereits benutzten, der Bedingung 
(3) ce? +e"? +...-<¢1 


geniigenden Zahlen. Setzen wir nunmehr 

(4’) by — c a,', b - Cx’, 7 by “a c'x.,3 
ln,’ = ¢y,', ne = cy, --- (in infin), 

so wird ganz analog wie friiher wegen (3) 


6) Desc? Dar<et<; Zw Se 2 50781, 
p=1 p=1 (p) (p 


und ferner wegen (2’) 


(6) A, (§, 7) = > (D4, Em) = ¢A,(a’, y’)>2. 
2 


p=1 
In dieser Summe treten zwar nur endlichviele &,, aber méglicherweise 
alle y, auf, wir miissen daher noch eine ergiinzende Betrachtung ein- 
schieben, wenn wir den friiheren Beweisgang durchfiihren wollen, der nun 
die Méglichkeit der Abinderung auch eines Teiles der 7, verlangt. 

Dazu bemerken wir, daB nach der Voraussetzung auch jede einzelne 


der inneren Reihen 2% o%p¥, stets konvergieren muB, d. h. jede Linear- 
9 
form anh konvergiert in der ganzen Einheitskugel und ist daher 
q 


nach dem Satze des vorigen Paragraphen eine beschriinkte Linearform; 
insbesondere konvergiert daher jede der Quadratsummen a; (p=1,2,---). 


( 
Nunmehr spalten wir von A,,(z, y) den gesamten, die m >’ ersten Ver- 
ainderlichen y,,---, y,, enthaltenden Teil ab: 


A,,(2, y) -> >, TY, +> ( Sn) 


gq=m+1 


=1 


fir den zweiten Summanden erhalten wir durch zweimalige Anwendung 
der Schwarzschen Ungleichung 
22° 
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>( Sa0m)| > Sa, Sa. ye. 


p=1 g=m' +1 p=l q=m'+1 p=1 g=m'+1 





Da nun jede der n’ Reihen a3, konvergiert, kénnen wir m’ so groB 


( 
wihlen, daB der erste Faktor rechts beliebig klein wird, und da8 damit 


auch die in Rede stehende Teilform fiir alle den Bedingungen >'s? <1, 


(p) 
Px <1 geniigenden Wertsysteme beliebig klein wird. Fiir den Wert 


2 
der Form A,,(z,y) sind dann also von den y, nur die ersten m’ Koordi- 
naten y;,---,¥» entscheidend, und speziell kénnen wir im Hinblick auf (6’) 


aussagen, daB bei hinreichend groBem m’ (fur das nur 2 > % < 1) 
jedenfalls pal g=m+1 
(7) A,(§, 7) >1 
ist fiir das in (4’) definierte Wertsystem § (von dem ja &,,,,,--- ohnehin 
noch unbestimmt sind) und fiir jedes sonst beliebige Wertsystem 7, das 
nur in den ersten m’ Koordinaten mit dem in (4’) definierten Wertsystem 
tibereinstimmt und eine Quadratsumme < 1 hat: 
8) mmm = ems ++ Iw = Iw = C'Ym, und ;  S1. 
P 

Nunmehr beginnen wir den zweiten Schritt, der einen weiteren Teil 
der schlieBlich die Divergenz von A bewirkenden Werte &,, 4, festlegen 
wird. Wir bestimmen n” >’ und 2,”, 2", +++, Zins Yy") Yo’) ***, SOdaB 


| (S 24 M 42m’ 
(2”) A, (x ? y ) -> Zp) > . + Sond ’ 
9) 





p=i1 
wihrend 


, 
n 


Sasi, Svs. 
@ 


p= 


Hierbei ist c” die zweite der GréBen (3), und es bedeuten M’ und m’ die 
absoluten Maxima der notwendig beschriankten Formen 


A,,(2, y) -> (S40) und > (S,.21,) 


p=n'+1 \g= 


unter den iiblichen Nebenbedingungen — beschrinkt darum, weil sie als 
Summen von endlichvielen (n’ bzw. m’) beschrinkten Linearformen 


Sint bzw. Vy >, Apo 
q 


p=n+1 
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darstellbar sind: 


|Ay (a, nil (De, 2,9) 


(9) | 


3 


lef +1 \¢g=1 


| | ae Sas Px TSE 
| 
(3. i Su 
| 
Die Einfiihrung dieser GréBen in die Ungleichung (2”) wird uns niamlich 
jetzt die Abschitzung des Wertes von A,,, fiir folgende Wertsysteme &, 7” 
gestatten, bei denen die ersten n’ Werte & und die ersten m’ Werte 1, 
aus (4’) bzw. (8’) itibernommen sind: 


7 


i gE, ee re ? En, Eva. = Chua, ce Env = ¢ Zn" 
(4 5 ” A oes ” ” wo” fi 
M1 = Nyy ** *) Um’ = Ym’) Yn’. = CY 41, °° (in infin.); 
fiir sie ist zuniichst geméB (5’) und (3) 


># Kc +0"? Dia? <e* +e" <1 


(5”) _ age 
we +e DU Set erst, 
(p p=n +1 


Bilden wir nun 


A, (&, 9”) = A, (&, 9”) +> (Dave tens), 


p=n+l 


so konnen wir den zweiten Summanden wegen (4”) umschreiben in: 


“> (s > A229 9) 4 > Sent| " — ey) 


p=n +i 


= "8 Aya", o) — Ay(e"2’, ey’) + > Dent —<'v: 
p=n'+19=1 
er unterscheidet sich also von dem in (2”) abgeschiitzten Werte c’”* A,,,(2”, y) 
nur um Werte der beiden in (9’) aufgestellten Formen (die fiir Wert- 
systeme c’ a”, c’y”; §, 4”; &,c’y” saimtlich von einer Quadratsumme < 1 
gebildet sind), und ist daher auch im ungiinstigsten Falle noch gréBer als 


(2+ M’ + 2m’) — M’ —2m'=2. 
Beriicksichtigen wir ferner, daB nach (4”) die Wertsysteme & 7" die fir 


die Giiltigkeit von (7’) erforderlichen Bedingungen erfiillen, also A,,(&, 4) >1 
ist, so folgt 


(6”) A, (& 9") >1+2=3. 
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Nunmebr kénnen wir endlich, genau wie oben fiir A,,, eine Zahl m” 
besiimmen, so da auch fiir jedes andere Wertsystem 7, fiir das nur 


(8”) 1") Me = M88 me = wr, nd > <1 
e (p) 

ist, auch 3 

(7”) A,,(& 9) >2 


gilt. 

Jetzt wird das soeben ausfiihrlich beschriebene Verfahren genau 
wiederholt: es werden dadurch eine neue Anzahl von Veriinderlichen 
Eerats **'y See UN Haw yay***y Nw Za den bisher bereits festgelegten n” 
bzw. m” Koordinaten hinzu bestimmt, sodaB fiir sonst beliebige 7 


een o> 
(7) Aym(§, 0) > 3 
wird, wahrend 

Desi, Des. 

(p) (Pp) 


So fortgehend erhiilt man schlieBlich zwei wohlbestimmte Wertsysteme 
£5 25 °°°3 Mh» Me» °** Von der Quadratsumme < 1, fiir welche die Reihe 
A(&, 4) gewiB nicht mehr konvergiert, da fiir unendlichviele Partialsummen 
mit den Indizes n’, n”,---, n,--- 


A, «a (&, 9) ->'(Zentn)>« (a= 1,2,---) 
p=l @ 


gilt. Damit ist aber die der Behauptung widersprechende Annahme 
widerlegt und der Beweis beendet. 

Es sei hier noch die Bemerkung angeschlossen (die im folgenden 
jedoch nicht gebraucht werden wird), da’ man die Beschriinktheit der 
Form A(z, y) auch unter der Voraussetzung abschnittsweiser Konvergenz der 
Reihe 7 @,,%py, fir jedes einzelne Wertsystem x, y von konvergenter 


(p, 9) 
Quadratsumme erweisen kann; der Beweis verliuft ganz genau wie der 


soeben gegebene, er vereinfacht sich sogar ihm gegeniiber noch dadurch, 


ni 


daS in den Grenzwerten Pe E»%, deren beliebig starkes Anwachsen 


gezeigt wird, genau wie Sa den Linearformen jedesmal nur endlichviele 
der Koordinaten §,, », auftreten. 

Als leichte Folge endlich gilt noch der 

Satz von der gleichmaBigen Endlichkeit quadratischer Formen 
unendlichvieler Verdnderlicher. Konvergiert die mit den Elementen 
einer reellen symmetrischen Matrix als Koeffizienten gebildete Doppelreihe 


A(z, %) = 7 a, 2%, (a,,=4,» 
(Pp, 9) 


Pa Pa 
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bei zeilenweiser oder abschnittsweiser Summation fiir jedes Wertsystem 2, , 15, + - 
mit konvergenter Quadratsumme <1, so gibt es eine reelle positive Zahl M 
derart, daB fiir alle diese Wertsysteme der Wert der Reihe, absolut ge- 
nommen, unterhalb M liegt: 


| A(a, 2)| -| > 1% %,| <M fir S<1. 
(Pp, 9) (p) 

Mit anderen Worten: Eine fiir jeden einzelnen Punkt der Einheitskugel 
endliche quadratische Form bleibt innerhalb dieser gleichméBig endlich und 
ist demnach eine beschriinkte Form. 

Zum Beweise braucht man nur zu bedenken, daB fiir je zwei Wert- 
systeme 2, y von konvergenter Quadratsumme aus der Voraussetzung die 
Konvergenz der Reihe A(x + y, x + y) ->4,, (a, + Yp) (%, + Yy,), und 


(p,9) 


mithin auch die Konvergenz der Reihe > 4p, x,y, folgt, wodurch der 
(P, 9) 


Satz iiber Bilinearformen anwendbar wird und zum Ziele fthrt. 


§ 11. 
Die Vollstindigkeit des Systems der beschriinkten Matrizen. 


Die beiden vorangehenden Paragraphen enthalten die wesentlichen 
Hilfsmittel, um folgendes Theorem zu beweisen: 

Vollstindigkeitstheorem fiir das System der beschrainkten 
Matrizen. Man kann das System der beschriinkten Matrizen nicht derart 
erweitern, daB das erweiterte System noch die folgenden Forderungen be- 
friedigt: 

1) die Summe zweier Matrizen des Systems gehort selbst dem System an, 

2) das Produkt zweier Matrizen (a,,), (b,,) des Systems existiert (d. h. 


Ong qo konvergiert fiir jedes einzelne Wertepaar p,q) und gehdrt selbst 
Oy 


dem System an.*) 

Beweis. Es ist unschwer zu tiberlegen, dab eine Matrix Y stets 
beschrankt ist, wenn in ihrer ersten Kolonne eine GréBenreihe y,, y,, --. 
von konvergenter Quadratsumme steht, in allen iibrigen Kolonnen iiberall 
Nullen: 

*) Die Voranzeige in den Gittinger Nachrichten enthilt ein von dem hier ge- 
gebenen Theorem etwas abweichendes, insofern es sich nicht auf beschriinkte, sondern 
auf absolut-beschriinkte Formen bezieht Dieses Resultat scheint uns jetzt neben 
dem anderen, hier gegebenen kein selbstiindiges Interesse mehr zu besitzen, seitdem 
wir den fiir uns damals noch ungeklirten Unterschied zwischen absoluter Beschrinkt- 
heit und Beschranktheit schlechthin kennen (vgl. § 5, vierte Bemerkung). 





Hetueer-T ozprirz. 





y, 0 0 
y—| % 0 0 
y, 0 O 


Sei jetzt A—(a,,) irgendeine Matrix eines Systems, das den Forderungen 1) 
und 2) geniigt und das System der beschriinkten Matrizen als Teilsystem 
enthilt, so wird wegen 2) das Produkt von (a,,) mit jeder beschrinkten 
Matrix der eben beschriebenen besonderen Art existieren miissen; fabt 
man lediglich die Kompositionen der ersten Zeile ey: ,) mit der ersten 


Kolonne y,, ¥,,--- ins Auge, so besagt dies, dab a,,y, konvergiert 


fiir jede GréBenreihe y,, y,,--- von konvergenter Quedeatomame. Nach 
dem Satz von der gleichmaBigen Endlichkeit der Linearformen (§ 9) ergibt 
sich daraus, daB die Quadratsumme der ersten und ahnlich die jeder Zeile 
(und ebenso jeder Kolonne) von (a,,) konvergiert. 

Multipliziert man jetzt die Produktmatrix A Y vorn mit einer Matrix X, 
deren erste Zeile eine GréBenreihe z,, z,,--- von konvergenter Quadrat- 
summe enthilt, wihrend in allen iibrigen Zeilen nur Nullen stehen, so folgt 


weiter aus 2), daB Pa (>'a,,y,) x, fiir alle x, von konvergenter Quadrat- 
(9) 
summe konvergiert, ‘mit anderen Worten, daB die Doppelreihe > LyV, 


(Pd 
zeilenweise konvergiert fiir alle z,, y, von konvergenten Quadratsummen. 


Nach dem Satz von der gleichmaBigen Endlichkeit der Bilinearformen (§ 10) 
ist mithin (a,,) beschrinkt. Also ist jede Matrix des betrachteten Systems 
beschrankt, und dieses ist keine Erweiterung des Systems der beschriinkten 
Matrizen, sondern mit ihm identisch. 


§ 12. 
Die isomorphen Systeme und ihre Unsymmetrie. 


Betrachtet man das System aller Matrizen (a,, £) , wo a,, die Koef- 


fizienten aller méglichen beschrankten Matrizes bedeuten, so geniigt auch 
dieses System den Forderungen 1) und 2). Um nur von 2) zu reden, so 
konvergiert die Summe 


Slo. 2) 8) = (nda) = (Souda) E55 


(a) 


und stellt das Element einer Matrix derselben Art dar. Jedoch enthilt 
dieses System Matrizen, welche nicht ery sind. Setzt man nimlich 


in die erste Kolonne von A die GréBen 1, — — -++, deren Quadrat- 
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summe konvergiert, in alle tibrigen Zeilen Nullen, so ist A beschrankt, 
dagegen besteht in (a,, F) die erste Kolonne aus den GréBen 1, 1, 1,--., 
deren Quadratsumme nicht konvergiert; nach Satz 1 von § 2 ist diese 
Matrix also nicht beschrinkt. 

Es gibt also Systeme von Matrizen, die den Forderungen 1) und 2) 
geniigen, aber weder selbst Teilsysteme des Systems der beschriinkten Matrizen 
sind noch dieses enthalten. 

Man kann das Prinzip, nach welchem dieses neue System gebildet 
war, etwas allgemeiner beschreiben, wenn man die beiden Matrizen 


‘1 0 @:.: 10 0... 
= 03 
ya.{° 2 0 | pran[? + 0 
0 0 3... 0 


0 


wl 
. 
. 


(von denen U offenbar nicht beschrankt ist) betrachtet, und bemerkt, dab 
die Matrizen des neuen Systemes durch UAU~-* dargestellt sind, wenn A 
simtliche beschrinkten Matrizen durchliuft. Das neue System ist danach 
demjenigen der beschrinkten Matrizen in einfacher Weise isomorph. 

Man kann natiirlich sofort unendlichviele andere solche im allgemeinen 
voneinander und von dem System der beschrinkten Matrizen verschiedene 
isomorphe Systeme erhalten, wenn man an Stelle jener speziellen Matrix U 
irgend eine andere nicht beschrinkte Matrix U verwendet, fiir die nur 
eine Reziproke U~* existiert (U U-' = U-'U = E) und fiir die ferner fiir 
alle beschrinkten Matrizen A die Produkte A, AU-', U(/AU-')=(UA)U- 
existieren und der Gleichung 

(UAU-*)(UBU-*) = U(AB)U-! 
geniigen. Indessen kann man leicht zeigen, da unter allen diesen Systemen 
dasjenige der beschrinkten Matrizen durch eine einfache Forderung ein- 
deutig charakterisiert ist: 

Symmetrietheorem fiir das System der beschrainkten Matrizen., 
Unter allen denjenigen zum Systeme der beschriinkten Matrizen isomorphen, 
den Forderungen 1), 2) geniigenden Systemen von Matrizen, die durch die 
Matrizen (im soeben definierten Sinne) 

4 =— UAU-! 
gebildet werden, wo A bei festem U die Gesamtheit der beschriinkten Matrizen 
durchléuft*), ist das System der beschriinkten Matrizen das einzige symme- 
trische, d. h. das einzige der folgenden Forderung geniigende: 


*) Analog der Definition der beschriinkten Matrizen geniigt jedes solche 


n 
System der Forderung: der n* Abschnitt %,, => 


=< % @%p Yq dleibe absolut unterhalb 
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3) Mit jeder Matrix U gehirt auch die transponierte A’ dem Systeme an. 
Zum Beweise setzen wir 
U= (u, o» UU = V= (Up) > 

und verwenden fiir A disjenige schon in § 11 benutzte spezielle be- 
schrinkte Matrix Y, die in der ersten Kolonne beliebige GréBen y,, y,, - - - 
von konvergenter Quadratsumme enthiilt, wihrend in allen tibrigen Kolonnen 
Nullen stehen. Dann ist das allgemeine Glied der zugehérigen Matrix 
¥ — UYU-* aus dem System der Y: 


vp, => Un aYa 14 — 0° > aes 


(a) (a) 
und nach Voraussetzung miissen die u,, so beschaffen sein, daB die hier 
auftretenden Reihen fiir jedes Wertsystem der y mit konvergenter Quadrat- 


summe konvergieren; denn wegen VU = E ist UM; = 1 und daher 


kénnen nicht alle v,, verschwinden. Soll nun auch Forderung 3) erfillt 
sein, so mu8 auch ¥)’=(y,,) dem Systeme angehéren, also auch das 
Produkt ¥)’9) existieren, und insbesondere miissen die seine Diagonal- 
elemente darstellenden Summen 


Dithe= the D (Diya) 


(pP) —(@) 
konvergieren. Ist nun ie. 21, %,-*- irgendein zweites Wertsystem 
von konvergenter Quadratsumme, so konvergiert nach der Schwarzschen 
Ungleichung auch 


Ss Sens 53 5S) 


(Pp) (p) (P) (a) 


— und dies gilt fir jedes Wertsystem 2, y von konvergenter Quadrat- 
summe. Der Satz von der gleichmaBigen Endlichkeit der Bilinearformen 
(§ 10) ergibt also, daB U eine beschriinkte Bilinearform ist; genau ebenso 
kann man, von einer Form X mit nur einer nicht mit Nullen besetzten 
Zeile ausgehend, die Beschrinktheit von V erweisen. Also sind auch alle 
Matrizen &— UAV beschriinkt, und damit ist der Beweis erbracht.*) 


einer festen endlichen Grenze M fiir jedes Wertsystem 2,,---, #,, fiir das 


n 
< >(> Uy z,) und y,,---,¥,, fiir das < >(S».%) konvergiert und unterhalb 
a 


1 bletbt; an Stelle der Einheitsform in der ‘Definition der beschriinkten Formen treten 
hier also die definiten Formen UU’ und V’V=U’-1U-}. 

*) AuBer diesen isomorphen Systemen gibt es noch andere (z. B. die Systeme 
&, B unserer Voranzeige, die wir jetzt zeilenfinit [kolonnenfinit] bzw. finit nennen), 
die die Forderungen 1), 2) bzw. 1), 2) und 3) befriedigen, ohne den bis hierher be- 
trachteten isomorph zu sein. Von diesen und weiteren derartigen Systemen soll 
eine Fortsetzung der vorliegenden Arbeit handeln. 
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In der Theorie der Reihenentwicklung der reellen Funktionen spielen 
die sog. orthogonalen Funktionensysteme eine fiihrende Rolle. Man versteht 
darunter ein System von unendlithvielen Funktionen g,(s), p,(s), +++, die in 





*) Die vorliegende Arbeit ist, bis auf unwesentliche Anderungen, ein Abdruck 
meiner im Juli 1909 erschienenen Géttinger Inauguraldissertation. 
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bezug auf die beliebige meBbare Punktmenge M die Orthogonalitiitseigen- 
schaft 


So,(8)9,(8s)4s=0 (pa, p,g—1,2,--»), 
(4) 


S(p,(9)as — 1 (p= 1,2,- ° ‘) 
(41) 


besitzen, wobei die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen sind; 
erfiillen sie noch die sog. Vollstéindigkeitsrelation 


[wares = { fu(e)ou(e)as}"+ | Ju@o@as}’+ bin 


identisch fiir alle in der Punktmenge M nebst ihrem Quadrate integrier- 
baren Funktionen u(s), so nennen wir das System nach Hilbert ein voll- 
stiindiges orthogonales Funktionensystem oder auch kiirzer ein vollstiindiges 
Orthogonalsystem des Integrationsbereiches M. 

Die formal gebildete unendliche Reihe 


v1(8) {fF gp, (t) dt + o2(8) {7@) pi(t)dt+--- 
(i) (i) 
nennen wir die Fourier-Reihe von f(s) in bezug auf das orthogonale Funk- 
tionensystem 9,(s), 94(8), - + 
Das einfachste Orthogonalsystem ist das Sysem der trigonometrischen 
Funktionen (fiir das Intervall 0 < s < 22) 


1 1 - 1 a is 
aa’ Ve cops, —=siNS,---, Va cos ns, ae sin WS, ---. 
Eine groBe und interessante Klasse von orthogonalen Funktionensystemen 
entspringt aus dem sog. Eigenwertproblem der sich selbst adjungierten 
Differentialgleichungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte 
des Parameters 4 zu bestimmen, fiir die die Differentialgleichung 


i (vp) 5") +q(x)u+iu=—0 


eine Lisung besitzt, die an zwei Stellen, etwa x = a und z = B, homogene 
Randbedingungen erfiillt, beispielsweise 

u(a@)=O und u(f)=—0, 
oder 


—hu=0 fir cma, und S*+Hu=O0 fir 2—8. 


Man zeigt nun, daB es, wenn die Funktionen p(x) und q(x) bestimmte 
Stetigkeitsbedingungen befriedigen, stets abzihlbar viele solche Parameter- 
werte gibt, und daB die zugehérigen Lésungen ein vollstindiges ortho- 














Orthogonale Funktionensysteme. 333 


gonales Funktionensystem des betrachteten Intervalles bilden. Insbesondere 
ist der sog. reguldre Fall wichtig, wo die Funktion p(x) im Intervall 
(inkl. der Grenzen) nicht verschwindet. Man bezeichnet die so erhaltenen 
Funktionen als ein Stwrm-Liouvillesches Funktionensystem. Der Fall, dab 
die Funktion p(x) an dem einen oder an beiden Enden des Intervalls [«, 8] 
verschwindet, ist nicht minder wichtig; die Kugelfunktionen und die Bessel- 
schen Funktionen befriedigen bekanntlich eine solche Differentialgleichung. 

Wenn wir die klassisch gewordene Theorie der trigonometrischen 
Reihe betrachten, so sehen wir, daB sich die Resultate dieser Theorie in 
vier Klassen gruppieren. An erster Stelle ist die 

Konvergenztheorie zi nennen, die die Aufgabe hat, binreichende Be- 
dingungen fir eine Funktion aufzustellen, damit ihre trigonometrische 
Reihe konvergiere. Diesen Untersuchungen steht die 

Divergenstheorie zur Seite, die sie in mannigfacher Weise erginzt; sie 
zieht die Grenzen, wie weit die Konvergenztheorie vorzudringen tiberhaupt 
imstande ist. Das wichtigste Resultat dieser Theorie ist der Satz von 
Du Bois-Reymond, der die Existenz einer stetigen Funktion aussagt, deren 
trigonometrische Reihe nicht konvergiert. Damit wird aber eine 

Summationstheorie notwendig, die berufen ist, in den Fallen der Diver- 
genz einen Ersatz zu leisten. In der Tat sind verschiedene Summations- 
methoden bekannt, mit deren Hilfe man die trigonometrischen Reihen 
aller stetigen Funktionen ,summieren“ kann. Die moderne Summations- 
theorie der trigonometrischen Reihen wurde von L. Fejér begriindet; spiiter 
wurden verschiedene Resultate von Poisson und Riemann von verschie- 
denen Autoren als Summationsmethoden gedeutet. Die letzten und schwie- 
rigsten Probleme liefert dann die 

Eindeutigkeitstheorie, die mit ihrem Hauptproblem — unter welchen 
Umstiinden eine konvergente trigonometrische Reihe die Fourier-Reihe der 
dargestellten Funktion ist — den SchluBstein der ganzen Theorie bildet. 
Durch die beriihmten Arbeiten von Riemann, Cantor und Du Bois-Reymond 
ist man bereits in der Lage, auch diese Fragen zu beantworten. 

Was nun die Theorie der mit den trigonometrischen Funktionen 
nahe verwandten orthogonalen Funktionen, die aus Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung entspringen, betrifft, so ist bis jetzt nur die Konvergenz- 
theorie derselben behandelt worden. Durch eine Reihe von Arbeiten*) 
wurde der Beweis erbracht, daB die in der Theorie der trigonometrischen 
Reihen angegebenen Bedingungen auch hier hinreichen, um die Konver- 
genz der Reihe zu sichern. Nur die Theorie der Kugelfunktionen ist 
tiber diese Resultate hinaus geférdert worden durch eine kiirzlich er- 


*) Von den vielen Arbeiten, die sich mit dieser Frage beschiftigen, nenne ich 
nur die neueren Untersuchungen von Stekloff, Zaremba, Kneser, Hilbert und Hobson. 
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schienene Arbeit von Herrn Fejér*), in der der Verfasser die Summations- 
theorie dieses Funktionensystems behandelt. 

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit der Divergenz- 
theorie und mit der Summationstheorie der orthogonalen Funktionensysteme. 

Im Kapitel I wird die Divergenztheorie behandelt; § 1 gibt eine all- 
gemeine hinreichende Bedingung an, vermége deren man in vielen Fallen 
zu einem gegebenen orthogonal~n Funktionensystem eine stetige Funktion 
konstruieren kann, deren Fourier-Reihe in bezug auf dieses Orthogonalsystem 
nicht konvergiert. In § 2 und § 3 wird dieser Satz auf die Theorie der 
Sturm-Liouvilleschen Funktionen und auf die Kugelfunktionen angewandt 
zur Konstruktion einer stetigen Funktion, die nach diesen Funktionen- 
systemen nicht entwickelbar ist. 

Kapitel II ist der Summationstheorie gewidmet; in § 1 wird ein all- 
gemeiner Hilfssatz bewiesen, auf Grund dessen die Umkehrung des im 
§ 1 des ersten Kapitels bewiesenen Satzes méglich wird. § 2 und § 3 
geben die Anwendung dieses Hilfssatzes auf die Sturm-Liouvilleschen 
Reihen. Man erhilt das Resultat, das die Verallgemeinerung eines fiir 
trigonometrische Reihen von L. Fejér bewiesenen Satzes ist, dab, wenn 
man eine stetige Funktion — die nétigenfalls noch bestimmte Rand- 
bedingungen befriedigt — in eine Sturm-Liouvillesche Reihe entwickelt 
und aus den Partialsummen s, dieser Reihe die arithmetischen Mittel 

a SS STSS5 ... SES2-*S9 .., 

1? 2 ? 3 ? ? n ? 
bildet, die so definierte Funktionenfolge gleichmaBig gegen die gegebene 
Funktion konvergiert. § 4 gibt ein allgemeines Kriterium, das zu ent- 
scheiden gestattet, ob ein gegebenes Summationsverfahren so beschaffen 
ist, dab mit seiner Hilfe die in bezug auf ein vorgelegtes Orthogonalsystem 
gebildeten Fourier-Reihen aller Funktionen, die im ,,Bereiche“ dieses Ortho- 
gonalsystems liegen, summierbar sind. 

Die Untersuchungen des Kapitels I legen die Frage nahe: Gibt es 
tiberhaupt ein orthogonales Funktionensystem, das so beschaffen ist, dab 
jede stetige Funktion auf die Fouwriersche Weise in eine gleichmdBig kon- 
vergente Reihe entwickelbar ist, die nach den Funktionen dieses Systems 
fortschreitet? Wir werden im dritten Kapitel eine ganze Klasse von 
Orthogonalsystemen kennen lernen, die diese Eigenschaften besitzen. Diese 
Funktionensysteme sind aber auch von anderen Gesichtspunkten inter- 
essant, vermége einer Reike von Eigenschaften, die diese Klasse aus- 
zeichnet. Diese Eigenschaften weisen darauf hin, daB es bei manchen 
Problemen, wo die Orthogonalsysteme nur als Hilfsmittel angewandt 


*) Math. Annalen Bd. 67, S. 76. 
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werden, zweckmiaBig sein wird, eben diese besonderen Systeme heran- 
zuziehen, wodurch man in vielen Fiillen zu einer einfacheren Darstellung 
des Beweisganges gelangt. In vielen Fiillen aber erfordert die Natur der 
Aufgabe selbst die Anwendung eines solchen speziellen Funktionensystems, 
ohne das die Lésung der Aufgabe nicht méglich erscheint. 


Kapitel I. 
Divergente Reihen. 
Bilden die im Intervall [«@, 6] definierten Funktionen 


G;(8), 9,(8), oo 5% @,,(8), eee 


ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem, so heiBe die formal ge- 
bildete Reihe 


v1(9),/ TO 9. at + (9), FO H.Oat ++ 


die Fourier-Reihe der Funktion f(s) in bezug auf dieses Orthogonalsystem. 
Brechen wir diese unendliche Reihe bei dem n“" Gliede ab, so erhalten 
wir die endliche Summe 


3 


91(9),/ 109, Oat + +9,(0),/ 1Oe,(Hat, 


die wir fortan mit [f(s)],, bezeichnen wollen. Schreiben wir der Kiirze 
halber 


¢ K, (8, t) = 91 (8) 91) + 92(8) 920) + +--+ M9) 9,4), 


[f(s)], = J *K(s, t) f(t) dt. 


§ 1. 
Ein allgemeines Kriterium. 


Wir legen unseren Untersuchungen ein beliebiges orthogonales Funk- 
tionensystem des Intervalls [a, 8] zugrunde: 


1(8), P2(8), «> -- 
Wir bezeichnen mit a eine beliebige Stelle dieses Intervalls und betrachten 
die unendlichvielen Zahlen 


g 
o, = |K,(a, )| dt; 
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wenn die so definierten Zahlen w, nicht alle unterhalb einer endlichen Grenze 
liegen, d. h. wenn man aus der Reihe 
@,, @y, M3, °*- 
eine Teilreihe 
o, 50, co, <:-: 
herausgreifen kann, deren Elemente iiber alle Grenzen wachsen, so kann 
man stets eine stetige Funktion angeben, deren Fourier-Reihe in bezug auf 
das zugrunde gelegte Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert. 
Die Konstruktion dieser Funktion F(s) geschieht in drei Schritten. 
1) Wir konstruieren guerst die nebst ihren Quadraten integrierbaren 
Funktionen 
. : J v,,(8), v,,(8), v,, (s), <n 
die durch die Gleichung 
V»,(8) = Vorzeichen von K,,(a, s) 
definiert sind; d. h. 
v»(8)= 1, wenn K,,(a,s)>0 
=-—l, , <0 
= @, ” = 0; 


Ury(¢) K,,(a, t) _ | K,, (a, é)|, 
und folglich haben wir in unserer Bezeichnungsweise 


es ist also stets 


[rp(Q) np =, |Kap(a f)| dt = oy. 


Die Funktionen v,,(s), die tiberall den Betrag <1 haben, besitzen also 
die Kigenschaft, daB die v, Teilsumme ihrer Fourier-Reihe an der Stelle 
s=a den Wert o,, hat. 

2) Sodann konstruieren wir eine Folge stetiger Funktionen 


f,, (8), f,,(8), f,,(8); a oe 
die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben und so beschaffen sind, dab 


B 
J (p(s) oat fry (8))? ds < é, (p — 1,2,3, = )y 
wobei 4, eine beliebig kleine positive GréBe bedeutet.*) 


*) Die Konstruktion dieser Funktionen bietet gar keine Schwierigkeit. Man 
kann z. B. folgendermafen verfahren: Nehmen wir der Einfachheit halber an, da8 
(0, 2%] das betrachtete Intervall sei, was ja keine wesentliche Einschriinkung ist; 
wir setzen: 


na 





3 
— 
t= | regan FR Oat 0<r<)). 
0 
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Bilden wir die v,* Teilsumme der Entwicklung von f,,(8), so ist: 


\Lfup(@) op! — | f Kop (a, #) fog (t) | 
a B 
= | [ Kig(a, t) vog(t) dt — f Kug(a, #) (0s) — fup(0) at | 


B 
> wy — | f Kag(a #) (np(t) — frp b)) at 





2 B 
> @).— V fimo t))* dt TKORO _ hip)? at. 


Wahlen wir nun die GréBe 6, so, dab 


or ee 
@y 
ly 8, f (K,,(a, 0)'dt <<" 


\[fnp(@) np > =" 


Mit anderen Worten, die stetigen Funktionen /,,(s), die dem Betrage nach 
kleiner als 1 bleiben, besitzen die Eigenschaft, daB die v,° Teilsumme 


ist, so ist also 


ihrer Fourier-Reihe an der Stelle s =a griéBer als “2 ausfallt. 
3) Wir gelangen nun zu der gesuchten Funktion F’(s) durch folgende 


Uberlegung: Die »,” Teilsumme der Fourier-Entwicklung der stetigen 
Funktion ; 

F'(s) = £,,(8) 
ist an der Stelle sa dem Betrage nach gréBer als >. Wenn diese 


Reihe an dieser Stelle nicht divergiert, so kann man eine Zahl G’ so be- 
stimmen, daB alle Teilsummen der Fourier-Reihe von F’(s) fiir s=a 
kleiner als G’ sind, d. h. daB 


[F(a], | < @ (n= 1,2,3,---). 


In der Theorie der trigonometrischen Reihen wird gezeigt, daB die stetigen Funk- 
tionen /, (7,8) dem Betrage nach kleiner als das Maximum von |, (8) | bleiben, und daB 


22 
A I Ufag@s 8) — v,,(8)]?ds = 0 
vat @ 


ist. Man kann daher r so bestimmen, da8 f,p(7,8) alle gestellten Forderungen erfiillt 
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Wir greifen dann aus der Reihe der Indizes 


(1) v' = 1, Vy, Vg, °° ° 





einen Index, den wir etwa mit v” bezeichnen wollen, derart heraus, dab 

@,,>6-4(G’ + 1) 
ist, und bilden dann mit der zugehérigen Funktion f,,(s) die stetige 
Funktion 

wt oo. 1 

F'(s) =£,8) +7 f-©). 
Ist die Fourier-Reihe dieser stetigen Funktion F’’(s) nicht divergent, so 
kann man eine Zahl G” bestimmen, daB fiir jedes n 
LF" (a)],| << @" 


ist. Sodann bestimmen wir in der Indizes-Reihe (1) einen Index v”” derart, 


daB das zugehdérige 
On > 6 - 4°(G” + 2) 
ist, und bilden die Funktion 


” 1 1 ¢ 
F''(8) = (8) + Gho(8) + gahn(s)- 
Auf diese Weise fahren wir fort: wenn die Fourier-Reihe der stetigen 
Funktion 
1 1 
Pa~d = £,(8) + Th(8) +--+ + o=fa-nl8) 


an der Stelle s = a nicht divergiert, so bestimmen wir G@-" derart, dab 
fiir jedes n 


(2) |[Fe-? @],| << G4-» 
ist, und greifen dann aus der Reihe (1) einen Index v heraus, sodab 
(3) @,q) > 6 - 4¢-*€GE- + g — 1) 


ist; die Méglichkeit dieser Auswahl ist durch die Annahme gewihrleistet, 
daB die @,, tiber alle Grenzen wachsen. 
Ich behaupte nun, daB die unendliche Reihe 


F(8) = £18) + phy) +++ + gah) + 


eine stetige Funktion darstelli, deren Fowrier-Reihe in bezug auf das be- 
trachtete Orthogonalsystem an der Stelle s =a divergiert. 

Die gleichmaBige Konvergenz der Reihe F(s) folgt unmittelbar aus 
dem Umstande, daB alle f.) dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben. 
Um die Divergenz der Fourier-Reihe von F(s) bei s=a zu beweisen, 
zeigen wir, dab die Zahlenfolge 

[F@),, PO) LP@]yn >>: 
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tiber alle Grenzen wichst. Um etwa [F(a)]) abzuschitzen, zerlegen wir 
die Funktion F(s) in drei Summanden, wie das in der Formel 


F(s)=(f,@) +--+ gaahe-0®) + gaihiol®) + (F haen@ +---) 


durch die angebrachten Klammern angedeutet ist, und betrachten die 
y® Teilsumme der Fourier-Reihe jedes einzelnen Summanden an der 
Stelle sa. Der erste Summand — der in unserer Bezeichnungsweise 
F-(s) ist — liefert in dem Ausdrucke fir [F(a)].) einen Betrag, der 
wegen der Ungleichung (2) kleiner als G¢-* ist. Der letzte Summand 
ist dem Betrage nach kleiner als —— a8 und der von ihm gelieferte Be- 


trag ist daher kleiner als — re » 4) Da schlieBlich 


4¢~ 


fo (@)),@ | > < 
ist, so folgt daraus 
@ @ 
LF@yiol > sai — 40-9 — R=  - Get. 
Zufolge der Ungleichung (3) ist daher 
(F@]o|>q—1. 
Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen. 

Die Bedingung, daB die w, nicht unterhalb einer von » unabhingigen 
Grenze bleiben, erweist sich also als hinreichend, damit eine stetige Funktion 
existiere, deren Fourier-Reihe in bezug auf das betrachtete Orthogonal- 
system nicht konvergiert. Wir werden im niichsten Abschnitte sehen, 
daB diese Bedingung fiir eine sehr ausgedehnte Klasse von Orthogonal- 
systemen auch notwendig ist. 





§ 2. 
Anwendung auf die Sturm-Liouvilleschen Reihen.**) 


Der soeben abgeleitete Satz findet eine unmittelbare Anwendung auf 
die Theorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen. 





*) In der Tat, es ist, wenn g/(s) eine beliebige Funktion bedeutet, die im 
ganzen Intervall [a,#] dem Betrage nach kleiner als M ist, 


s 
[9@ol—|f Kyw(a,t) 9 at| <M r | K@(@,)| dt = Mo. 


) Mit einer Ahnlichen Methode hat Herr Lebesgue eine stetige Funktion kon- 
struiert, deren trigono™etrische Reihe divergent bezw. nicht gleichmiBig konvergent 
ist. (Cf. Lebesgue, Sez.vs trigonométriques, 8.87.) In einer kiirzlich in den Annales de 
Toulouse (3° série, t. I) erschienenen Abhandlung hat Herr Lebesgue seine Resultate ver- 
allgemeinert. Man findet daselbst manche Beriihrungspunkte mit der vorliegenden Arbeit. 


23% 
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Sind die Koeffizienten p(x) und g(x) der sich selbst adjungierten 
Differentialgleichung 





d d 
(4) L(u) = iz (v(@) 5") +qu+iu=0 
im ganzen Intervall [a«, 6] (einschlieBlich der Grenzen) von Null ver- 
schieden, so kann man den Parameter 1 — auf unendlichviele Weisen — 


so bestimmen, daB die vorgelegte Gleichung eine Lisung besitzt, die die 
Randbedingungen 
(5) —hu=0 fir c—a, 4*+ Hu—0 fir c= 6 


befriedigt. Die so erhaltenen unendlichvielen Funktionen 
u, (x), u, (x), u; (2), ua 
bilden ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem; wir wollen sie 
der Kiirze halber ein Sturm-Liouvillesches Orthogonalsystem nennen und 
bemerken sofort, daB man statt der Randbedingungen (5) ein beliebiges 
anderes Paar von homogenen Randbedingungen wihlen kann. 
Um das Orthogonalsystem u,(x) zu studieren, wenden wir auf die 


vorgelegte Differentialgleichung eine in dieser Theorie tibliche Transformation 
an, die von Liouville herriihrt. Wir setzen 


* a 1 
zZ -/ (p(a)) *dzx v(z) = (p(a)ys u(x). 
Unsere Differentialgieichung geht dann in die neue Differentialgleichung 
2 v 
(4) ar + Qk + av —0 


tiber, wobei Q(z) eine durch die Funktionen p(x), g(x) leicht ausdriickbare 
Funktion bedeutet. 


Die Randbedingungen werden 


(6) —Kv=0 fir -=0, 44+ Hv=0 fir s—2, 
wobei wir der Einfachheit halber 


ed 
¥ (pia) * dx =z 


angenommen haben — was man ja durch eine Multiplikation der unab- 
hiingigen Variablen mit einer Konstanten stets erreichen kann; h’ und H’ 
sind zwei Konstanten, die man durch die h, H leicht ausdriicken kann. 
Wir bezeichnen die Sturm-Liouvilleschen Funktionen, die aus der Differential- 
gleichung (4’) entspringen, mit 

0, (2), (2), %(2), --- 
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und zeigen vorab, daB es eine stetige Funktion gibt, deren Fourier-Reihe 
in beeug auf dieses Orthogonalsystem nicht konvergiert. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke eine von Liouville herriihrende und 
von Hobson*) verschirfte asymptotische Darstellung des n° Gliedes dieses 
Funktionensystems, das wir gleich so normiert denken, dab 


4 
J (o,@)%de = 1 
P 0 
ist. Es ist dann fiir jede Stelle des Intervalls [0, z] 
U_(4) -V= cos mz {1 + “=| + sin ne| Y + mal 


wobei die Funktionen «,(2), y,(z) und A(z) unterhalb einer von » und z 
unabhangigen Grenze A bleiben. Um nun die Existenz einer stetigen 
Funktion zu beweisen, deren Fourier-Reihe an der Stelle z= a divergiert, 
geniigt es — nach dem im § 1 abgeleiteten Satze — zu zeigen, dab die 
GréBen 


J \K,(a, )\dt = f\v,(a) m4 () +--+ 0,(a)0,(O)| dt 
o 0 
iiber alle Grenzen wachsen. Wir setzen zu diesem Zwecke 
K, (a, t) = = > cos pa cos pt + ®, (a, t) 


p=l,---n 


und beweisen, daB |®,(a, ¢)| unterhalb einer von n, a und ¢ unabhingigen 


Grenze bleibt, 
a 
S > cos pa cos pt | dt 


0 p=l,---n 


aber tiber alle Grenzen wiichst. Bildet man nimlich ®,(a, ¢), so erhilt 
man erstens die Reihen 


(6) V2 (8 DS penne + pia) >) eetenee 


p=l,--n p=1,--4n 

und zweitens drei endliche trigonometrische Reihen, deren p” Glieder 

bzw. die Nenner p*, p’, p* haben. Da die Ziahler jedes Gliedes dieser 

letzten Reihen absolut genommen kleiner als A? sind, so sind diese Reihen 

dem Betrage nach sicherlich kleiner als A® as Um nun auch zu 
patty.” 


*) Cf. Hobson, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Bd. 6 
(1908), 8. 349. 
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zeigen, daB die Reihen (6) oder — was damit gleichbedeutend ist — die 
Reihen 
exe po cin pt ore ptcin pe 
> P - i P 
p=1,---," p=l,---" 


unterhalb einer von m, a und ¢ unabhiingigen Grenze bleiben, zerlegen wir 


—s af y os + >a), 
Pp 


p=1,--+ p=l,---yn 
> ceepimare -+{ > inpete) +> meres 
p=l,--5" p=l,--4yn p=i,--4n 


Da aber die Reihe D4 met die Fourier-Reihe der Funktion a 


p=i,3,--- . 
ist, so bleiben die Summen | 2s — aed — wie in der Theorie der 
p=1,--4" 
trigonometrischen Reihen gelehrt wird*) — unterhalb einer von ¢ und » 
unabhingigen oberen Grenze, und damit ist gezeigt, daB | ®,(a, ¢)| end- 


lich bleibt. 
Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dab die GréBen 


o, -f 2; 008 pt cos pa| di 


p=1,- 


mit wachsendem m unendlich groB werden. Wir verfahren zu diesem 
Zwecke ahnlich wie es Herr Lebesgue an der oben genannten Stelle tut. 
Um die Rechnungen abzukiirzen, nehmen wir an, daB die frei ge- 


wiihlte Stelle za zwischen 0 und = liegt, d. h.: 


0<8<a<t—d*™). 








Nun ist 
2> ‘ sin (2% + 1) —— +e sin (2m + 1) * 
— Ee ieee = ee 
” 2 sin 2 sin ; 


da aber der erste Summand in dieser Formel fiir jeden in Betracht 
bommenden Wert von » und ¢ absolut genommen kleiner als die kleinere 


*) Vel etwa Kneser, Math. Ann. Bd. 60, 8. 402. 

**) Wire dies nicht der Fall, so miBte man das Integral w, erst in geringer 
Weise abiindern, um unsere weiteren Uberlegungen anwenden zu kénnen; da es uns 
aber nur darauf ankommt, zu zeigen, daB es stetige Funktionen gibt, deren Sturm- 
Liouvillesche Reihe nicht konvergiert, so ist diese Einschrinkung unwesentlich. 
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der beiden GréBen und ~—,-| bleibt, so gentigt es 
sine 2 sin | —— — 5) 
a 
offenbar mney daB 











*| in Sot e—9 | Ps 
= ox, a= f aoe de 
@ /\F ata | ‘ | 


mit wachsendem m» unendlich groB wird. Es ist nun offenbar 


a~@ na-a 


| sin (2m +1) aN le 1)? | 3 
Pisa lae> f head 


Betrachten wir nun die Intervalle, in denen 


° 


to] & 


| sin (2n + 1)o|>sin> =p 


1 7 
; gtr gt 
| * anti’ * Iti 


ist ein solches Intervall; da 


“ 6 
(p 
ist, so ist sicherlich 


m2u 2 Jog (1+ apy3)> 


p=1,- 


wobei vw die kleinste ganze Zab bedeutet von der Eigenschaft, dab 


(s+*) ae N fichst aber diese Zahl die noch 
?n+i = 2° un wac. aber 1e8e vy — aie no von 7” 


abhingt — mit wachsendem » tiber alle Grenzen; da ferner die unend- 


liche Reihe 
6 
p=i ; 81 tipt i) 


divergiert*), so kann man » so groB wihlen, dab m, gréBer als eine be- 
liebige Zahl wird. 


ist; 














*) Man beweist die Divergenz dieser Reihe von positiven Gliedern am ein- 
fachsten, indem man zeigt, daB das Produkt p log (1 + saa) fiir p =o den Grenz- 
3 P+ 
wert ZT hat. 
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Daraus kénnen wir aber — auf Grund unseres allgemeinen Satzes in 
§ 1 — schlieBen, daB es eine stetige Funktion F(z) gibt, deren Fourier- 
Reihe in bezug auf die v,(z) an der Stelle s =a divergiert. 

Nachdem wir die Existenz dieser stetigen Funktion F(s) bewiesen 
haben, ist es nun leicht zu zeigen, daB die in beaug auf die u,(x) gebildete 
Fourier-Reihe der stetigen Funktion 


F(x) =(p@)* F( {(pwy * az) 
divergent ist. Da namlich vermége unserer Substitution 
1,(2) = (p@))su,(2), de — (pa) # dx 
ist, so finden wir 


Sf Feneae—f(owyt P(f‘p(ay ¥ 42) (wy 4 o,(0) dz 


— { F(2)0,(2) de. 

y 

Da aber die Reihe 
> »,(),f Fle)», (2) de 

a=1,3,-- 0 

an der Stelle z= a divergiert, so gilt dasselbe auch von der Reihe 
nt 
> (2) J F(@)u,@) de = (p@) + So,(8) ['Fe)o,(2) de 
@ 0 


n=1,2,--- n=1,2,-- 


an der Stelle z = b, die vermége der Transformation 


2 =f (pa) ‘da 





6 1 
*) DaB es eine solche Stelle b gibt, fiir die a= [p(a) * dx ist, wenn 


z q 
0<a<z, folgt unmittelbar daraus, da die stetige Funktion z= [ p(x) ‘ dx 
a 


an den Stellen z=—a, bezw. x=f die Werte 0 bezw. x annimmt; es mu8 daher 
zwischen a und f eine Stelle b existieren, wo sie den zwischen 0 und a liegenden 
Wert a annimnt. 
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§ 3. 
Anwendung auf die Kugelfunktionen. 


Als n®* Kugelfanktion oder n** Legendre-Polynom P,(x) bezeichnet 
man diejenige Lésung der Differentialgleichung 
d d . 
(7) x (A—2*) Z2) + n(n + Dy =0, 


die an den Stellen x =—1 und z=+ 1 endlich bleibt. Sind m und m 
verschieden, so ist 


JP.(@) P,(a) ax = 0, 


und es ist tiblich, die P,(z) so zu normieren, dab 
ae 
J (P,@) dz = Inti 


ist. Das System der Legendre-Polynome ist kein Sturm-Liouvillesches 

Orthogonalsystem, da in der Differentialgleichung (7) der Koeffizient von 

ra an den Stellen z= 1 und « = — 1 verschwindet. Wir wollen zeigen, 

daB es stetige Funktionen gibt, deren Kugelfunktionenreihe divergiert. 
Setzen wir, wie friiher 


K,(a, t) — >*?** P(e) P,), 


p=0,1,2,---,” 





so ist die n* Teilsumme der Kugelfunktionenreihe einer Funktion f(x): 


[f(@)], =J ‘E, (2, t) f@) at, 


und wir haben daher zu zeigen, daB die unendlich vielen GréBen 


+1 


f | K,(a, ¢)|dt nicht unterhalb einer von » unabhiingigen Grenze bleiben. 
=! 


Wir zeigen dies fiir die Stelle z=0. 
Eine wohlbekannte Formel lehrt*), dab 


Pi41@) P, ® -F (a) Pat 1 @ 
z—t 


K, (2, t) 7 st = 





*) Vgl. Christoffel, Journal fiir Mathematik Bd. 55, S. 73. 
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ist; und da P,(0) fiir jeden ungeraden Index verschwindet, gentigt es zu 
beweisen, daB die GréBen 


"Pp 
o,, — *+ | P,(0) Si 4001 a 


mit wachsendem » unendlich groB werden. Wir wenden zu diesem Zweke 
die oft gebrauchte Approximationsforme) an: 


a ae «(6 
P, (cos 6) = xe ain [cos ((n +4) 0— 5) + - ‘|, 
die innerhalb des Intervalls [—1+¢, 1—«] fiir jeden Wert des Index n 
die Kugelfunktionen darstellt, wobei « eine von Null verschiedene posi- 
tive Zahl bedeutet; die Funktionen a,(0) bleiben unterhalb einer von n 
und @ unabhiingigen Grenze, wenn cos 6 im Intervall [—1+2¢, 1—e] 
variiert. Diese Formel zeigt unmittelbar, daB 


LYnz|P,,(0)| = 1 





ist, und daraus folgt, daB die w,, sicherlich tiber alle Grenzen wachsen, 
wenn die GréBen 


wal 





en+i(é) 
; = 


+1 
——_ P. t en 
yin+i | nt t>VIn+l dt = a3, 
—£" 





mit wachsendem » unendlich groB werden. Um dies nachzuweisen, 
setzen wir 

t= cos (@ + =) —— sin. 
Wir erhalten 


na 
4 


4 
O32 ~vinsif Prneslom(o+ 2)) cos | dé; 
. | 
| | 


0 
da aber im ganzen Intervall [0, +| 











=e und sn?<# 


ist, so finden wir 


V 22+ cone #P,, we 
onfl ro ( 2))| ao. 
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Es ist aber zufolge unserer Approximationsformel 


YE ed Pom ))— (sal ene 0+ -2)+ SGT) 


=) 


Wf (corsa (ne gos 79 


Getnen wir zur Abkiirzung sin * = und wihlen fortan m so groB, dab 
| “onl (@ + >) 


| 


| < £ ist fir jeden Wert vor. #, der im Intervall [0, a 


2n+1 
gtP P 
liegt. Ist @ zwischen den Grenzen x ———, und x —-—,, eingeschlossen, 
ants an+ 5 


wobei p eine ganze Zahl bedeutet, so ist sicherlich 


isin (2n+5)|>u 
| anes (#+ >) | 


und da | < £ ist, so finden wir 

















inti | 
/tn+1 
V ah 2 cos # P,, 5 (cos (#+)) > “ng 
Wir haben folglich fiir das zwischen diesen Grenzen genommene 
Integral: 
Qn+1 2 
Vy" (0088 Pant (cos (¢+4)) d?>—"~ lo (1 — ‘.). 
a aya O\ * apt 
(¢s) 
qtp gt? 2 
Nun liegen aber die Intervalle | 2 - 7 Ss im Intervall (9, <|; 
2n + 2 2n ~ ry 


sowie 0< p<" = : ist, und wir erhalten also 


o> tS eg (tt asic): 


n- 
p=1,2,-++)- 2 
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Aus der Divergenz der unendlichen Reihd 7 log (1 + we ; 
p=1,--- 


unmittelbar, daB die 3, tiber alle Grenzen wachsen, und damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 


) folgt aber 


Unser allgemeines Kriterium ist ohne jede Schwierigkeit auch in 
solchen Fallen anwendbar, wo man die Orthogonalreihen mit irgend einem 
Summationsverfahren ,summieren“ will. Man versteht darunter folgendes: 
Die unendlichvielen in der Punktmenge M definierten Funktionen 

a,(n), a, (n), a;(n), oo 
besitzen die Eigenschaft, daB fiir einen bestimmten Wert, etwa fiir n—n,, 
der Hiaufungsstelle der Punktmenge M ist, 
L a,(n) = 1 (p= 1,2,3,---) 
ist. Betrachten wir nun eine beliebige unendliche Reihe 


th + ty tity toe, 
die aber so beschaffen ist, daB die Reihe 


G, (m)u, + Gy (m)tty + ay (m)Uy + Ex 
fiir jeden Wert von m, der der Punktmenge M angehért, konvergiert. 
Existiert nun der Limes: 
S = L (a,(n)u, + a,(n)u, + a, (nu, +--+), 


so sagen wir, daB die vorgelegte Reihe mit Hilfe der durch die Funktionen 
a,(n) gegebenen Summationsmethode summierbar ist, und ordnen ihr S als 
Summe* zu. 


Wenn die unendlichen Reihen: 
K(n; a, t) = a,(m) 9, (a) 9, (t) + a,(%) 9,(@) p(t) + °° 
fiir jeden in Betracht kommenden Wert von » konvergieren, so liefern 
die Untersuchungen des § 1 den folgenden Satz: Ist 


f 
lim. sup. f | K(n; a, t)| dt = oo, 


so kann man eine stetige Funktion angeben, deren Fourier-Reihe (in bezug 
auf die ,(s)) an der Stelle s=a mit Hilfe des durch das Funktionen- 
system a,(m) gegebenen Summationsverfahrens nicht summierbar ist. 
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_ Kapitel IL 


Theorie der Summation. 
Ist 
P1(8)> Pa(8), ++» Pal8)>>°° 
ein beliebiges im Intervall [«, 6] definiertes orthogonales Funktionensystem, 
so sagen wir, daB eine im Interval [«, A] definierte Funktion f(s) dem 
»Dereiche* dieses Funktionensystems angehért, wenn man zu jeder beliebig 
kleinen Zahl 6 » Konstanten c,,---,¢, so bestimmen kann, daB im ganzen 
Intervall 
\f(8) — ¢,91(8) — &%H9(8) —--- — ¢,9,(8)| <9 

ist. Die Menge dieser Funktionen f(s) bildet den Bereich des vorgelegten 
Orthogonalsystems. Dieser Begriff spielt in der Summationstheorie eine 
iiberaus wichtige Rolle, da man nur fiir Funktionen des Bereiches die 
Fourier-Reihe so summieren kann, da die durch Summation entstandene 
Funktionenfolge gleichmiBig konvergent sei. Ubrigens ist dieser Begriff 
des Bereiches bei den bekannten Beispielen ein sehr umfassender; beispiels- 
weise besteht er bei den trigonometrischen Funktionen, bei den Legendre- 
Polynomen oder auch bei einem beliebigen Orthogonalsystem, das aus 
einer Differentialgleichung entspringt, aus allen stetigen Funktionen, die 
nétigenfalls noch bestimmte Randbedingungen befriedigen. Allgemein 
kénnen wir sagen: sind alle analytischen Funktionen nach den Funktionen 
eines Orthogonalsystems entwickelbar, so gehéren alle stetigen Funktionen 
des Intervalls — vermége des bekannten WeierstraBschen Satzes — zu 
dem Bereiche dieses Funktionensystems. 


$1. 
Ein Hilfssatz. 


Wir haben im Kapitel I bewiesen, daB man, wenn das vorgelegte 
orthogonale Funktionensystem eine bestimmte Bedingung erfillt, immer 
eine stetige Funktion angeben kann, deren in bezug auf dieses System 
gebildete Fourier-Reihe an einer gegebenen Stelle divergiert. Wir werden 
jetzt zeigen, daB diese Bedingung fiir diejenigen Orthogonalsysteme, deren 
Bereich alle stetigen Funktionen umfaBt, auch notwendig ist, damit eine 
solehe Funktion existiere. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgenden 
einfachen Hilfssatz*): 


*) Als Spezialfall dieses Satzes ergibt sich ein von Herrn H. Lebesgue ausge- 
sprochenes Theorem (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo Bd, 26 (1908), 
8. 326). 
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Jeder Funktion f(s) einer bestimmten Funktionenklasse mige eine Reihe 
reeller Funktionen f,(s), f,(8),--- 2ugeordnet sein; in Zeichen 
f(s) ~f,(8), fr(8), °° 
Diese Zuordnung besitze folgende Eigenschaften: 


A) Ist 

f(s)~f,(8), A), °°: 
und 

9(8) ~ 9;:(8), 92(8), °° 


f(s) + 9(8)~ f(s) + %(8); f(s) + 92(8), sei 

B) Es sei fiir jedes s stets |f,(s), Kleiner als die obere Grenze von 
|f(s)| multipliziert mit einer Grife M, die fiir alle Funktionen der Klasse 
dieselbe ist: | f,(s)|< M - Max |f(s)|. 

Wenn nun f’(s), f(s), --+ eine Reihe von Funktionen sind, die gleich- 
miipig im s gegen die Funktion f(s) konvergieren, und wenn die su f(s) 
vermige unserer Zuordnung zugeordnete Funktionenfolgen gleichmifig in s 
bezew. gegen F')(s) konvergieren, d. h. gleichmépig in s die Limesgleichungen 
bestehen 


(8) L f(s) = Fs), 


80 konvergiert die zu f(s) zugeordnete Funktionenfolge gleichmifig gegen 
eine Funktion F(s), und es ist 


L F(s) = F(s). 


so ist 


Aus der Konvergenz der Reihe /’(s), f’(s),--- gegen die Funktion 

f(s) folgt niimlich, daB bei hinreichend groBen g und q’: 
I70(s) — f0(8)|<e 
ist, wie klein auch ¢ gewahlt sei; da ferner, wegen unserer ersten An- 
nahme, die zu der Funktion f(s) — f(s) zugeordnete Reihe aus den 
Differenzen /{(s) — f(s) besteht, so folgt aus der zweiten Annahme, dab 
(9) FP (8) — 19°(8)| < eM 
ist fiir gentigend groBe q und q’ und beliebiges p. Da aber die Limes- 
gleichungen (8) bestehen, so kénnen wir zu den festgewahlten Indizes 
q,q den Index p noch so groB wihlen, dab 
|\FO(s) —ff(s)|<e und | F(s) —fP(s)\<e 
wird. Aus den letzten drei Ungleichungen folgt aber durch Addition 
|F(s) — F(s)| <(M+2)¢ 

und diese Ungleichung sagt aus, dab die Funktionen F™(s) gleichmépig 
gegen eine Funktion F'(s) konvergieren. 
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Um zu zeigen, dab diese Funktion F(s) der gleichmaBige Limes der 
zu f(s) zugeordneten Funktionenfolge f,(s), f,(s),--- ist, bemerken wir, 
daB bei geniigend groBem » und beliebigem p 


If” (8) — f,(8)| << eM 


ausfallt. Dies folgt aus unseren Annahmen A) und B) genau so, wie die 
oben abgeleitete Ungleichung (9). Wir wihlen nm iiberdies so groB, daB 
|F(s) — F()| <e 
ist, und bestimmen dann zu diesem festen Index m eine GriéBe P derart, dab 
| F™(s) — f§"(s)|<e 
ist, sowie p> FP ist. Durch Addition der letzten drei Ungleichungen 
erkennen wir, dab . 
F(8) — f,(8)| < (+2) 
ist fiir jedes hinreichend groBe p; damit aber ist unser Satz bewiesen*). 
Wir wollen aus diesem Satz sofort eine wichtige Folgerung ziehen. 
Wir ordnen jeder Funktion f(s) die Funktionen f,(s) zu, die im 
ganzen Intervall [«, 8] den Wert haben, den die p* Teilsumme der in 


bezug auf das Orthogonalsystem 9, (s), ,(s),--- gebildeten Fourier-Reihe 
von f(s) an einer beliebigen Stelle, etwa s = a, annimmt: 


f,(s) = [f(@)], = f K, (a, t) f(t) dt. 


Diese Zuordnung erfiillt offenbar die Bedingung A). Ist aber noch auBerdem 


8 
JK, t)\at <M, 


wo M eine von p unabhiingige Zahl bedeutet, so ist auch unsere zweite 
Annahme B) erfiillt. Verstehen wir unter (s) irgend ein endliches 
Aggregat unserer Orthogonalfunktionen 


p(s) = 4,9, (8) +--- + 4,9,(8), 


so konvergiert offenbar die zu g(s) zugeordnete Funktionenfolge gleich- 
miBig gegen den Wert dieser Funktion an der Stelle s—a. Ist nun 
f(s) eine beliebige Funktion des Bereiches unseres Orthogonalsystems, so 
kénnen wir aus den soeben betrachteten Funktionen g(s) eine gleichmibig 

*) Man beachte, daB bei dem Beweise dieses Satzes der Umstand, da die auf- 
tretenden Funktionen nur von einer Veriinderlichen abhiingen, gar nicht benutzt wurde. 
Der Satz bleibt daher richtig, wenn alle vorkommenden Funktionen von mehreren 
unabhingigen Variablen abhiangen. 
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gegen f(s) konvergente Folge ’(s), p’(s),--- herausgreifen. Nach dem 
soeben bewiesenen Hilfssatze muB dann auch die zu f(s) zugeordnete Reihe 


[F@h,» [F@b» 
gegen f(a) konvergieren. Damit ist aber gezeigt, dab, wenn 


B 
J \K,(@t)|\dt<M (p=1,2,3,---) 


ist, die Fourier-Reihe jeder Funktion, die dem Bereiche dieses Orthogonal- 
systems angehdrt, an der Stelle s =a konvergiert. Dieser Satz lehrt, dab 
in dem sehr allgemeinen Falle, daB der Bereich unseres Orthogonalsystems 
alle stetigen Funktionen enthilt, die S. 336 gegebene hinreichende Be- 
dingung fiir die Existenz einer nach diesem Orthogonalsystem nicht ent- 
wickelbaren stetigen Funktion auch notwendig ist. 


§ 2. 
Anwendung auf die Theorie der trigonometrischen und 
Sturm-Liouvilleschen Reihen. 


Mit Riicksicht auf die folgenden Ausfiihrungen wollen wir vorab 
zwei ‘Sitze aus der klassischen Theorie der trigonometrischen Reihen auf 
Grund unseres Hilfssatzes 8. 350 ableiten: 

1) Durch das sog. Poissonsche Integral 


Qn 
1 1—r* 
f,(8) “af i—trese pp afta 


wird jeder Funktion f(s) eine Funktionenmemge /,(s) zugeordnet. Diese 
Zuordnung erfiillt offenbar die Annahme A) unseres Hilfssatzes. Da aber 
1—r’ 
1 — 2r cos (s—t) + r* 


stets positiv ist, wenn r <1 ist, und da infolgedessen 
22 
1 | 1—r?* 
J | 1 — 2r cos (s—t) +r? dt 
0 


2a 
1 
anf (1+2 Dr cos n(s—t)| dt = 1 
ist, fiir jeden in Betracht kommenden Wert von r und s, so folgt, dab 
f,(s) absolut genommen kleiner als das Maximum von |f(s)| ist, wie auch 
r und s gewahlt sind. Mit anderen Worten, die durch das Poissonsche 
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Integral gegebene Zuordnung erfiillt auch die Annahme B). Bekanntlich 
ist aber fiir jeden Wert r< 1 


f(s) = 2 fi f(t) at 


+— S'r"!cos ns [{ f(t) cos nt dt + sin ns [{ f(t) sin nt dt! 
4 =>" ‘ fi ) fr 
wobei die rechts stehende Reihe fiir r <1 absolut und gleichmaBig kon- 
vergiert. Wir sehen daraus, daB die zu den Funktionen cos ns bezw. 
sin ws zugeordneten Funktionenmengen gleichmiBig gegen diese Funk- 
tionen konvergieren, wenn der Parameter r gegen 1 konvergiert. Eine 
unmittelbare Folge davon ist, dab, wenn ®(s) ein beliebiges trigono- 
metrisches Polynom bedeutet: 


(s) = a, + a, cos s + a, sins + ---+ a, cosns + a’ sin ns, 
die zu ihm zugeordnete Funktionenmenge gleichmiiBig gegen (s) kon- 
vergiert. Bedeutet nun f(s) irgend eine stetige Funktion mit der 
Periode 22, so kann man aus den trigonometrischen Polynomen eine 
Folge ’(s), ®”(s),--- herausgreifen, die gleichmaBig gegen F(s) kon- 
vergiert. Unser Hilfssatz lehrt aber*), daB dann auch die zu F(s) 2u- 
geordneten Funktionen 


22 


, 1 1—r* 
F,(8) = fs — 2r cos (s—t)+r° F(t) dt 


fiir r=1 gleichmépig gegen F(s) konvergieren, wenn F(s) eine stetige 
periodische Funktion bedeutet. 

2) Die Fejérsche Summationsmethode der trigonometrischen Reihen. Ist 
F(s) eine periodische Funktion, so braucht bekanntlich die Reihe 


22 
a a a (*—#) 
FOL | —,=—Foa 
e sin 
0 
nicht zu konvergieren. Setzen wir aber 


[F*(s)], — LOb +P Oh + LF) —s 





so konvergiert, wie Herr Fejér gezeigt hat, die Folge dieser [F'*(s)], 





*) Der Umstand, daB die zugeordnete Funktionenmenge nicht abzihlbar, sondern 
von der Michtigkeit des Kontinuums ist, ist offenbar unwesentlich. 
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gleichmaBig gegen F(s). In der Tat man findet durch eine einfache 
Rechnung 


22 


>, * 
[F*(s)], = 5 | — =r Feat. 
an 


Durch diese Formel ist jeder Funktion F(s) die Funktionenfolge [#'*(s)], 
zugeordnet; diese Zuordnung erfiillt die Annahme A), und da 


22 


4 sintn ® 
2nx 238-6 dt— I 
™ sin? — 


0 


ist, ist auch die Annahme B) erfiillt. Man sieht auch leicht ein, daB die 
zu den trigonometrischen Polynomen zugeordneten Funktionenfolgen gleich- 
maBig gegen diese Funktionen konvergieren. Daraus folgt aber auf Grund 
unseres Hilfssatzes und des oben genannten Weierstrabschen Theorems 
der Satz von Herrn Fejér. 

3) Wir machen schlieBlich noch eine Anwendung von unserem Hilfs- 
satze auf die Konvergenztheorie der Sturm-Liouwilleschen Reihen. 

An den Bezeichnungen des vorigen Kapitels (S. 340) festhaltend, 
betrachten wir das dort behandelte Sturm-Liouvillesche Orthogonalsystem 
v,(2), v,(2),--- und setzen wieder 

K,(2, t) = (2) 4(t) +--+ (6) %4(¢). 
Wir haben (S. 341) bewiesen, daB die Differenz: 


®, (2, t) = K, (4, t) —— = > cos pz cos pt 
il 1,---+,2 
dem Betrage nach unterhalb einer von »,2 und ¢ unabhingigen oberen 
Grenze ® liegt; daraus schlieBen wir, dab die durch das Integral 


na 4 
(10) f,(2) =f {K,4t)-2 > cosps cospt} f(t) dt— f ‘©, (z,t) f() at 
pe nod 
gegebene Zuordnung die Voraussetzungen unseres Hilfssatzes befriedigt. 
Bedeutet nun (2) irgend eine analylische Funktion, die also dem Bereiche 
beider Orthogonalsysteme 

1, cosz, cos2z,---, und v,(2), v,(2), v;(2),--- 
angehért, so konvergieren bekanntlich beide Integrale: 





ae: * ae cos pt p(t)dt und iis (2, t) p(t) dt 


p=1,:- 
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mit wachsendem n gleichmaBig gegen g(z), da die Fourier-Reihen dieser 
Funktionen in bezug auf beide Orthogonalsysteme gleichmiBig konver- 
gieren. Folglich hat das Integral 


J ©, (2, t) p(t) dt 


den Grenzwert Null. Unser Hilfssatz lehrt nun, daB das Integral (10) 
auch dann gegen Null konvergiert, wenn f(s) eine beliebige Funktion ist, 
die durch die Funktionen g(z) gleichmaSig approximierbar ist. Mit 
anderen Worten, unser Integral konvergiert gegen Null, wenn f(z) eine 
beliebige stetige Funktion ist. Es folgt daraus unmittelbar der folgende 
Satz: 

Sei f(z) eine beliebige stetige Funktion; die Fourier-Reihe dieser Funk- 
tion in bezug auf das Orthogonalsystem v,(2), v,(2),--- konvergiert bezw. 
divergiert, je nachdem die Kosinus-Reihe dieser Funktion konvergent oder 
divergent ist. 

Ist nun F(z) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne integrierbare 
Funktion, so konstruieren wir eine Folge von stetigen Funktionen: /’(z), 
f"(z),--+ derart, daB 


L S\F@) 1 |ae =0 


ist. Es ist dann offenbar fiir jedes p 


Je OFOd|<o {\ FF O\at+| [0,6 oF @atl. 


Aus dieser Ungleichung schlieBen wir mit Hilfe des soeben bewiesenen 
Satzes, daB 


Lf °.(¢, t) F(t)dt =0 


ist, d. h. die Sturm-Liouvillesche Entwicklung einer integrablen Funktion 
ist an einer Stelle konvergent bezw. divergent, je nachdem die Kosinus-Reihe 
dieser Funktion an dieser Stelle konvergent oder divergent ist**). 

Man sieht auch sofort, wie diese Siitze eventuell zu modifizieren sind, 
wenn man statt der Randbedingungen (5) (S. 340) irgend ein anderes 
Paar von homogenen Randbedingungen zugrunde legt. 


*) Bei Zugrundelegung der Randbedingungen (5) bezw. (5’) umfaBt niimlich der 
Bereich des Funktionensystems v,(z), v,(z),--- alle stetigen Funktionen. 

**) Diese Bemerkung gestattet einen neuen Beweis des Satzes, daB es stetige 
Funktionen gibt, deren Sturm-Liouvillesche Reihen divergieren. 


24* 








§ 3. 
Die Summation der Sturm-Liouvilleschen Reihen. 


Wir wollen nun zeigen, daB die von Herrn Fejér auf die trigono- 
metrischen Reihen angewandte Summationsmethode bei den Sturm-Liou- 
villeschen Reihen mit demselben Erfolg anwendbar ist. 

Wir halten an den Bezeichnungen des § 2 des ersten Kapitels fest 
und betrachten im Intervall [«, 6] die Eigenfunktionen u,(x), u,(x), --- 
der Differentialgleichung 


(4) L(u) = ¥. (p92) + aut au =0, 
(p(x) > O im Intervall [«, p]) 


mit einem Paar von homogenen Randbedingungen 


(5) hu =0 fir =a und “4 Hu=0 fir «= 6. 


Die Eigenfunktionen der vermége der Liouvilleschen Transformation 
aus (4) entstehenden Differentialgleichung mégen wiederum mit »,(z), 
v,(2),--- bezeichnet werden. Wegen der S. 344 abgeleiteten Relationen 
zwischen den beiden Orthogonalsystemen u,(z) und v,(z) gentigt es offenbar, 
sich auf dieses letzte System zu beschriinken, da die fiir diese erhaltenen 
Resultate ohne jede Schwierigkeit auf das Funktionensystem u,(x) tiber- 
tragbar sind. 

Sei f(z) eine beliebige Funktion, deren Fourier-Reihe 


oy vale) J f(2) 0,(2) at 


n=1,z,--- 
ist; wir betrachten die aus den Teilswmmen dieser Reihe gebildeten arith- 
metischen Mittel 
Fh = Oh, F*@) — LOT VOh 
(F*(2), — LORTVOh +fOb 


Setzen wir nun in gleicher Weise wie friiher 


(11) K*(s, t) — Be O+ He +--+ Kae) 
n ? = - 
80 ist 


(ROL= f K*(c, t) (dat. 
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Ordnen wir nun jeder Funktion f(z) die so definierten Funktionen 


(F*(@)h, [F* he» (f*@)]s» -- 


zu, 80 befriedigt diese Zuordnung offenbar die Annahme A) unseres Hilfs- 
satzes 8. 350. Ist auBerdem f(s) = v,(2), so ist die zu v,(2) zugeordnete 
Funktionenfolge: 


0,0,--+,0 (2) 20,(2) — pr, (2) 
? 


oe nm+i1? > n+p’ 
und wir sehen, daB diese Funktionenfolge fiir p= oo gleichmaBig gegen 
v,(2) konvergiert. Es folgt daraus auch unmittelbar, dab, wenn v(z) ein 
endliches Aggregat von der Form 


v(2) = a0, (2) +--+ + 4,0, (2) 


(mit konstanten Koeffizienten a) bedeutet, die dieser Funktion zugeordnete 
Funktionenfolge gleichmaBig gegen v(z) konvergiert. Erfillt nun diese 
Zuordnung auch die Annahme B) unseres Hilfssatzes, so kann man daraus 
schlieBen, daB die Fourier-Reihe jeder Funktion, die im Bereiche des ortho- 
gonalen Funktionensystems v,(z) liegt, durch die Methode des arithmetischen 
Mittels summierbar ist. 


Es geniigt aber, um dies zu zeigen, offenbar zu beweisen, daB das 
Integral 


; (ike, t)| dt 


unterhalb einer von » und z unabhingigen Grenze M bleibt. Nun ist 
aber (cf. S. 341) 


K, (4, ) = * Ps cos pz cos pt + ®, (z, t), 
p=1,---,” 


und wir haben an jener Stelle gezeigt, dab ®,(¢, ¢) unterhalb einer von 
n, 2 und ¢ unabhiingigen Grenze bleibt. Da aber 


008 pz cos pt + > cos pz cos pt +-- ‘+ =. cos pz cos pt 


Ry ¢<-—___ a_i 


4 MD + OnleO 


n 


ist, so folgt daraus, dab — f ‘\K*(s, t)|dt sicherlich unterhalb einer end- 
0 
lichen Grenze liegt, da 
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*| eoepeceent +. -+ S cospz cos pt 
\p=l p=1,-- =o 
ieee wae ee a 
1 f\- ae + 1) sas sin? (nm + +1) a 7 II, 
->- —(n+1) +3 7 +: 
vs " ari’ sin?! i a 
a+! 1 sin*(m + 1)4 _ sin*(m +- 1) <— | 
thjee 2 ta 
Ss 2n 7 on | sint2 tt + sin? 2! | ’ 
0 t ” | 
_* as 1 n a 1, _ 3 + », 
a+— 4n 
ist, und * 9+ — +n tieiner als eine von n, 2z,t unabhingige Zahl 


bleibt. 

Damit ist gezeigt, daB auch die zweite Annahme unseres Hilfssatzes 
erfiillt ist, und wir erhalten das Resultat*): 

Die Sturm-Liouvillesche Entwicklung einer Funktion, die im Bereiche 
des betrachteten Sturm-Liouvilleschen Orthogonalsystems liegt, ist stets durch 
die Methode des arithmetischen Mittels summierbar. 

Legt man die Randbedingungen (5) zugrunde, so besteht der Bereich 
des betrachteten Orthogonalsystems aus allen stetigen Funktionen (da alle 
zweimal differenzierbaren Funktionen, die die Randbedingung (5) erfiillen, 
entwickelbar sind); daraus folgt der folgende Satz: Entwickelt man eine 
stetige Funktion f(x) auf die Fouriersche Weise in eine Reihe, die nach 
den die Randbedingungen (5) erfiillenden Figenfunktionen der Differential- 
gleichung (4) fortschreitet, so konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel 
[f*(x)], gleichmdBig gegen die Funktion f(2)**). 

Legt man statt der Randbedingungen (5) ein anderes Paar von Be- 
dingungen zugrunde, etwa 


(12) u(@)=O0 und u(f)=0, 


80 kenn man in genau derselben Weise den Satz beweisen, dab die Folge 


*) Natiirlich kann man diesen Satz auch aus dem Satze S. 355 ableiten, doch 
scheint es zweckmiBig zu sein, diesen sehr verallgemeinerungsfihigen Weg ein- 
zuschlagen. 

**) Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, dab, wenn die Sturm-Liouvillesche 
Reihe einer stetigen Funktion f(s) an der Stelle sa konvergiert, ihre Summe 
gleich f(a) ist. 
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der arithmetischen Mittel [f*(x)], gleichmaBig gegen f(x) konvergiert, 
wenn f(z) im Bereich der u,(x) liegt. Dabei ist aber zu beachten, daB 
der Bereich jetzt aus den stetigen Funktionen gebildet wird, die an den 
Stellen «=a und x= verschwinden, d. h.: Entwickelt man eine die 
Randbedingung (12) erfiillende stetige Funktion nach den Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung (4), die die Randbedingung (12) befriedigen, so ist 
diese Reihe nach der iiblichen Terminologie ,infach unbestimmt“, d. h. die 
aus den Partialsummen [f(z)],, gebildete Folge der arithmetischen Mittel 


Oh +--+ konvergiert gleichmipig gegen die Funktion f(s). Ent- 





sprechend ist der Satz zu modifizieren, wenn man ein anderes Paar von 
homogenen Randbedingungen zugrunde legt. 


§ 4. 
Verallgemeinerungen. 


Die Untersuchungen dieses Kapitels sind unmittelbar auf die Ent- 
wicklung von Funktionen mehrerer Verinderlichen anwendbar, da unser 
Hilfssatz — der die alleinige Grundlage der Beweise dieses Abschnittes 
ist — auch in diesen allgemeineren Fiillen richtig bleibt. (Cf. S. 350.) 

Brechen wir die formal gebildete Fourier-Reihe einer Funktion f(s, 6) 
in bezug auf das Orthogonalsystem ,(s), p,(s), --- 


(13) > Dd4,09,0f Si t) p(t) ,(t) at dr 


(pP @ « 


bei dem Gliede mit den Indizes n, m om so bezeichnen wir die so er- 
haltene endliche Summe mit [/(s, ¢)], 


16a > > mle, of, (ft »)94(t)9,(e)atae. 


»”, @=1,- 


In unserer seiseiinane (S. 335) ist 


(13') [1% Com =f [ Ku(s, )Kq(6, 2)f(t, #)dtae. 


Erfillt diese Zuordnung die Bedingungen unseres Hilfssatzes, so 
kénnen wir schlieBen, daB die Entwicklung jeder Funktion zweier Variabler, 
die im Bereiche unseres Orthogonalsystems liegt, gleichmaBig gegen diese 
Funktion konvergiert. 

Kehren wir nun zu den Sturm-Liouvilleschen Funktionensystemen 
zuriick; man zeigt leicht, daB fiir dieses System die Formel (13’) die 
Voraussetzung B) unseres Hilfssatzes nicht erfiillt. Die Zuordnung 
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(14) [f*(s, )].,. =f, fi K*(s, t) K*(o, 2) f(t, t) dtdr, 


wobei K*(s, ¢) die durch die Formel (11) S. 356 definierte Funktion be- 
deutet, befriedigt aber beide Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, da wir 
gezeigt haben, dab 


f IK f)| dt 
0 


unterhalb einer von m, s und ¢ unabhingigen oberen Grenze liegt. Es 
folgt daraus unmittelbar, daB die durch (14) definierte Funktionenfolge 
gleichméBig gegen f(s, 6) konvergiert, wenn diese Funktion im Bereiche des 
betrachteten Sturm-Liouvilleschen Systems liegt. 

Es entspricht dieser Tatsache das folgende Summationsverfahren: 
Aus den Teilsummen [f),,,,, der zweifach unendlichen Reihe (13) bilde man 
die einfache Folge: 

(15) me 2 a (n= 1,2,-+:). 
8 = 

Liegt nun die Funktion f(s, 6) im Dovid des betrachteten Sturm-Liouvilleschen 

Funktionensystems, so konvergiert die Folge (15) gleichmdfig gegen f(s, 6)*). 

Wir machen schlieBlich noch eine Anwendung von unserem Hilfssatze 
auf die allgemeine Theorie der Summation von Orthogonalreihen. Es sei 
ein Summationsverfahren durch die unendlichvielen Funktionen 


a,(n), a,(n), a(n), ain 
gegeben; wenn die Summe: 


K(n;a,t)= >’ a,(n) 9,(@) 9,(¢) 


gultt-. 
konvergiert, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung, dap die 
Fourier-Reihe jeder Funktion, die dem Bereich des vorgelegten Orthogonal- 
systems angehirt, mit Hilfe dieses Summationsverfahrens an der Stelle a 
ysummierbar“ sei, dab das Integral 


fixe a, t)| dt 


unterhalb einer von n unabhiingigen oberen Grenze bleibt. 





*) Man kénnte statt der einfachen Folge [/*], , auch eine Doppelfolge (f"l..» 
von derselben Eigenschaft definieren, doch diese ,,einfache Summation ist der anderen 
vorzuziehen. 
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Kapitel II. 
Uber eine Klasse von orthogonalen Funktionensystemen. 


Zweck dieses Abschnittes ist es, eine Klasse von orthogonalen Funk- 
tionensystemen zu behandeln, die, neben einer Reihe von sonstigen merk- 
wiirdigen Eigenschaften, besonders dadurch ausgezeichnet sind, daB die in 
bezug auf diese Systeme gebildeten Fourier-Reihen jeder stetigen Funktion 
konvergieren und die Funktion darstellen. In den §§ 1—3 betrachten wir 
den einfachsten Repriisentanten dieser Klasse; § 4 wird dann die Ver- 
allgemeinerung der gewonnenen Sitze auf weitere Systeme geben. 


§ 1. 
Das orthvgonale Funktionensystem y. 

Das vollstandige orthogonale Funktionensystem 7, den einfachsten 
Reprisentanten jener Klasse von Orthogonalsystemen, definieren wir wie 
folgt: 

Es sei y,(s) = 1 im ganzen Intervall [0, 1] einschlieBlich der Grenzen; 


sodann sei: 
1 


m(s)= 1 fir OSs<y, 
=—-1 fir -<s<1. 
Wir setzen ferner: 


y(s)— V2 und 7(s)— 0 fir 0<s<i, 


=—y2 = 0 ” T<s< =» 
= 0 = V2 ” a<s<i, 
=e a 


Auf diese Weise fahren wir fort; allgemein definieren wir die Funktionen 
unseres Systems folgendermaBen: Wir teilen das Intervall [0, 1] in 
2" gleiche Teile und bezeichnen diese Teilintervalle der Reihe nath mit 
i), #@,--., 42. Wir setzen nun: 
1) = O innerhalb der Intervalle i), i®,---, 1@*-%; 

= Y2"-? innerhalb des Intervalles i?*-»; 

=— Y2"-' innerhalb des Intervalles i?” ; 

= 0 innerhalb der Intervalle i@*+»,..., i” 

(k= 1,2,---,2"-?). 
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An den Stellen 0 und 1 erteilen wir jeder Funktion 7“ (s), die im Intervall 
[0, | bezw. [1 - = 1] konstant ist, den Wert zu, den sie bezw. in diesen 
Intervallen annimmt. Demnach ist 7“)(s) eine streckenweise konstante 
Funktion, die mit der Ausnahme der Stellen = : . “= : . fi wo sie 
einen endlichen Sprung erleidet, iiberall stetig ist. Wir setzen nun fest, 
daB 7) an diesen Stellen gleich dem arithmetischen Mittel der Werte sei, 
die sie in den beiden daselbst zusammenstoBenden Intervallen annimmt. 

Wir behaupten nun, daB die so definierten abzihlbar unendlichvielen 
Funktionen 


a Xo(8), %1(8), 28°(S), x4(8), 29° (8), 2$(8) > 

ein vollstiindiges orthogonales Funktionensystem bilden. In der Tat, sind 
7(s) und 7%)(s) zwei verschiedene Funktionen des Systems y und ist 
n> v, so besitzt 7s) in dem ganzen Intervall, wo 7(s) von Null ver- 
schieden ist, einen konstanten Wert. Es ist daher 





1 1 
{x2 (8)x2(8) ds = const. { y(s) ds = 0, 
0 0 


woraus man unmittelbar schlieBt, dab das Funktionensystem x die Ortho- 
gonalititseigenschaft besitzt. Um zu zeigen, daB auch die Vollsténdigkeits- 
relation erfillt ist, geniigt es offenbar zu beweisen, dab jede im Lebesgue- 
schen Sinne integrierbare Funktion f(s), die fiir alle in Betracht kommenden 
Wertepaare n, k die Relation 


(16) S18) 429) ds =0 


befriedigt, bis auf eine Nullmenge identisch verschwindet. Betrachten wir 
zu diesem Zwecke die Funktion 


F(s) =f f(s) ds; 
wegen der Gleichung : 
J 1(8)x0(8) ds = 0 
ist > 
F(1) =0.. 


Die letzte Gleichung liefert in Verbindung mit der Gleichung 


1 


J F)n(9) ds — J t(s)as— Jfs)ds =0 




















Orthogonale Funktionensysteme. 363 


die Aussage, dab F (3) = 0 ist. Daraus und aus den Gleichungen 


1 


J f(s) x0(s)ds = V2 if f(s)ds — f f(s)as} =0, 


=| 


Jt) as — 2 { ['f()as— {f(s)as} -0 


schlieBen wir, daB 


| Se 


1 3 
F(z) as F(;) “= 
ist, usf. Man kann auf diese Weise folgern, daB die Funktion F(s) 
stets gleich Null ist, wenn s ein endlicher Dualbruch von der Form 
at aba += ist, und diese Punkte bilden eine tiberall dichte Punkt- 
menge. Bekanntlich ist aber die Funktion F(s) eine stetige Funktion, 
und es ist mit AusschluB einer Menge vom Mafe Null 


f(s) = 7,(F). 


Wir schlieBen daraus, daB Fs) im ganzen Intervall [0, 1] identisch ver- 
schwindet, und daB auch f(s) — von einer Punktmenge vom Mafe Null 
abgesehen — iiberall Null ist. Damit ist auch die Vollstindigkeit des 
betrachteten Orthogonalsystems bewiesen und gezeigt, daB jede integrier- 
bare Funktion, die die Relationen (16) befriedigt, mit AusschluB einer Null- 
menge verschwindet. 


§ 2. 
Entwicklungen nach dem orthogonalen Funktionensystem ,. 


Wir kommen nan zu dem wichtigsten Punkte dieser Untersuchung, 
indem wir zeigen, daB die in bezug auf das soeben definierte Orthogonal- 
system x gebildete Fourier-Reihe jeder im Intervall [0, 1] stetigen Funktion f(s) 
gleichmafig gegen diese Funktion konvergiert. 

Brechen wir die unendliche Reihe 


1a(8) | FO moO at + ni), FO mat +> 


1 


+ £9) SIO Oat +--+ + 2) [HOO at + --- 
0) 0 
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1 
bei irgend einem Glied, etwa bei 72)(s) {f(4) x(t)dt, ab; wir erhalten 
0 
eine endliche Summe, die wir fortan mit [f(s)| bezeichnen: 


(f(s) = w()fi f(8) xo(t) dt +--+ + 190) f(t)x)(¢) dt. 


Setzen wir analog wie friiher 
KP (Ss, t) = to(8) tolt) +--+ + (8) OO) + +--+ 19) WO, 
so ist 
1 
foley —/KY(s, \fO at. 
0 
Die letzte Gleichung definiert unendlichviele Funktionen zweier Variabler 
K,(s, t), K, (s, t), KP (s, t), KP (s, t), ay 


und wir wenden uns nun zu der Untersuchung der Eigenschaften dieser 
Funktionen. 


Die in dem Quadrate 0< s <1, O<t<1 definierte Funktion K, (s, ¢) 
ist tiberall gleich 1. Die Funktion Ma (s) 4,(@) ist innerhalb der Quadrate 


Qn:0<s<t, O<ts2 und Q:t<s<i, L<tK<1 
gleich 1, in den anderen beiden Quadraten 
Ve 


gleich — 1; daher ist K,(s, ¢) in Q,, und Q,, gleich 2, in Q,,, Q,, aber 
gleich Null. 


eSs<l, OSt<t und Q:0<s<i, i<t<i 


be 





7. es 
| 0 | 2 
1 
=\-— - 
2 0 
——— a Se 
1 
0 > 1 s 
(8, ¢) 
An den Geraden s = ; bezw. t=+ ist die’ Funktion K,(s,#) natiirlich 


gleich dem arithmetischen Mittel der Werte, die sie in den daselbst zu- 
sammenstoBenden Quadraten annimmt. Um noch K{)(s,¢) und K{)(s, ) 
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zu erhalten, zeichnen wir in der Figur die Werte an, die die Funktionen 
14? (8) x$2(¢) beaw. (8) 2°(f) annehmen. 


























t t 
| 1 — 
—2| 2 
0 0 0 | 
She : 2 \-2 
wet ot 2 
—2| 2 | 
camel ll 0 0 
2 |-2| 
0 bs :-’ ba 1 os 


Die Werte von K}(s,¢) und K{*(s,¢) sind daher graphisch durch die 
Figuren 

t t 

i}+— 1j}—— as 


0 d ended 








0 








a 
4| 0 
0 K}(s, t) cP «Gi K)(s, t) 1 s 




















dargestellt. Daraus ist schon das Bildungsgesetz der Funktionen K\?)(s, ¢) 
ersichtlich: Um den Wertevorrat der Funktion K"~*)(s,¢) zu erhalten, 
teilen wir das Einheitsquadrat Q in 2® gleiche Teilquadrate; in den 
Teilquadraten g,,---, q, die an der Diagonale s=¢ des Quadrates Q 
liegen, ist ; 

KP~") a 2"; 


innerhalb der anderen Quadrate ist K®"~» gleich Null. An den Stellen, 
wo diese Funktion einen Sprung erleidet, nimmt sie das arithmetische 
Mittel der Werte an, die sie in den daselbst zusammenstoBenden Quadraten 
besitzt. Um nun etwa K\) (s,¢) zu erhalten, teilen wir jedes der p ersten 
Teilquadrate g,, 9,,---, 4, der vorigen Kinteilung, die an der Diagonale 
s =t liegen, in vier gleiche Quadrate ein, wie es die Figur andeutet: 
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y= ge? + gh? + gh 4 gen (x—1,--+p). 


rary 


gh) gh? 
| 
a 


qx 


Dann ist K\),(s,¢) durch folgendes Gesetz gegeben: In den Teilquadraten 
qh), q@@® ist K®),(s,t)—2"*+'; in den Teilquadraten gi, g®" aber 
gleich 0. Innerhalb jedes anderen Quadrates ist K) ,(s, #) = K®"~"(s, t)*). 
An den Stellen, wo K') ,(s, ¢) unstetig wird (d. h. an denjenigen Stellen s, ¢, 
wo die eine der GréBen s und ¢ ein endlicher Dualbruch von der Form 
- SS a —_ ist), bestimmen wir sie nach der oben erwahnten Regel. 

Um die Richtigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, nehmen wir an, 
es sei fiir K®"~")(s, ¢) richtig; es ist nun 

KM (8, #) = KP", t) + 2.) a. ©- 


Da aber 7®),(s) nur im Intervalle 0< s Sz von Null verschieden ist, 
so kann K\),(s,¢) nur in dem Quadrate 
O<s<un, OSt<S 
d. h. in g, von K®"~")(s, ¢) verschieden sein. Da aber 
72...(8) 22...) = 2" ist in den Teilquadraten g{-, g*), 
=—— 2" ist in den Teilquadraten g%*), gi , 
so folgt, daB K\),(s,¢) den soeben angegebenen Wert hat: 
K) (s, t) a= Qr+i in qi 2, qe? 
=0 in gf”, g@, 


Bezeichnen wir mit f(s) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne inte- 
grierbare Funktion, die im Intervall [0, 1] definiert ist, und mit s =a 
eine beliebige Stelle des Intervalls. Es ist dann 


[Flay = [ K(a, t) fat; 


nehmen wir fir den Augenblick an, daB a kein endlicher Dualbruch von 
der obigen Form sei, so ist die Funktion K‘?)(a,#) von ¢ tiberall gleich 


Null mit Ausnahme eines Intervalls i‘), dessen Linge I?) gleich — 


*) d. h. gleich 2” in den Teilquadraten Gp419"* 
Pankt s, ¢ nicht in einem dieser Quadrate liegt. 


‘+%n und gleich 0, wenn der 
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oder =; ist. In diesem Interval i”) ist aber K((a,t)—7 und wir 


finden daher 


fa, NY = yn frat. 


Ist hingegen a ein endlicher Dualbruch, so ist K‘”)(s,¢) in einem Inter- 
valle i‘?) von Null verschieden, dessen Linge 


Ti P) = oO der = 


1 
tsa =i 
ist; der Wert von K\?(s,¢) in diesem Intervall ist aber gleich in und 
wir erhalten daher auch in diesem Falle 


aly ==, oe dt. 
7 i(p 


In beiden Fallen ist daher die Lange des Integrationsintervalls — das 
den Punkt ¢=a enthilt — gleich dem reziproken Wert des vor dem 
Integral stehenden Faktors. 


Nun konvergieren aber ”) und /(”) mit wachsendem n gegen Null, 
und es konvergieren daher die Partialsummen [/f(a)]'”) gegen 


Lp Jiro dt. 
(4) 
Da die Intervalle i”) sich mit wachsendem » in den Ponkt ¢=a zu- 
sammenziehen, so ist dieser Grenzwert nichts anderes als der Wert des 


Differentialquotienten von , f f(t) dt nach s an der Stelle s = a: 


L r. fe Lae ( fra = 


und wir haben das aan Ist f(s) eine beliebige Funktion, so konvergieren 
die Teilsummen ihrer Entwicklung an jeder Stelle s =a, wo der Differential- 


quotient 4 ( fi f(t) dt) existiert, und stellen diesen Wert dar. 
; 


Da aber — nach einem Satze von Lebesgue — 


i foe) 








| 


368 A. Haar. 


mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null iiberall existiert und mit f(s) 
tibereinstimmt, so folgt daraus: die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion 
nach den Funktionen unseres Orthogonalsystems konvergiert an jeder Stelle 
mit Ausnahme einer Punktmenge vom Mafe Null. 

Ist aber f(s) an jeder Stelle des Intervalls stetig, so ist bekanntlich 
fiir jede Stelle ohne Ausnahme 


f(s) = 4. ( J f(t)at), 


d. h. die Fourier-Entwicklung einer beliebigen stetigen Funktion (in bezug auf 
unser Orthogonalsystem 1) konvergiert an jeder Stelle des Intervalls [0, 1}.*) 


§ 3. 
Weitere Eigenschaften des orthogonalen Funktionensystems ,. 


Wir wollen jetzt einige weitere Eigenschaften unseres Funktionen- 
systems ableiten, die jenen Siitzen der Theorie der trigonometrischen 
Reihen entsprechen, die man dort durch verschiedene Summationsmethoden 
erhiilt. 

Aus dem Umstande, daB die Funktionen K\)(s, ¢) stets positiv sind, 
schlieBen wir folgenden Satz: 

Bleibt die im Intervall [0,1] im Lebesgueschen Sinne integrierbare 
Funktion f(s) zwischen den Grenzen m und M: 

m<f(s)< M, 
so bleiben auch alle Teilswmmen der in bezug auf x gebildeten Fourier- 
Reihe von f(s) zwischen diesen Grenzen: 
m<Ifky < Me. 
In der Tat, es ist z. B. 


[F(s)]? = [KP (s, t) f(t) dt< Mf Kos, tat = M. 
0 0 


Es sei nun s =a eine beliebige Stelle des Intervalls [0,1]. Da bei 
geniigend groBbem m die Funktionen K®)(a,¢) sicherlich verschwinden, 
wenn 

O0<t<a-—« 
oder wenn “ithe 
a+e<t<l 


*) In einer kirzlich in den ,,Jahresberichten der deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung* (1910) erschienenen Note hat Herr Faber mein Orthogonalsystem zum Gegen- 
stande seiner Untersuchungen gemacht und leitet meine Satze von neuem ab. Sein 
Beweisverfahren ist aber von dem hier gegebenen nicht wesentlich verschieden. 
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ist, wie klein auch die positive Zahl ¢ gewiahlt ist, so ist 
at+e 


[Mal]? = KP(a, t) fat, 


sobald » eine bestimmte Grenze iiberschreitet. Da in dieser Formel das 
Verhalten der Funktion f(s) in den Intervallen 0O<s<a—e bezw. 
a+e<s<1 gar nicht zum Ausdruck kommt, schlieBen wir daraus, dab 
die Konvergenz der in bezug auf x gebildeten Fourier-Reihe einer willkiir- 
lichen Funktion an der Stelle s = a nur von dem Verhalten dieser Funktion 
in der Umgebung dieser Stelle abhéngt: 

Stimmen die Funktionen f(s) und g(s) in einem noch so kleinen Inter- 
valle iiberein, so kann man einen Index N so angeben, dap, sobald n > N 
ist, alle [f(s)|” und [g(s)]” in diesem Intervall ebenfalls iibereinstimmen. 

In Verbindung mit dem Hauptsatze des vorigen Paragraphen liefern 
diese letzten Ergebnisse den folgenden Satz: Die in bezug auf x gebildete 
Fourier-Reihe einer Funktion f(s) konvergier: an jeder Stetigkeitsstelle von 
f(s) gegen diese Funktion. 


§ 4. 
Verschiedene Verallgemeinerungen. 


Wir kénnen das soeben konstruierte Orthogonalsystem in verschie- 
denen Richtungen verallgemeinern, ohne seine wesentlichen Eigenschaften 
zu zerstéren. Wir wollen jetzt einige dieser Verallgemeinerungen andeuten. 

Wir kénnen vorab ein allgemeineres Einteilungsverfahren der s-Achse 
zur Konstruktion eines ahnlichen Orthogonalsystems in folgender Weise 
benutzen: Die erste Funktion des Systems sei wiederum gleich 1; sodann 
wihlen wir eine beliebige Stelle im Intervall [0,1], etwa «,, und kon- 
struieren eine Funktion 7,(s), die in den Intervallen [0, a] bezw. [a,, 1] 
konstant ist und auBerdem die beiden Bedingungen 


1 1 
J nu(s)ds =0, J (j, (8)? ds = 1 
é n) 


befriedigt. Wir wihlen sodann zwei Stellen af!) und of bezw. in den 
Intervallen [0, «,] und [a@,, 1] beliebig, und bestimmen die Funktionen 
Z$?(0) und 7(s) durch die folgende Regel: 7{)(s) verschwinde in [«,, 1] 
und nehme in den Intervallen [0, «{!] und [e{, «,] je einen konstanten 
Wert an, die so gewahlt sein mégen, dab 


I 1 
S@Oas=0, —fG@o)ds=1 
° 0 


Mathematische Annalen. LXIX. 25 








f 
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7$°(s) verschwinde aber in [0, «,] und nehme in den Intervallen 
[«,, ef] und [af), 1] je einen konstanten Wert an, die so gewahlt seien, 
daB die Relationen 


SH@ds=0, [Gods =1 


erfillt sind. Nun wihlen wir vier Stellen a, af, af, a, die bezw. in 
den Intervallen [0, af], - - -, [a, 1] liegen mégen, und konstruieren in ent- 
sprechender Weise die Funktionen 7{(s), -- -, 7{%(s); und so fahren wir 
fort. Wir setzen wiederum fest, dab an den Sprungstellen die Funktionen 
immer gleich dem arithmetischen Mittel der Werte seien, die sie in den 
daselbst zusammenstoBenden Intervallen annehmen. 

Bilden die so gewihlten Stellen «) eine tiberall dichte Punktmenge, 
so kénnen wir in genau derselben Weise wie friiher S. 362 schlieBen, 
daB das so definierte Orthogonalsystem vollstindig ist. Um zu zeigen, dab 
dieses Funktionensystem auch die Eigenschaft besitzt, daB alle stetigen 
Funktionen auf die Fouriersche Weise in eine Reihe entwickelbar sind, 
die nach den Funktionen dieses Systems fortschreitet, bemerken wir, daB 
die Funktionen 


E26, ) = Ie) +--+ POO +--+ PO WPO 
fiir jedes Wertepaar n, p positiv bleiben und dab 


1 
| K2\(s,t)dt=1 
0 


ist. Bezeichnen wir also wiederum mit [f(s)]”) die endliche Summe, die 
wir erhalten, wenn wir die Fourier-Reihe der Funktion f(s) bei dem 


Gliede z9)(s) { f() Z(t) dt abbrechen, so ist 


(17) [f(s] — [ KL, t) f(é) at; 


und da die Funktionen K)(s, ¢) stets positiv sind, so schlieBen wir daraus, 
daB [f(s)|” stets zwischen dem Maximum und Minimum von f(s) bleibt. 
M. a. W. die vermége der Gleichung (17) gegebene Zuordnung erfiillt 
alle Bedingungen unseres Hilfssatzes S. 350, woraus folgt, daB die in 
bezug auf das betrachtete Orthogonalsystem gebildete Fourier-Reihe einer be- 
liebigen Funktion f(s) gleichmipig gegen diese Funktion konvergiert, wenn 
f(s) in dem Bereiche des Orthogonalsystems liegt. 

Nun ist aber unmittelbar klar, dab jedes endliche Aggregat unserer 
Orthogonalfunktionen eine streckenweise konstante Funktion ist; umgekehrt 
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ist aber auch jede streckenweise konstante Funktion, die nur an endlich 
vielen Stellen a) einen Sprung erleidet und an einer solchen Stelle gleich 
dem arithmetischen Mittel der Werte ist, die sie in den daselbst zu- 
sammenstoBenden Intervallen annimmt, ein endliches Aggregat unserer 
Orthogonalfunktionen. Da aber die Sprungstellen a) iiberall dicht im 
Intervall [0,1] verteilt sind, so sehen wir unmittelbar, daB man jede 
stetige Funktion durch eine solche streckenweise konstante Funktion be- 
liebig approximieren kann. Damit ist aber gezeigt, daB der Bereich unseres 
Orthogonalsystems alle stetigen Funktionen wmfaBt, und daher konvergiert 
die Fowrier-Reihe jeder stetigen Funktion gleichmifig im ganzen Intervall. 
Es macht auch gar keine weiteren Schwierigkeiten, den Beweis zu er- 
bringen, daB die Reihe jeder integrierbaren Funktion mit AusschluB einer 
Nullmenge iiberall konvergent ist. 

Eine weitere Verallgemeinerung unseres Orthogonalsystems kénnten 
wie dadurch erhalten, daB wir statt der Zweiteilung der Intervalle eine 
Dreiteilung oder Vierteilung usw. vornehmen; dann definieren wir in 
gleicher Weise wie friiher ein vollstindiges orthogonales Funktionen- 
system, indem wir bei jeder Teilung der Intervalle ein endliches System 
von streckenweise konstanten Funktionen konstruieren, die auf jeder vor- 
hergehenden Funktion orthogonal stehen und die in den geteilten Inter- 
vallen je konstante Werte annehmen. Definiert man — was ja stets mig- 
lich ist — bei jeder Einteilung eine solche Anzahl von Funktionen, dab 
keine nicht identisch verschwindende streckenweise konstante Funktion 
existiert, die auf allen bisher definierten Funktionen orthogonal steht und 
nur an den Einteilungspunkten dieser Einteilung einen endlichen Sprung 
erleidet, so sind — wenn die Einteilungspunkte eine tiberall dichte Punkt- 
menge bilden — die so erhaltenen Funktionensysteme in dem allgemeinen 
Sinne vollstiindig, daB jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion, 
die auf allen Funktionen des Systems orthogonal steht, mit Ausnahme 
einer Menge vom Mafe Null verschwindet. Sie alle besitzen die oben 
angegebene Konvergenzeigenschaft, und schlieBlich gilt auch der Satz, daB 
die Konvergenz der Fourier-Reihe (in bezug auf diese Funktionensysteme) 
einer Funktion an einer Stelle nur von dem Verhalten der Funktion in 
der Umgebung dieser Stelle abhingt. 


25° 
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Einleitung. 


Von der vorliegenden Abhandlung kann nur der erste Paragraph als 
unmittelbare Fortsetzung oder Ergiinzung meiner im 66. Annalenbande ver- 
éffentlichten Untersuchungen iiber stetige Funktionen gelten. Wenn ich 
trotzdem die folgenden Ausfiihrungen nicht in mehrere Einzelabhandlungen 
trenne, so geschieht es, weil die verschiedenen Uberlegungen, die ich 
anstelle, eine gemeinsame Wurzel haben. 

Dieser Grundgedanke ist aiuBerst elementarer Art, scheint mir aber 
bisher noch nicht geniigend ausgebeutet worden zu sein: Ich zerlege die 
stetige Funktion f(x) (0<2< 1) in die zwei Summanden: 


(1) f(2) _ F, (2) + R,(2), 
wo y= F(x) das Polygon bedeutet, das mit Ecken in den Punkten 


x£ -5 der Kurve y = f(x) einbeschrieben ist; ich setze ferner 


(2) f,(2) = F(x) — F,_1(2), 
sodaB also 
(3) F (2) = fo(z) +f@) +--+ +h@ 


wird. Der Linienzug y=/f,(x) besteht aus den Schenkeln von 2"~-? 


gleichschenkligen Dreiecken, deren Grundlinien die Strecken (0, = i)» 
1 2 e-'-1 , 

(==1 zi)" es ‘ 1) bilden; die der y-Achse parallelen und 

je nach ihrer Richtung mit dem positiven oder negativen Vorzeichen 

versehenen Héhen dieser Dreiecke bezeichne ich der Reihe nach mit 

J,, 43, 45,---,."-1 oder kiirzer mit dem gemeinsamen Symbol 4,; 


n n n n 


2 2 2 2 
die gréBte der 2"-! Zahlen |d,| wird mit 0,, die kleinste mit 0, be- 
zeichnet. 

Nachdem diese paar Worte iiber die Bezeichnungsweise vorausge- 
schickt sind, diirften nicht nur die drei Abschnitte, sondern sogar fast 
alle Paragraphen dieser Arbeit fiir sich verstiindlich sein, ohne daB der 
Leser sich an die Reihenfolge zu halten oder meine vorhergehende Arbeit 
zu kennen braucht. 

In letzterer hatte ich mir die Aufgabe gestellt, eine stetige Funktion 
durch méglichst einfache Daten zu bestimmen und teils notwendige, teils 
hinreichende Bedingungen aufzustellen, denen jene Daten geniigen miissen, 
wenn die Funktion differenzierbar oder rektifizierbar sein soll.*) Als 


*) Mir war damals eine Arbeit des Herrn Steinitz (Math. Ann. Bd. 52) ent- 
gangen, der beziiglich der Differenzierbarkeit von aihnlichen Erwigungen ausgehend 
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solche bestimmende Daten waren die Funktionswerte an den rationalen 
Stellen ungeeignet, weil sie wegen der vorausgesetzten Stetigkeit noch zu 
abhingig voneinander sind; die Fourierschen Konstanten konnten den 
Zweck, den ich im Auge hatte, auch nicht erfiillen, weil sie nicht un- 
mittelbar genug die Funktion bestimmen. Dagegen erwiesen sich die 
vorhin definierten Zahlen 0, als recht zweckmibig. 

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit gelingt es mir nun 
die damals gefundenen einfachen Bedingungen der Differenzierbarkeit und 
Rektifizierbarkeit zu verscharfen und zu erweitern. (Vgl. die Zusammen- 
stellung auf S. 380—381.) 

Im gweiten und dritten Paragraphen gehe ich auf den Zusammenhang 
zwischen Rektifizierbarkeit und Differenzierbarkeit ausfihrlich ein, ins- 
besondere auf die Frage, ob rektifizierbare Kurven Tangenten besitzen miissen. 
Es ist dies ein Problem, das man ganz dhnlich wie die zuerst von 
WeierstraB entschiedene Frage, ob die Stetigkeit einer Funktion deren 
Differenzierbarkeit wenigstens an gewissen Stellen nach sich zieht, als zu 
den Grundlagen der Geometrie gehérig zihlen kann, da seine Liésung, 
wenn auch in andrer Weise als die auf den axiomatischen Aufbau aus- 
gehenden Untersuchungen, einen wesentlichen Beitrag zur Analyse unsrer 
Raumanschauung liefert. 

Dieses Problem harrte noch lange, nachdem WeierstraB gezeigt hatte, 
daB die Stetigkeit einer Funktion in keiner Weise ihre Differenzierbarkeit 
zur Folge hat, der Lésung. Es wurden zwar Beispiele genug konstruiert 
von rektifizierbaren Kurven, auf denen die Punkte ohne Tangenten iiberall 
dicht lagen, und es haben sich jedenfalls viele Mathematiker bemiiht, 
eine rektifizierbare Kurve ohne irgend welche Tangenten zu konstruieren. 
Diese Bemiihungen muBten erfolglos bleiben weil sie nach einer falschen 
Richtung zielten; denn im Jahre 1904 zeigte Herr Lebesgue*), daB die 
Punkte, an denen eine rektifizierbare Kurve 
(4) z=9(8), y= ¥(s) (s — Bogenliinge) 
keine Tangenten besitzt, fiir die Variable s eine Menge vom Mae Null 
bilden. 

Wenn ich nun im zweiten und dritten Paragraphen diesen Satz auf 
einem ganz andern Wege nochmals beweise, so tue ich es nicht etwa des- 
wegen, weil ich an dem Beweis des Herrn Lebesgue etwas auszusetzen 


zu analogen Resultaten gelangte. — Mit den Untersuchungen des Herrn Brodén iiber 
stetige Funktionen stimmen die meinen fast nur im Ausgangspunkt iiberein, nimlich 
darin, daB wir beide eine Kurve als Grenzlinie einbeschriebener Polygone auffassen. 
Von dem gleichen Untersuchungsmittel machte neuerdings auch Herr Sellerio 
(Palermo Rendiconti Bd. 28 (1909)) Gebrauch. 

*) Legons sur ]'Intégration, Paris 1904, S. 125. 
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hatte. Ich glaube vielmehr, daB nach der ausfiihrlichen Auseinandersetzung 
zwischen Herrn Lebesgue und Herrn Beppo Levi*) alle Punkte der 
Lebesgueschen Untersuchung, die noch einer Aufklirung bedurften, diese 
gefunden haben**). Immerhin diirfte fiir jenen prinzipiell wichtigen 
Lebesgueschen Satz ein zweiter Beweis willkommen sein, der mit der 
Rechnung so nahe, wie sich dies als méglich erwies, der Anschauung folgt, 
und der iiberdies ganz elementar ist im Gegensatz zu dem Lebesgueschen, 
der dessen Integrationstheorie voraussetzt. Es war tiberhaupt in der ganzen 
Arbeit mein Bestreben, den geometrischen Grundgedanken, der wohl immer 
bei derartigen Untersuchungen den Ausgangspunkt fiir den Beweis bildet, 
durch analytische Entwicklungen woméglich nicht tot za machen; freilich 
la8t sich kaum vermeiden, daB hiiufig durch die bei einer strengen Beweis- 
fiihrung unvermeidlichen analytischen Weitlaiufigkeiten der leitende geo- 
metrische Gedanke in den Hintergrund gedrangt wird. 

Im vierten Paragraphen konstruiere ich dann noch eine rektifizierbare 
Funktion, die ,méglichst wenig differenzierbar“ ist. Ich verdffentliche 
dieses Uberbleibsel aus der Zeit, wo meine Untersuchungen auf das 8. 374 
erwahnte falsche Ziel gerichtet waren, weil jenes Beispiel sehr einfach und 
instruktiv ist, und weil sich nebenbei die Beantwortung einer mengen- 
theoretischen Frage ergibt. 


Im zweiten Abschnitt (§§5,6) gehe ich auf die Darstellung einer 
stetigen Funktion durch eine Fouriersche Reihe ein; eine endliche oder 
sogar unendliche Anzahl von Sprungstellen kann man sehr leicht hinter- 
her zulassen.***) Ich gelange auf einem iiberraschend einfachen Wege 
zu der bekannten Lipschitz-Dinischen Konvergenzbedingung, die in den 
Lehrbiichern gegeniiber der Dirichletschen hiufig vernachlissigt wird; 
auch fiir die letztere Bedingung, sogar fiir die allgemeinere Jordansche 
gebe ich eine sehr einfache Ableitung. Im sechsten Paragraphen diirften 
u. a. stetige, durch sehr einfache analytische Ausdriicke definierte Funk- 
tionen interessieren, deren Fourier-Reihe divergiert, z. B.+) 


fle) = 3, sin 22+ (<2<2z). 


*) Rendiconti della Reale Accad. dei Lincei Bd. 15 (1906), 1. Semester, S. 433, 
551, 674; 2. Semester, S. 8, 358; Bd. 16 (1907), 1. Semester, S. 92, 283. 

**) Ein leicht zu verbesserndes Versehen des Herrn Lebesgue auf S. 128 seines 
Buchs ist so offenbar, daB es auch ein wenig aufmerksamer Leser bemerken muB. 

***) S. Kneser, Math. Ann. Bd. 58 (1904). Lebesgue, Legons sur les séries trigono- 
métriques, Paris 1906, 8. 47. 

+) Wabrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit hat Herr Fejér fast genau 
das gleiche Beispiel im 187. Bande des Crelleschen Journals verdffentlicht. 
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Im dritten Abschnitt endlich (§§ 7—10) gehe ich auf ein Problem 
ein, das wohl Alter und ebenso wichtig ist als das der Darstellung von 
Funktionen durch Fouriersche Reihen, das aber bisher die verdiente Be- 
ricksichtigung nicht gefunden hat; ich meine die Frage, ob 


(5) lim Jy(fa)) = f(z) 
ist, wenn unter Jy(f(x)) diejenige trigonometrische Reihe 


(6) Ix(f@) = 2+a, cos x + a, cos 24 +---+aycos Nx 


+6, sina+--- + by sin Nx 
verstanden wird, die fiir z = eyi (k=0,1,---, 2N) [ oder auch fir 


t= = (k=0, 1, ---, 2N— 1)*)| die gleichen Werte annimmt wie f(z). 


Es scheint, dab zur Beantwortung dieser Frage nach der Konvergenz 
der trigonometrischen Interpolation — von fast selbstverstindlichen Fallen 
abgesehen — ein Ansatz iiberhaupt noch nicht gemacht wurde. Ich 
komme zu dem Ergebnis, dab unter sehr allgemeinen Bedingungen die 
Beziehung (5) besteht, z. B. immer, wenn f(x) der Lipschitz-Dinischen 
oder der Dirichlet-Jordanschen Bedingung geniigt (§ 7). Andererseits 
gibt es stetige Funktionen, deren trigonometrische Interpolation divergiert 
oder ungleichmaBig konvergiert (§ 8), und dies kann vorkommen, wenn 
gleichzeitig die Fouriersche Reihe der betreffenden Funktion gleichmiabig 
konvergiert. Auch der entgegengesetzte Fall: Konvergenz der trigono- 
metrischen Interpolation und gleichzeitige Divergenz der Fourierschen 
Reihe, ist bei einer stetigen Funktion méglich. Daraus geht hervor, dab 
friiher unternommene unzulingliche Versuche, die eine Darstellungsart aus 
der anderen abzuleiten, nur nach weiteren einschriinkenden Voraussetzungen 
iiber die stetige Funktion f(x) korrekt gemacht werden kénnen (§ 9). 

Im letzten Paragraphen untersuche ich das Verhalten der trigono- 
metrischen Interpolationsformeln an einfachen Sprungstellen der darzu- 
stellenden Funktion. 

Die Methoden der vorliegenden Abhandlung lassen sich auch fir 
andere Probleme verwerten, z. B. fiir die Untersuchung der nach Kugel- 
fanktionen fortschreitenden Reihen und fiir die Untersuchung der Kon- 
vergenz der Gaufschen Interpolation, bei der die Nullstellen der Legendre- 
schen Polynome Interpolationsstellen sind. Doch verzichte ich, um die 
vorliegende Abhandlung nicht zu groB werden zu lassen, auf diese An- 
wendungen meiner Methoden. 


*) by ist in diesem Falle willkiirlich und wird am einfachsten = 0 gesetzt. 
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I. Abschnitt. 
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Rektifizierbarkeit. 


§ 1. 
Bedingung fiir die Nichtdifferenzierbarkeit stetiger Funktionen. 


Die Zahlen 6,, die ich im 65. Bande der Annalen eingefiihrt und 
deren Definition ich in der Einleitung der vorliegenden Abhandlung wieder- 
holt habe, gestatten in sehr anschaulicher Weise einen Einblick in die 
infinitesimale Struktur der Funktionen einer reellen Verinderlichen. Wahlt 


man die 8, z. B. so, daB 50, konvergiert, so ist die zugehérige Funktion 
sicher stetig; andererseits geniigt, wie ich in jener ersten Arbeit iiber 
diesen Gegenstand gezeigt habe, die weitere Erfiillung der Bedingung 
lim 2”8, = co, 

damit in jedem Iatervalle Stellen ohne endlichen Differentialquotienten 
existieren. 

Nunmehr will ich zeigen, daf die Erfiillung der viel weniger ver- 
langenden Bedingung be 
(7) lim 2”6, > 0 
oder, was dasselbe ist, die Existenz wumendlich vieler ganzer Zahlen 
n,(v = 1, 2, 3,---), fiir welche sémtlich 


(7) 2%0,,>g9>0 


ist, die Richtigkeit der viel mehr aussagenden Behauptung zur Folge hat, 
dap an keiner Stelle ein endlicher Differentialquotient existiert. 


Ich setze wieder (vgl. (2), (3)) f(x) -> f,(%) und >t) = R,(2). 
0 


n+1 
Es sei nun zunichst x nicht dyadisch rational; x +h, und +h, 
seien die beiden der Zahl x (zu beiden Seiten) zuniichst gelegenen Briiche 


der Form oa (wo m, irgend eine der vorhin erwahnten Zahlen n,, n,,--- 


ist) und zwar seien die Indizes so gewahlt, daB der Zahler 7 von x +h, 
ungerade ist, die Kurve y = /,, (x) hat also in 2 +h, ein Maximum oder 
Minimum, in « +h, eine Nullstelle.*) Dann ist 


*) Der Leser wird gebeten, sich die zur Veranschaulichung hier und an andern 
Stellen etwa wiinschenswerten Figuren selbst zu zeichnen. 
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fle+h)—fiz) fe+h)—f@)  Cfe+h)-£,@  fe+h)—£,@) 
(8) oS - em — > ieee 


h, 








Was in der ersten Zeile auf der rechten Seite von (8) steht, ist 
gleich Null, weil jede der Kurven y = /,(x) fir » <n, zwischen z + h, 
und «+h, aus einem einzigen Geradenstiick besteht; die rechte Seite 
von (8) reduziert sich daher auf R,, (2) (i ~ x ist also (da h, und hy 
entgegengesetzte Vorzeichen haben) dem absoluten Betrage nach gleich 
|e, @)| (a5 + nm) > |B, (2)| ik): Damit ist festgestellt, daB an der 
Stelle x ein endlicher Differentialquotient sicher nicht vorhanden ist, 
wenn nicht 
(9) lim n Re, @) 5 ~~ =0 


ist (h, hiaingt hier natiirlich auch von x ab). 

Ist aber (9) erfiillt, so zeigt die Vergleichung zweier anderer Zu- 
wachsverhiltnisse, daB f(x) an der betrachteten Stelle 2 keinen endlichen 
Differentialquotienten besitzt. 

Es sei nimlich 2 +h, diejenige Nullstelle der Funktion /,, (x), die 
auf der gleichen Seite von x wie z +h, der Stelle z zuniichst gelegen 
ist; dann ist 





my —1 
f(e+h)—f@) _ fet+th)—f@) fle+h)—f(z) _ fr(e+h,)—fr@) 
5a. pecan See eee melee Set 
0 


+ 


1 


) 


4 Bag(t+h,)— Rog (@) _ Beng (Dy) — Reng (2) 
h, h, 


Fray (@ + hy) — fang (@) __ fay (@ + hy) — Fry (@) 
Ly ay h h, 


Ry (@+h,)— Reng (2) _ Rng (@-+Iy)— Bry (2) 





+ h, h, 
Die erste Zeile der rechten Seite ist hier wieder gleich Null (aus dem 
gleichen Grunde wie bei (8)); von der zweiten Zeile ist das erste Glied 


fet ») — fax @) gleich 2"*d,,,; der zweite Quotient fo @ + m) — fre ®) doy 








zweiten "Yaile hat das entgegengesetzte Vorzeichen wie a erste (die 
beiden Nenner sind gleich bezeichnet, die Zihler ungleich bezeichnet); die 
zweite Zeile ist daher wegen (7°) dem absoluten Betrage nach >g; die 


dritte Zeile dagegen reduziert sich auf R,, (x) (-; ve +4) also dem ab- 


soluten Betrage nach auf | R,, (x)|- (a —7 i) < R,, (2) 5 - Ist also die 





Beziehung (9) erfiillt, so wird fiir aia groBe x die ‘linke Seite von 
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(10) dem absoluten Betrage nach >g und damit ist gezeigt, daB an 
keiner dyadisch nicht rationalen Stelle x ein endlicher Differentialquotient 
existiert, sobald die Bedingung (7’) erfiillt ist. 

Fiir ein dyadisch rationales 7 = < ist R,,(v) = 0, sobald n,>m 
ist, dann ist also (9) immer erfillt; in vélliger Ubereinstimmung mit den 
fiir dyadisch nicht rationale z gemachten Festsetzungen verstehe man unter 


x+h, irgendeine der zwei Zahlen x + = oder + — = und unter z + h, die 
Zahl x + = bzw. 2 — = Unter diesen Voraussetzungen betrachte man 


wieder Gleichung (10), deren rechte Seite sich auf das eine Glied 
fn, (x + *) aot fry (zx) _ Qny a. 





reduziert, das dem absoluten Betrage nach >g ist. Damit ist auch fiir 
die dyadrisch rationalen x die Nichtexistenz einer endlichen Derivierten 
gezeigt, ja sogar die Nichtexistenz sowohl einer endlichen vorderen als 
einer endlichen hinteren Derivierten, da man ja die Wahl hat, die In- 
kremente h, und h, beide positiv oder beide negativ zu nehmen. 


Einfachstes Beispiel: 8, = $i analytisch liBt sich die zugehérige 
nirgends differenzierbare Funktion f(x) folgendermaBen definieren: y = p(x) 


sei periodisch mit der Periode 1 und bestehe zwischen z = 0 und x = 1 
aus der gebrochenen Linie, die den Punkt 7 = + y= = mit den beiden 


Punkten a =0, y=0; r=1, y=O verbindet; f(x) ist dann gleich 
> Pa g(2’x). Dieses Beispiel wurde in anderer arithmetischer Kinkleidung 
0 


und mit anders gedachter Beweisfiihrung zuerst von Herrn Takagi in 
den Sitzungsberichten der Mathematischen Gesellschaft zu Tokyo*) ver- 
éffentlicht. Bei diesem Beispiel, und allgemein wenn lim 2”6,>0 ist, 


lieBe sich iibrigens leicht auch die Nichtexistenz endlicher vorderer und 
hinterer Derivierter nachweisen. 
Setzt man dagegen statt (1) voraus, dab 
lim 2”d, = 00 
ist, so findet man, daB an jeder Stelle x wenigstens eine der vier Derivierten 
unendlich ist; das Beweisverfahren bleibt genau das gleiche wie das so- 
eben auseinandergesetzte; nur hat man statt von (7’) von der Relation 





*) Nr. 17 (1998). 
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2*d,, >g, mit lim g, = co auszugehen und statt der beiden Fille, ob 


lim R,, 5, = 0 ist oder nicht, die beiden anderen zu unterscheiden, 


ob R,, (a) 5 = unter einer endlichen Grenze bleibt oder nicht. 


Beatiglich der Rektifizierbarkeit méchte ich noch eine kurze er- 
ganzende Bemerkung nachtragen, von der 8. 408 und S. 423 Gebrauch 
zu machen ist. Bezeichnet man die Summen der absoluten Betriige der 
2’-* zum gleichen Index » gehérigen Zahlen 6, mit A,: 

4, = |61|+ 93 | [+oo-+ Pep 
2” | 2” | | 2” 


so habe ich schon konstatiert (Math. Ann. Bd. 65, 8. 87), daB die Kon- 
vergenz von >, eine hinreichende Bedingung fiir die Rektifizierbarkeit 


ist; ich will nan andererseits zeigen, daB es fiir die Rektifizierbarkeit not- 
wendig ist, daB simtliche Zahlen A, unterhalb einer von v unabhiingigen 
endlichen Grenze bleiben, m. a. W.: falls lim A, = co ist, ist die Kurve 
y = f(x) nicht rektifizierbar. eke 

Die Gesamtschwankung V(f(x)) der rektifizierbaren Funktion f(z) ist 
endlich und Grenzwert der Gesamtschwankungen V(F’,(x)) der Funktionen 
F(a) = fy(x) + f(x) +---+ f,(@); es bleiben daher die simtlichen Werte 
V(F,,(@)) unterhalb einer von » unabhingigen Grenze G*). Nun ist nach 
Definition 

A, = Vita) = ViF@ — F,_,@) 
and daher 
4,< V(F,@) + ViF,-1@) 
< 2G. 

Man kann nun die erhaltenen Resultate iiber die Abbingigkeit der 
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Rektifizierbarkeit einer Funktion von den 4, 
in folgender Weise kurz und iibersichtlich zusammenstellen. 

Bedingungen: 

1. der Stetigheit: 

a) notwendige: lim 6, = 0, 


b) hinreichende: >, konvergent ; 


2. der Differensiorberkeit: 
a) notwendige: lim 2"6, = 0; ist diese Bedingung nicht erfiillt, so 
existiert an keiner einzigen Stelle ein endlicher Differential- 
quotient ; 





*) Mithin auch V(R,,(a)). 
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b) hinreichende: "5?2*8, Konvergent; ist diese Bedingung erfilllt, 


1 
so existiert an jeder Stelle eine endliche vordere und eine end- 
liche hintere Derivierte, die hichstens an den dyadisch rationalen 
Stellen voneinander verschieden sein kinnen; 
3. der Rektifizierbarkeit: 
a) notwendige: lim A, endlich, 


b) hinreichende: > A, konvergent. 
1 


§ 2. 
Uber die Tangenten rektifizierbarer Kurven. 
y=f[(x) sei zwischen x =0 und x=1 stetig; auBerdem setze ich, um 
schrittweise vorzugehen, voraus, daB der Quotient fey fe) sobald x 


und 2’ zwei Zahlen des bezeichneten Intervalls sind, zwischen endlichen 
Grenzen bleibt, als welche ich + 1 und — 1 annehme: 
(11) Mon l<1. 
Dann liegen an jeder Stelle x auch die vier Derivierten von /(#) zwischen 
—1 und +1; ferner ist wegen (11) in irgend einem Intervalle (x, x’) die 
Schwankung von f(x), dh. die Differenz zwischen dem Maximal- und 
dem Minimalwerte von f(x) kleiner als die Liinge des Intervalls, daher 
auch die Gesamtschwankung von f(x), d. h. die obere Grenze der Summe 
der Schwankungen von f(x) in aneinanderstoBenden, die Strecke 01 er- 
fiillenden Intervallen kleiner als die Linge 1 des Gesamtintervalls. Daraus 
folgt aber bekanntlich, dab y = f(x) eine endliche Bogenlinge hat. 

Ich zahle die Bogenlinge S(z) vom Punkt «= 0 ab, die Linge der 
ganzen Kurve ist also = S(1). Ferner beschreibe ich der Kurve die ge- 
brochene Linie L, mit der Gleichung 


y = F,(2) 
ein, die ihre Ecken in den Punkten s~0, y=/(0), 7 = 353 y= f(s); 
os, z= f(a);-: +;a—=1,y=/(1) hat; » sei so groB gewihlt, dab 


die Linge s,(1) von L, sich von S(1) um weniger als die 5° Potenz 
eines gegebenen echten Bruchs ¢ unterscheidet: 


(12) S(l)—s,(l)<é. 











382 Gore Faser. 


Ich betrachte nun ein bestimmtes der 2" Intervalle — ids < = : 


und bezeichne es mit J, (die Endpunkte werden JJ, sugesthit) beechriinkt 
man z und 2 auf Punkte von J,, so ist auber fir =z der Quotient 


fe) — fe) [also der sog. Richtungskoeffizient oder die ,Steigung“ irgend 


z—az 
einer Sehne, deren Endpunkte in J, liegen] eine stetige Funktion der 
zwei Variabeln z, xz’, mithin auch der (im BogenmaS gemessene) Winkel 
a(x, x’), den diese Sehne mit der positiven Richtung der x-Achse bildet: 
f2)—fe@). 


a(z, 2) = a(a', x) = arctg —“—— —; 
wegen der eingangs tiber f(z) gemachten Voraussetzung (11) darf a(z, 2’) 


zwischen — * und + = gedacht werden. 


Ich teile nun die Punkte von J, in 2 Klassen, sodaB jeder Punkt 
von J, einer derselben angehért:*) 

Eine Zahl x gehért zur ersten Klasse, wenn sich zu ihr ein Zahl 2’ 
von J, finden laBt, sodab 
(13) a(x, #’) — «(5 “£") 2. 2 
wird, d. h. wenn in J, eine Sehne mit dem einen Endpunkt x existiert, 
die mit der die Endpunkte von J, verbindenden Sehne einen Winkel > ¢* 
bildet (¢ ist der naémliche Bruch wie in (12)). Die tibrigen Punkte zihlen 
zur zweiten Klasse. 

Wegen der Stetigkeit von a(x, 2’) muB es zu jedem x der ersten 
Klasse eine bestimmte — d. h. am weitesten von x entfernte Zahl z’ 


geben, die allenfalls mit ss F oder at zusammenfallen kann, der Art, daB 
fiir z, 2 die Beziehung (13) erfiillt ist, wahrend es keine von x weiter 
entfernte Zahl in J, gibt, fiir die (13) ebenfalls erfiillt wire; ausnahms- 
weise kénnen zu 2 zwei fuBerste Zahlen 2 gehéren, die dann zu beiden 
Seiten von z liegen und von z gleich weit entfernt sind. Jeder Zahl x 
der ersten Klasse von J, wird so ein bestimmtes Intervall (x, x’) (oder 
(a’, x) falls 2’ << ist), in dem erwihnten Ausnahmefall zwei solcher 
Intervalle zugeordnet. Diese Intervalle haben eine obere Grenze g, < a 


Man sieht leicht ein, daB diese obere Grenze von mindestens einem 
der Intervalle (x, x’) oder (a’, x) erreicht wird. Wire dies nicht der 
Fall, so gabe es unendlich viele Intervalle (x,, z,'), (4, 2'),--- (wo 2, 


*) Doch brauchen nicht notwendig beide Klassen Punkte zu enthalten; es kann 
vielmehr vorkommen, da6 simtliche Punkte von J, der ersten oder der zweiten Klasse 
angehdren. 
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und x; >,*) Zahlen der ersten Klasse von J, sind), deren Lingen die 

Zahl g, zum Grenzwert haben. Es gibt dann mindestens eine Hiufungs- 

stellen z der Zahlen z,, die also als Grenzwert einer unendlichen Menge 

von aus den x, herausgegriffenen Zahlen z,,, 2,, --- aufgefaBt werden kann: 
x = lim 2,,. 


v=@ 


Die zugehérigen Zahlen 2, haben dann offenbar den Grenzwert 


2 =lima,,=—2+9,. 


Da fir y= 1,2--- 
(14) | ayy 26,) — a(an> ge) |e? 


ist und da die linke Seite von (13) eine stetige Funktion der x und 2’ ist, 
muB8 auch: 


(14’) | a(x, 2’)— «(x *t) | > 


sein, womit die Existenz eines Intervalls (x, x’) von der Maximallinge g, 
bewiesen ist. 

Man streiche nun dieses Intervall (oder falls mehrere Maximalinter- 
valle (x, 2’) existieren, ein beliebiges derselben) aus J; aus; das aus- 
gestrichene Intervall (und zugleich seine Lange) mége mit dem Buch- 
staben K, bezeichnet merden. 

Man mache jetzt wieder in J; die obige Klasseneinteilung, jedoch so, 
daB man fiir z und 2’ keine inneren Punkte von K, zulaBt; es gibt dann 
wieder zu jedem Punkt x der neuen ersten Klasse (vorausgesetzt natiir- 
lich, daB iiberhaupt solche Punkte noch existieren) einen ganz bestimmten 
auBersten Punkt x’ oder vielmehr ausnahmsweise auch 2 solcher Punkte, 
die Intervalle (x, x’) haben eine obere Grenze g, < g,, die von mindestens 
einem dieser Intervalle, das wir K, nennen wollen, erreicht wird. K, 
wird auf der X-Achse ausgeldscht. 

Dann macht man von neuvem die obige Klasseneinteilung, jedoch so, 
daB man fiir z, x’ keine inneren Punkte weder von K,, noch von K, zu- 
la8t, man gelangt zu einem niichsten auszustreichenden Intervall K,, dann 
zu K, usw. Das Verfahren wird ins Unendliche fortgesetzt, falls es nicht 
einmal mangels Punkte erster Klasse abbricht. 

Das beliebige Intervall K, kann offenbar von einem vorhergehenden 
K,, K,,---, K,_, keinen innern Punkt enthalten. Als Endpunkt von K, 
ist nimlich ein innerer Punkt von K,_, durch Definition ausgeschlossen; 
wenn aber ein innerer Punkt von K, zugleich innerer Punkt von K, _; wire, 








*) Diese Voraussetzung ist offenbar erlaubt. 
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so miibte K,_, ganz innerhalb K, liegen, was ausgeschlossen ist, da die 
Intervalllingen g,,9,,--- monoton abnehmen. 
Die Intervalle K,, K,,--- tiberdecken einander also nirgends, ihre 


Gesamtsumme ist daher konvergent und < J, = = 


Wie soeben fiir das eine Intervall J,, bilde man fir simtliche 
J,, J,,+-++,J~_, diese Teilintervalle und unterscheide sie durch obere 
Indizes, so daB also das soeben noch mit K, bezeichnete Intervall von 
jetat ab KY heiBt. 

Man bilde die konvergente Reihe: 


o 2%*-—1 

(15) K= >) SK. 
1 1 

Ich behaupte: Es ist 

(16) K<# 


Wire namlich K > ¢*, so kénnte man aus der unendlichen Reihe (15) 
fiir K eine endliche Anzahl von Gliedern wihlen, deren Summe K’ eben- 
falls > <«* wire. Die Endpunkte der zu K’ gehérigen Intervalle mache 
man zugleich mit den Endpunkten der Intervalle J,,J,,---,Jj»_, zu 
Ecken einer gebrochenen Linie L,, die der Kurve y = f(x) einbeschrieben 
ist (und von der jeder folgende Eckpunkt eine gréBere x-Koordinate hat 
als der vorhergehende). Es sei o(x) die Linge von L, zwischen 2 = 0 
und der willkiirlichen Stelle z. Dann gibt o(1) eine bessere Anniherung 
fiir S(1) als s,(1); es folgt daher aus (12) um so mehr 


(17) o(1) —s,(1)<&. 

Da s,(x) mit x monoton zunimmt und da |s, (x’) — s(x)| immer >|2° — 2| ist, 
entspricht jedem Intervalle (z, x’) der z-Achse ein mindestens gleich langes 
(s,(z’)—s,(@)) einer irgendwo anzunehmenden s,-Achse und der obigen 


Summe von Intervallen K’ der z-Achse eine mindestens gleich groBe 
Summe K” der s,-Achse. Und (16) wird bewiesen sein, wenn ich zeige, dab 


(18) K"<# 
ist. Man denke sich nun die Stiicke der gebrochenen Linie L, (die ihre 
Ecken in den Punkten 2 = Ll hat) gestreckt, d. h. so aneinandergefiigt, 


daB sie eine gerade Linie von der Lange s,(1) bilden und zwar die 
Strecke OS der s,-Achse. Die iiber den einzelnen Stiicken von L, noch 
tibergelagerten gebrochenen Linien, die zusammen L,, bilden, denke man 
kongruent in die neue Lage mitgenommen, sodaB iiber OS eine gebrochene 
Linie LZ’ von der Lange o(1) erhalten wird. 
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Die als unméglich nachzuweisende Annahme K” > é* besagt, daB die 
Summe der Projektionen, derjenigen Strecken von Lz, die mit OS einen 
Winkel > ¢* bilden, selbst >«* sei. Die Gesamtlinge / dieser Stiicke 
von L; ist gréBer als die durch cos (e*) dividierte Gesamtlinge K” ihrer 
Projektionen : 





K” kK” 
(19) l> —- ls re 
~ o's 
also sicher ~ 
” 2 
(20) I> K" (1+); 


andrerseits ist die Gesamtlinge IU’ der tibrigen Strecken von LZ; mindestens 
gleich ihrer Projektion s,(1) — K”: 


(21) V >s,(1) — K”. 

Durch Addition von (20), (21) erhilt man 

(22) 1+U=—6(1)>s,(1) + K" 3; 
wire nun 

(23) K" > #, 

so wiirde daraus folgen, daB 

(24) o(1) rs s, (1) > 5 ’ 


was mit (17) in Widerspruch steht, sobald « << ; ist. 


Es ist somit durch diesen ersten Schritt des Beweises gezeigt, daB die 
Summe der Intervalle K < «* ist. Es gibt also sicher unendlich viele 
Punkte, die keinem Intervall K,“ angehéren. 

Es seien — und & zwei verschiedene Punkte, die in einem und dem- 
selben Intervall J, liegen und Intervallen K,“) iiberhaupt nicht oder 
héchstens als Endpunkte angehéren; verbindet man die zu diesen Punkten 
gehérigen Punkte der Kurve y = f(x), so bildet diese Sehne mit der die 
Endpunkte von J, verbindenden Sehne einen Winkel, der dem absoluten 
Betrage nach < é? ist: 


(25) @(E, 8) —a (a, “pe)| <a, 


andernfalls giibe es nimlich ein Intervall K,” (k fest, i=1,2,---), welches 
kleiner als |§’—£| wiire; dieses Intervall wire dann nicht nach Vorschrift 
gewahlt worden, da es ja durch das gréBere (&, &’) hiitte ersetzt werden 
kénnen. 
Von den auBerhalb der Intervalle K{) gelegenen Punkten werden nun 
durch den gweiten Schritt des Beweises weitere ausgeschlossen, sodaB die 
Mathematische Annalen. LXIX. 26 
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noch iibrig bleibenden Punkte & die Eigenschaft haben, da8 sich an ihnen 
die zwei Derivierten 
(52) — lim 2=f© und (32) lim [—-O 


aazé lal dz, a=f az—& 


um weniger als 12 ¢ voneinander unterscheiden. 

Zu diesem Zwecke sind noch solche Punkte auszuschlieBen, die zwar 
selbst nicht K angehéren, in deren Nahe sich aber die Intervalle K” zu 
sehr hiufen. 

Dies erreicht man am einfachsten, indem man jedes Intervall K,” 


von seiner Mitte aus auf das ; -fache seiner urspriinglichen Linge aus- 


dehnt und simtliche Punkte der Strecke (0, 1) ausschlieBt, die irgend 
einem (oder mehreren zugleich) der vergréBerten Intervalle K,“) angehéren. 
Die so auf der X-Achse ausgeschlossenen Strecken ergeben aneinander- 
gereiht eine Gesamtliinge < 3; denn da die ausgeschlossenen Intervalle, 
die man in eine einfach unendliche Reihe M,, M,,--- zerlegen kann, jetzt 
im allgemeinen teilweise iibereinandergreifen, ist ihre Gesamtliinge 


2*-—1 @ 


M,+M,+---< => SK < 3s. 
1 1 


Es gibt also sicher Punkte &, die keinem der dilatierten Intervalle K” 
angehéren. 

Sei & ein solcher Punkt, der zugleich innerer Punkt eines Intervalls J, 
sei; ist dann &’ ein zweiter ganz beliebiger Punkt des gleichen Intervalls, 
so ist, wie ich sofort beweisen werde, 


| ’ k k+1 
(26) ja(é, &) —a(5, gr) | <3e 
und daher, wenn £” ein dritter, wie & ganz willkiirlicher, Punkt von JJ, ist: 
(27) a(&&") — a(E&")| < 6e. 


Ist & nicht innerer Punkt eines der urspriinglichen, noch nicht ver- 
gréBerten Intervalle K,”, so ist statt (26) die genauere Ungleichung (25) 
bewiesen; man nehme daher an, daB & innerhalb des noch nicht dilatierten 
Intervalls K,” liegt; um eine bestimmte Vorstellung zu haben, nehme 
man ap, & liege rechts von —; g sei die Linge von K,”, und &* sein 
rechter Endpunkt; dann ist 
(28) 0<—i<y, 
andererseits 
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da ja alle Zahlen &, die sich von &* um weniger als £ unterscheiden, 


bei der Dilatation von K,“ ausgeschlossen werden; aus (28), (29) folgt: 
&—é 
e—— <% 

oder 

(30) g* — & < «(*—6). 

Die zu &, &', &* gehérigen Punkte der Kurve y = f(z) bezeichne man 
mit A, A’, A*.*) Dann ist, da die Sehnen der Kurve y=/(x) mit der 
X-Achse Winkel zwischen — 45° und + 45° bilden, 

A’A*< Y2(*—8)), 
also wegen (30): Ps 
(31) A’A* < e V2 (&*—&) 
< eV2AA*. 
Ferner ist nach dem Sinus-Satze: 

sin A’AA* = S 
A’ A* 
A A* 


sin AA’ A* 


und wegen (31): . 
<<«V2, 


also im BogenmaBb: 


<x A’AA* < 2¢ (falls z Bes z)3 m. a. W: 


(32) | (EE) — a (EE*)| < 2; 

da aber nach (25); 

(33) abe) — a(S, F)|<e 

ist, folgt aus (32), (33) die behauptete Ungleichung (26) und somit auch: 
(27) |a(&&") — a(€&")| < 66 


fiir alle &’ und &”, die in geniigender Nahe des Punktes §& liegen, von 
dem nur vorausgesetzt wurde, daB er weder der Menge M, + M,+--- 
angehért, noch von der Form x ist (h=0,1,--- 2"). 

Unterscheiden sich aber zwei zwischen — * und + = gelegene 
Winkel «, « um weniger als 6¢, so ist nach dem Mittelwertsatz 
tga — tga) = SI, 

*) Man mache sich eine Figur. 


26* 
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wo # ebenfalls zwischen — = und + = liegt, also 


tg a — tg a! | <** = 126. 
2 
Aus (27) folgt daher, daB an der Stelle — die beiden Grenzwerte 


(34) dy = lim - = —fe und dy _ lim - f(x) — —f® 
dx 


one 8-8 a a 
sich um weniger als 12¢ voneinander unterscheiden. 


Fi a= 


Funktionen F(x), deren Zuwachsverhiiltnisse ——— ve) dem abso- 


luten Betrage nach nicht wie bisher angenommen < 1 waitin nur unter- 
halb einer endlichen Schranke A bleiben, lassen sich in der Form A-/f(z) 
darstellen, wo f(z) nun wieder der Bedingung (8) geniigt; fiir solche 
Funktionen gilt dann an allen Stellen €, ausgenommen diejenigen einer 
Menge, die sich in eine abzihlbare Menge von Intervallen von der Gesamt- 
linge 2¢**) einschlieBen laBt: 


(35) oY _ oY < 12s. 


Unser bisheriges Ergebnis ist, in eine Aussage zusammengefabt, 
folgendes: 
Bleiben die Zuwachsverhiiltnisse *'—!) der Funktion f(z) (0<#<1) 


dem absoluten Betrage nach weil a ciner anne Grenze**), dann lassen 
sich die Stellen x, an denen die Differenz ov _ ov griéfer ist als die be- 
liebig kleine Zahl y, in eine abzihlbare Menge von Intervallen einschlieBen, 
deren Gesamtliinge kleiner als » ist. 

Bezeichnet man noch eine lineare Punktmenge als vom Borel- 
Lebesgueschen InhaltsmaBe Null oder kurz als vom Mae Null, wenn 


sie sich in eine abzihlbare Menge von Intervallen mit beliebig kleiner 
Gesamtliinge einschlieBen laBt, so folgt unmittelbar der Satz: 


Die Punkte, an welchen eine Funktion, fiir die a und et zwischen 


*) AuBer der Menge M, + M,-+--- sind noch die Endpunkte der Intervalle J, 
auszuschlieBen, was ja durch Intervalle von der Gesamtlinge «* méglich ist. 
**) Diese Voraussetzung kann auch durch die véllig gleichwertige ersetzt werden, 
da8 af@) un 
dz 


bleiben soll. 


d se) (oder eine dieser Ableitungen) zwischen endlichen Grenzen 
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endlichen Grenzen bleiben, keinen bestimmten Differentialquotienten hat, sind 
vom Mae Null. 


Bezeichnet man niamlich die Differenz 





f(@) 4d ‘ 
fe) - ste kurz mit d(z), 


so lassen sich die Stellen « ohne bestimmten Differentialquotienten in 
folgende Klassen teilen. 
Fiir die Zahlen x der ersten Klasse ist d(a) > 4, fiir die der zweiten 


+ >d(z) >, allgemein sind die Zahlen x der i*™ Klasse bestimmt 
durch die Bedingung ii > d(x) > 2 


Die simtlichen Zahlen der i* Klasse lassen sich nach dem vorigen 
Satz in eine abzihlbare Menge von Intervallen, die zusammen die Linge 


3 haben, einschlieBen; im ganzen lassen sich also die Zahlen simtlicher 


obiger Klassen, d.h. alle Zahlen z, fiir welche ot von et verschieden ist, 


in eine abzihlbare Menge von Intervallen einschlieBen, die eine Gesamt- 
lange = 7 (> + + . ‘ = haben, wo 7 beliebig klein angenommen 
werden durfte. 


§ 3. 


Fortsetzung des Nachweises, daf rektifizierbare Kurven Tangenten 
besitzen. 


Es handelt sich von jetzt ab um eine beliebige rektifizierbare Kurve, 
die man mit Hilfe der von einem ihrer Punkte aus gewihlten Bogen- 
lingen s in der Form 


(36) =x(s), y=y(s) 

gegeben denke. Die Funktionen x(s), y(s) erfiillen alle Bedingungen, die 
im vorigen Paragraphen der Funktion f(x) auferlegt waren; es existieren 
daher fiir alle méglichen Werte von s, bis auf eine Menge vom Mabe 


Null, gleichzeitig die beiden Differentialquotienten =, a - Doch hat die 


: d ‘ ‘ . . . 
Existenz von =? od an einer Stelle s noch nicht die einer bestimmten 


Tangente d. h. eines bestimmten endlichen oder unendlich groBen Wertes 
fiir = zur Folge, naémlich dann nicht, wenn = und a gleichzeitig gleich 
Null sind. Da diese Méglichkeit der naiven Anschauung zunichst paradox 
erscheint, will ich sie durch ein Beispiel*) belegen: 


*) Vgl. hierzu auch J. Perl, Jahresbericht d. D. Mathematiker-Vereinigung Bd. 18 
(1909), 8. 399. 
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Um eine rektifizierbare Kurve zu erhalten, fiir die im Punkte z = 0, 
y = 0 sowohl = als et existieren und gleich Null sind, ersetze man in 
jedem der Intervalle (a =) (n=0,1,2,---) die z-Achse durch irgend 


ein rektifizierbares Kurvenstiick von der Linge (3) (n = 0,1, 2,---), 


das ganz innerhalb des durch die Ungleichungen 


(37) \ilgaine 

~} sy< 2" 
bestimmten Gebietes verliuft; die einzelnen Kurvenstiicke sollen sich stetig 
aneinanderreihen. Man erhialt so zwischen z= 0 und « =1 eine rekti- 


fizierbare Kurve ‘von der Linge > (3) = 3. Man bilde nun an der 
0 


n+l 


Stelle z= 0, y=0 die Quotienten xz und a; liegt Az zwischen =: 


und = , 80 ist As gréBer als > (zy - 3-(3)'; daraus folgt 


dx - As 
ds ~ lim, ae 0 
genau so sieht man, daB a = 0 ist. Nach bekannten Kondensations- 
methoden kann man die hier von der Stelle z=0, y=O hergestellte 
Singularitat an unendlich vielen Stellen erzeugen. 
Die Gesamtheit dieser s-Stellen wird aber immer eine Menge vom 
MaBe Null bilden; es gilt sogar der allgemeinere Satz: 
Fiir alle Werte von s bis auf eine Menge vom Mafe Null ist 


dxz\? , (dy\? 
8 (+ (iy)=1 

Dieser Satz wird sich leicht aus dem folgenden ergeben, den ich 
zuerst beweise: 

Sind s, s’ zwei Werte des Parameters s und bedeutet ,,Sehne (s, s’)“ 
die Linge der die zugehérigen Kurvenpunkte verbindenden Sehne, so ist 
fiir alle Werte s bis auf eine Menge vom Mae Null 
(39) lim Sebne @ #) oy 


; 
s—s | 


Ich denke mir der Kurve ein Polygon L mit N Seiten eingeschrieben, 


der Art, daB jedem folgenden Eckpunkt ein gréBerer Wert des Para- 
meters s entspricht als dem vorhergehenden, und daB die Gesamtliinge S’ 
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von IL sich von der Gesamtlinge S der Kurve um weniger als «° unter- 
scheidet. Sind s, und s,; die zwei Werte von s, die zu den Endpunkten 
der k*" Seite von L gehéren, so bilden die Werte von s, die der Be- 
dingung 

(40) %&LSLH,5 

gentigen, das Intervall Jj. Die Punkte s von J; werden nun in 2 Klassen 
geteilt: 

Zur ersten Klasse gehéren diejenigen, fiir die sich ein zweiter Punkt s’ 
von J; so finden laBt, dab 

Sehne (s, 
(41) ee <1-# 
ist. Alle anderen Punkte gehéren zur zweiten Klasse. 

Genau wie 8. 382—383 kann man zu jedem Punkt s der ersten Klasse 
einen letzten s’ finden, bzw. zwei letzte s’, s”, wo dann (s — s’) = (s” — s) 
ist; die Liangen der Intervalle (s, s‘) haben eine obere* Grenze, die von 
mindestens einem derselben, N{*, erreicht wird; die Punkte von NN” 
werden ausgemerzt. Genau nach dem Verfahren von S. 383—384 erhiilt 
man dann ein zweites, keinen inneren Punkt von N{*) enthaltendes Inter- 
vall N{* usw. 

Von der Summe simtlicher so zu bildender Intervalle 


N @ 
(42) > > Nn” 
1 1 
wird nnn bewiesen, daB sie héchstens = ¢* ist. 

Wire sie nimlich > ¢*, so wire schon die Summe einer gewissen 
endlichen Anzahl r dieser Intervalllingen >«*. Den Endpunkten dieser 
Intervalle auf der s-Linie entsprechen gewisse Kurvenpunkte, die man zu- 
sammen mit den Eckpunkten von Z zu Eckpunkten eines neuen, die 
Kurvenliinge noch genauer als LZ bestimmenden Polygons L’ mache; der 
Unterschied zwischen der Bogenlinge der Kurve und der Linge von L’ 
ist also sicher <«°. Jenen r Intervallen N,” entsprechen r Seiten des 
Polygons L’ von der Linge 6,, 6,,---, 6,, und es muB sich erst recht die 
Summe 6, +6,+---+6, von der Summe der zugehérigen r Kurven- 
bigen d, + d, +---+d,, d.h. der Summe jener r Intervalllingen V um 
weniger als <° unterscheiden; nun ist aber (vgl. (41)): 


(43) é,<(1—«)d, (v—1,--47) 
oder 

(44) d,—4,>4d,, 

also 


(45) (tay te +4) —(6, 46, 4-48) >°G +a, +--+). 
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Wiire also die Intervallsumme d, + d, + ---+d,> «*, so wire die linke 
Seite von (45) > ¢, was unméglich ist, da, wie bemerkt, diese Differenz 
< é° ist. 

Daraus folgt (vgl. S. 385): 

Sind s und s’ zwei Werte, die dem gleichen Intervall Jj, aber einem 
Intervalle N,” nicht als innere, sondern gar nicht oder als Endpunkte 
angehéren, so ist 
(46) 


Sehne (6, «) 
s—s| 
Die Intervalle NV,” werden nun vergréBert, genau wie es 8S. 386 mit 
den Intervallen K,” geschehen ist; es werden nur die Punkte beibehalten, 
die keinem der vergréBerten Intervalle N,;“ angehéren; die ausgeschlossenen 
Punkte liegen auf (méglicherweise iibereinandergreifenden) Strecken, die 
aneinandergereiht eine Gesamtliinge < 3¢ ergeben. 

Sei s ein niakt ausgeschlossener Punkt, der zugleich ein innerer Punkt 
eines Intervalls J; sei; ist dann s’ irgend ein zweiter Punkt des gleichen 
Intervalls Jj, so ist, wie ich zeigen will, 

Schne (, ¢) 
8s—s8 | 


>1—é. 


(47) >1—2¢. 

Liegt s’ nicht im Innern eines der urspriinglichen, noch nicht ver- 
gréBerten Intervalle N,“, so ist schon die schirfere Ungleichung (46) be- 
wiesen; man nehme also an, daB s’ beispielshalber rechts von s in dem 
noch nicht vergréBerten Intervall N,” liege; der rechte Endpunkt des 
letzteren sei s*, seine Linge h,; dann ist 





(48) s—s ch, 
und 
(49) #—s>*, 
da ja s ganz auBerhalb des gedehnten Intervalls N,“ liegt; es ist mithin 
(50) s* — s' < e(s* — 8). 
Ferner ist 
b ‘ ae , 
(51) Sehne (s, s’) > Sehne o* =: oe (s’, 8*) 


js—s'| 


(weil in einem Dreieck eine Seite gréBer ist als die Differenz der beiden 


andern 
) Sehne (s, s*) Bogen (s’, s*) 





s—s* |s—s*| 
>1-# — & >1—2e, w.zb.w. 


(wegen (46)) (wegen (50)) 
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Damit haben wir den Satz: 
Die Werte des Bogens s, denen Kurvenpunkte entsprechen, fiir die sich 
li ee von 1 wm mehr als die vorgeschriebene beliebig kleine Zahl y 
unterscheidet, lassen sich in Intervalle einschlieBen, deren Gesamtliinge <n ist. 
Und daraus folgt unmittelbar nach dem 8. 388—389 benutzten SchluB- 
verfahren: 
Die Menge der Werte s, fiir welche die Beziehwng 
.  Sehne (s, s’) 
lim , Bogen (,8) 





(61) -1 
nicht gilt, ist vom Mae Null. 

Abgesehen von einer Menge m der Veriinderlichen s, die vom MaBe 
Null ist, — daher fiir alle Werte des Bogens s die drei Grenz- 
—_ lim Sehne Sehne (s, s)_ 


werte: - 7, 


= 
ds’ 2 
dy \? . 
Ich behaupte nun: dann ist auch (3 =)" + (s 3,)= =1. Setzt man nim- 
lich s — s’ = As, x(s’) — 2(s) = Az, y(s’) — y(s) = Ay, so ist 


(53) (ssive ay) + (senne’e5) ~ 1 
oder 
(54) (az) + (G2) - owen) 


Geht man zur Grenze As = 0 iiber, so hat die rechte Seite von (54) den 
Grenzwert 1, die linke wird (97)*4 <2)’: 
Es kénnen somit an den ys — m nicht angehérenden Stellen s 


die beiden Differentialquotienten 9" Y nicht gleichzeitig verschwinden, so- 


2 


dy dz 
ds . 
daB wenigstens einer der Quotienten 7? a= oder “7 — “* einen be- 
dz dy dy 
ds ds 


stimmten endlichen Wert hat; d. h.: 

Stellt man die Koordinaten x, y einer beliebigen rektifizierbaren Kurve 
mittels der Bogenliinge s als Parameter dar, so bilden diejenigen Werte 
von s, an deren zugehirigen Kurvenpunkten eine bestimmte Tangente nicht 
vorhanden ist, eine Menge vom Mafe Null. 

Nachdem dieser ganz allgemeine Satz erledigt ist, kehre ich wieder 
zu denjenigen rektifizierbaren Kurven zuriick, fiir die y= f(x) eine ein- 
deutige (nicht notwendig durchaus stetige) Funktion von «(0 <2 <1) 
ist, und beweise fiir sie nach dem jetzt schon ein paar Mal angewandten 
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Verfahren den ebenfalls von Herrn Lebesgue auf andere Weise be- 
wiesenen Satz, daB die Stellen x, fiir welche st | = oo ist, eine Menge vom 
Mafe Null bilden.*) 

Es sei V die Gesamtschwankung von f(x) zwischen z = 0 und z = 1. 


Ich teile die y in zwei Klassen, je nachdem zu x eine Zahl 2’ existiert, 
fiir die 


(55) f(@) — f@) | > v. 


z-—zZz — 


ist, oder nicht. Zu jeder Zahl x der ersten Klasse gibt es eine aiuBerste 2’ 
(eventuell zwei), die Langen der so den Zahlen der ersten Klasse zu- 
geordneten Intervalle (z, x’) haben eine obere Grenze, die von mindestens 
einem der Intervalle erreicht wird; dasselbe mége M, heiBen. 

Dann wird die Klasseneinteilung erneut: zur ersten Klasse gehéren 
diejenigen Punkte x der Strecke (0, 1), die keine innern Punkte von M, 
sind und fiir welche mindestens eine Zahl 2’ existiert, die mit x die Be- 
ziehung (55) erfiillt und ebenfalls nicht im Innern von M, liegt; die 
obere Grenze der Lingen der Intervalle (x, 2’) wird von mindestens einem 
derselben, M,, erreicht usw. 

Zwei Intervalle, M,, M,, haben keinen innern Punkt gemein (Bew. 
o. 8. 383); die Summe der Intervalllingen M, + M, +--+ ist <¢; denn 


wiire sie ><, so ware schon eine endliche Summe 
(56) M, + M,+---+ M,>8; 


nun ist die Schwankung V, von f(x) im Intervalle M,, dessen Endpunkte 


a, und 2; seien, wegen (55) > 2,— 2; - = mu,” ; es wire also die 


Summe der Schwankungen von f(z) in M,, M,,---, M:: 


.? 
, v 
(57) Vit Vat---+V,2(M, + M+---+M) = 
> V unter Voraussetzung von (56). 
Das ist aber offenbar unmdglich. 

Ist z ein Punkt, der keinem der Intervalle M, angehért (auch nicht 
als Endpunkt), so gibt es in jeder noch so kleinen Umgebung von z weitere 
derartige Punkte 2’, und es ist 
(58) | f(a’) — f(@) < Vv 


a—ax | e? 


*) Damit ist dann zugleich bewiesen, daB die Stellen 2, an denen eine der 
vier Ableitungen von f(x) gleich —o oder gleich + o ist, eine Menge vom Mabe 
Null bilden, da ja die Menge der Stellen, wo die Werte der vier Ableitungen nicht 
fibereinstimmen, ebenfalls vom MaSe Null ist. 
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also auch 


(69) lim |“) —f0)| < F. 


yes! *—2 é 


Die Punkte z, fiir die F: = oo ist, gehéren daher alle den Intervallen 


M,, M,,--- an, deren Gesamtlange < « ist; damit ist unsere Behauptung 


bewiesen, daB die Mengen der Stellen z, fiir die FA = oo ist, vom Mabe 
Null ist. 


§ 4. 
Konstruktion monotoner Funktionen. Mengentheoretisches. 


Statt der friiher benutzten Zahlen 6, fiihre ich nunmehr andere a, 
ein, die in vieler Hinsicht zur Charakterisierung von Funktionen /(2) 
dasselbe leisten wie die 6,, und fiir gewisse Zwecke geeigneter sind; ins- 


besondere laBt sich die Bedingung dafiir, daB f(~) monoton sein soll, sehr 
leicht durch die «, ausdriicken. 


Versteht man unter s (5: , -=*) die Steigung der Sehne A B (s. Fig. 1), 

ie di B yal =). gatt! yusf*t")\ mitcine- 
die die Kurvenpunkte x oy Y f(s): x ey f ~ ) miteinan 
der verbindet, so kann man fiir die Steigungen der Sehnen AC, CB, wo C 


=t gehérige Kurvenpunkt ist, schreiben: 


2k 2k+1 k k+1 
s(se7? pat) e( a) (tte); 


gt tt 


2k+1 2k+2 k k+1 
s( grti ? gn+i )=8(o > (1—asss1); 


gr tt 


der zu a= 


(60) 





wenn man unter Ok +1 das Verhiltnis der Strecken 


gn +1 e 

















sy versteht (s. Fig. 1); dieses Verhiiltnis ist positiv 1? 
4 
oder negativ zu nehmen, je nachdem CD und DE E 
gleich oder entgegengerichtet sind. Fiir die 2’-' 
Zahlen @; , #3, @5,-+-+ gebrauche ich, so oft eine Fig. 1. 
, ¢.£ 


genauere Bezeichnung nicht notwendig ist, den gemeinsamen Buchstaben «,. 
a, sei das Maximum der 2”~* Zahlen |a,|. Setzt man noch 


s(0,1)=1+ %, 
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8 ,1)= =(1+«) (1 —a 


( 
@1) [*0,4)—d+e(tta)(t4e), #( 
(3 


), 


re ;)= (1+ a) (1+«1)(1—e1), 
k+1 


1 
2 
4 


=(1+«)(1 —#1) (1—as). 


4 


# (34) —(+e)(I-as)(I+as), 8 


Allgemein stellt sich die Steigung s(; + 
n Faktoren: 


, k k+1 

2) 5(X,*4*) +a) 1tq) (tq) ++ te). 

Durch Angabe des Funktionswertes fO und der Werte «,, @,-+-,@,_; 
sind offenbar die Funktionswerte f (< 7) (k= 1,2,---,2") bestimmt, wihrend 
sich umgekehrt natiirlich die «, (vy =0,1,---,n—1) ohne weiteres aus den 
Funktionswerten f ( =) (k=0,1,---, 2") berechnen. 


Ohne auf Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen einzugehen, 
bemerke ich nur, daB fiir eine monoton zunehmende, nie konstante Funk- 
tion f(x) simtliche Steigungen (61) > 0 ausfallen miissen; d. h. es mub 


=) dar als Produkt von 


(62) a>—1, |e\)<1 

sein AuBerdem setze man noch voraus, daB die Reihe 
(63) >(1—<@,) 

divergiert. 


Sind diese Bedingungen erfiillt und versteht man wieder unter y= F’, (x) 
die Gleichung des der Kurve einbeschriebenen Polygons mit Ecken in 
den Punkten a so konvergiert F(x) fiir lim n= oo gleichmépig 
gegen eine Grenzfunktion f(x); da alle F(z) stetig sind, ist es daher 
auch f(z). Um dies nachzuweisen, bilde man fiir zwei Werte von », 
n’ und »”, die beide gréBer als eine bestimmte Zahl N sind, die Differenz 


(64) |F, (a) — F(a) 
LaBt sich z als Bruch mit dem Nenner 2” darstellen, so ist diese 
Differenz offenbar Null, da dann F'y(x) = F'y4i(%) =--- = f(a) ist. Liegt 


aber x zwischen “r und , * so ist die Differenz (65) offenbar kleiner als 


(*S7)-1(5) <2" + ||) (1+ fee!) (1+ &%) (1 +%)---(1+%y_,) 


- ( — = lel) (1—2= 1% )(1—2555). (1-2-4) 


<é fiir geniigend groBes N, 























Uber stetige Funktionen. II. 397 


da das Produkt (1 — =!) (1 _ += es!) ( — +5) -++ wegen der 


Divergenz der Reihe (63) nach Null divergiert. Damit ist gezeigt, daB fir 
n’ und n”>WN und geniigend groBe Werte von N die Differenz (64) 
gleichmaBig fiir alle z zwischen Null und Eins kleiner als ¢ wird. So- 
bald 2” > a’ ist, ist auch F,(””) > F(a’); daraus folgt zunichst nur 
f(z") —f(#) 20. 

DaB nie das Gleichheitszeichen gelten kann, sieht man so ein; wire 
f(x") = f(z’), so wiire f(x) zwischen 2” und x’ konstant, was der offen- 
baren Tatsache widerspricht, daB fiir irgend zwei dyadisch rationale 
Werte 2, und 2; > x; die Beziehung f(x;) > f(z,) gilt. 

Setzt man simtliche «,(v=—0,1,---) gleich einer Zahl « zwischen 
Null und Eins, die Grenzen ausgeschlossen, so sind die Bedingungen 
(62), (63) offenbar erfiillt und man erhilt eine stetige Kurve y = f(z), 
die monoton zunimmt, also sicher auch rektifizierbar ist. DaB es Stellen x 


gibt, an denen ein bestimmter Differentialquotient os ja sogar solche, an 
denen ein endlicher Differentalquotient existiert, folgt aus dem Ent- 
wickelungen der beiden letzten Paragraphen. Ich zeige nun, daf $f nur 


die zwei Werte 0 und + co annehmen kann; dabei ist die Kurve y=f(zx) 
in keinem noch so kleinen Intervall der X-Achse parallel, noch auch je un- 
stelig (der Y-Achse parallel). 
Sei zuniichst x -5 dyadisch rational und zwar in einen dyadischen 
Bruch entwickelt 
L = Cy, C,Cg,°°*C, (Cg=0; firi>0:c,—0 oder =1). 


u,, der Zahlen ¢,, ¢,,---¢, seien = 0, v,=n+1—y, gleich 1; es wird nicht 
vorausgesetzt, daB c, = 1 sei; sondern es kénnen beliebig viele der Zahlen 
Cay C,—1°** = 9 sein; man hat es also immer in der Hand, w beliebig 
groB zu machen, wihrend v konstant bleibt; nach der Definition unserer 


Funktion ist (wie man durch eine ganz leichte Uberlegung einsieht) 
(66) s(2,2+ x) —(+e(1—ay. 


Gleichung (66) besagt, da man uw beliebig groB wihlen kann, daB an 
den dyadisch rationalen Stellen: 


dy 
(67) (72) - +2 
ist. Andererseits hat man es durch Wahl einer geniigend groBen Zahl n 
1 


in der Hand, daB die dyadische Entwickelung von «—; beliebig viele 1 
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enthilt, sodaB s(z—,., x) mit * beliebig klein gemacht werden kann, 
d. h. aber, es ist 


(67’ (72) -9, 


dz 


f(z) hat also an den dyadisch rationalen Stellen z keinen bestimmten 
Differentialquotienten. 
Nunmehr sei x dyadisch irrational; existiert dann ein bestimmter 


Grenzwert oe = lim 4t—f@ 
~ k 


, so existiert auch der Grenzwert 
k=0 


lim fe) — 
= 
A, A’, A” die zu 2, x’, x” gehérigen Punkte der Kurve y = /(zx), so ist 
geometrisch klar (natiirlich auch leicht arithmetisch zu beweisen), dab 
wenigstens eine der Sehnen AA’, AA” mit der Tangente in A einen 
gréBeren Winkel bildet, als es die Sehne A’ A” tut (sobald nur 2’ und 2” 


nahe genug an z liegen).) Nun liege 2 zwischen = und =< : (nm =1, 2,---); 
dann muB also 


A). und ist gleich 4¥.*) (Bezeichnet man niimlich mit 


dy , k k+1 
Ze — lim 8 (3. 9" ) 
(68) 
= lim (1 + a)» (1 — a) 


sein, wenn wieder der mittels » + 1 Ziffern c,,---,¢, geschriebene endliche 


dyadische Bruch _ (,% °°: ¢, @, Ziffern =O und v, Ziffern = 1 
enthilt. 


Das unendliche Produkt auf der rechten Seite von (68) kann aber, 
wenn es iiberhaupt einem bestimmten Grenzwert zustrebt, nur nach Null 


oder nach + oo divergieren. Andere Werte fiir sind also unmdglich. 
Soll ov = 0 sein, so mub 
Zz 


lim |u, log (1 + a) + v, log (1 — a)| = — co 


sein, also um so mehr 


" 1 
(69) lim ¥, log (.)— log (1+ «)>0 
oder 
-—v, — log(1+a) 
(70) im a 1 
7 1—@« 


*) DaB x und 2” zu verschiedenen Seiten von « liegen, ist wesentlich. 
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sein. Gibt man sich nun «> 0, so kann man immer noch a > 0 so be- 


stimmen, dab log ets >1—e wird. 
log 





1—e 

Man kann das bis jetzt gewonnene Resultat so aussprechen. 

Zihlt man in dem nach dem n* Gliede hinter dem Komma ab- 
gebrochenen dyadischen Bruch fiir die dyadisch irrationale Zahl x die An- 
zahl u,, der Nullen und die Anzahl v, der Ziffern 1, so hat die Funktion f(x) 
an der Stelle x keinen endlichen Differentialquotienten, wenn 


lim “"<1—e 


ist. Genau so sieht man, daB auch ein unendlich groBer Wert von ov 
nicht mdglich ist, wenn 

lim “*>1 
ist poston 

Es gibt nun offenbar eine Menge von Zahlen x von der Michtigkeit 
des Kontinuums, fiir welche die eine Unbestimmtheitsgrenze von rs 
gréBer als 1, die andere kleiner als 1 — « ist*); fiir solche Punkte z ist 
ein Differentialquotient fiir f(7) ausgeschlossen. 

Da aber im letzten Paragraphen bewiesen wurde, daB die Stellen z, 
fiir die ov nicht existiert oder unendlich groB ist, eine Menge vom Mae 
Null bilden, gelangt man von dem soeben ausgesprochenen Satze iiber 
die gebildete Funktion f(z) zu folgender mengentheoretischen Aussage: 


Die Punkte x, fiir die lim ""< 1 — « ausfiillt, bilden eine Menge vom 
Mafe Null. “i 
Ersetzt man bei der Bildung von f(#) das Argument « durch — a, 


oder (was auf dasselbe hinausliuft) betrachtet man die Funktion /(1—z), 


so gelangt man zu dem analogen Satze: 
v 


Die Punkte zx, fiir die lim ~ >1+ « ausfillt, bilden eine Menge vom 
Mape Null. — 








*) Man kann z. B. folgendermaSen jeder dyadisch rationalen Zahl x eindeutig 


umkehrbar eine Zahl y zuordnen, fiir die lim “8 oe «©, lim a = 0 ist: Man ersetze 
n=o n n=o ln 

in @ die » Ziffer nach dem Komma durch 2” nebeneinander geschriebene Ziffern 

der gleichen Art. Man erreicht natiirlich dasselbe, wenn man diese Ersetzung erst 

von einem gewissen Werte »’ fiir » an vornimmt. Die letztere Bemerkung zeigt, daB 

in jedem noch so kleinen Intervall eine Zahlenmenge von der Miichtigkeit des Kon- 

tinuums liegt, fiir die lim “" — co, lim Yn 


n=o Hy n=o Hn 


= 0 ist. 
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Die beiden letzten Sitze fiihren nun leicht, da ja « beliebig klein 
sein darf, zur folgenden Aussage: 

Die Menge der Punkte, fiir die lim (" von 1 verschieden ist, ist vom 
Mafe Null. a 

Dieser Satz scheint mir unter mehreren Gesichtspunkten interessant. 

Zuniichst gibt er ein einfaches Beispiel fiir eine Menge, die nicht nur 
tiberall dicht, sondern auBerdem in jedem noch so kleinen Intervalle von der 
Miichtigkeit des Kontinuums und trotzdem vom Mafe Null ist. 

Sodann hat Herr Borel*) kiirzlich nach Aufstellung geeigneter Defi- 
nitionen iiber Wahrscheinlichkeit bei einer abzihlbaren Menge von Dingen 
bewiesen, daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Punkt der obigen 
Menge angehért, gleich Null ist. Die Vergleichung des obigen Satzes 
mit dem Borelschen Resultat legt die Frage nahe: 

Ist die Wahrscheinlichkeit — nach der Borelschen Festsetzung, die 
eventuell zur Beantwortung dieser Fragen zu erweitern wire —, dab eine 
Zahl einer bestimmten vorgelegten Menge vom Mabe Null angehirt, 
immer gleich Null? Und umgekehrt: Ist eine Menge immer vom Mabe 
Null, wenn die Wahrscheinlichkeit, daB ein Punkt ihr angehért, gleich 
Null ist? 

Endlich steht der obige Satz tiber die Menge M im Zusammenhang 
mit dem einfachen Beispiel, das Herr Van Vieck**) fiir eine analytisch 
nicht darstellbare Funktion g(x) (0<7< 1) gegeben hat. Die Van 
Viecksche Funktion nimmt nur zwei Werte, 0 und 1, an und zwar bis 
auf eine z-Menge vom Mafe Null an der Stelle « den andern Wert als 
an der Stelle 1— 2; die Definition von g(x) blieb aber insofern unvoll- 
standig, als es fiir eine vorgelegte Zahl x unméglich erschien zu ent- 
scheiden, ob g(x)=1 und g(l — xz) =0 ist oder umgekehrt p(x) = 0 


und »(1 — #) = 1; fiir solche x freilich, fiir die lim > existiert und von 


1 verschieden ist, kénnte man die Entscheidung leicht treffen, und Herr 
Van Vieck regte an zu untersuchen, ob dieser Gedanke nicht tiberhaupt 
einen Weg zeige, die obige Unvollstiindigkeit der Definition von (az) zu 
beheben. DaB dem nicht so ist, zeigt der von mir vorhin bewiesene Satz; 
denn es wird bei einer volistindigen Definition von g(x) immer gerade 


auf die z-Menge ankommen, fiir die lim ~" =1 ist; ich méchte sogar 


n=o Ln 


glauben, daB eine derartige vollstindige Definition einer analytisch nicht 
darstellbaren Funktion itiberhaupt nicht méglich ist, daB vielmebr eine 


*) Palermo Rendiconti Bd. 27 (1909). 
**) Trans. Am. Math. Soc. Bd. 9 (1908), S. 237—244. 
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Funktion sich immer auch arithmetisch darstellen liBt, sobald es mit 
Worten gelingt, ein Verfahren anzugeben, das erlaubt, f(x) mit beliebiger 
Genauigkeit zu berechnen, sobald x véllig gegeben ist. 


Zweiter Abschnitt. 
Fouriersche Reihen. 


§ 5. 
Konvergenz Fourierscher Reihen. 

Ich beschrinke mich, um kurz zu sein, auf periodische Funktionen 
mit der Periode 22, die durchaus stetig sind, fiir die also insbesondere 
auch f(0) = /f(2z) ist. Es ist leicht, hinterher Spriinge von f(x) zuzu- 
lassen, am einfachsten nach einer Methode, die von Herrn Kneser und 
bald danach auch von Herrn Lebesgue angegeben worden ist.*) 

Statt des bisherigen Intervalls (0,1) lege ich in diesem und in den 
folgenden Paragraphen das Intervall (0,22) zugrunde. Unter y = /,(z) 
+f,(z) +---+f,(2) = F,(a) verstehe ich also den der Kurve y = f(z) 


= F,(x) + R,(x) einbeschriebenen Streckenzug mit Ecken in den Punkten 
I= = (k = 0,1,---, 2"); durch die Streckung des Intervalls (0, 1) auf 


(0, 2x) ist natiirlich auch eine unwesentliche Abinderung der Definition 
der Zahlen 0, bedingt. 


Mit a,, b, oder, falls eine genauere Bezeichnung am Platze erscheint, 
mit a,(f), b,(f) bezeichne ich die Fourier-Koeffizienten von f(z): 


2x 22 
(70) a, = = f(x) cos vadz, b, = 2 f(x) sin vada. 
/ J 


Mit 7'y(x) oder Ty(f(x)) bezeichne ich dann die Summe: 


(71) Ty(2) —S + a, cos x + a, cos 22 +--+ + ay cos Nx 
+ b, sin z + b, sin 22 +--+ + by sin Na; 

die Funktion f(x) — By(x) heibe ty(x), sodaB also 

(72) lim ty(z) = 0 


die Bedingung dafiir ist, daB die Fouriersche Reihe von f(x) nach f(z) 
konvergiert. 





*) Kneser, Math. Ann. Bd. 58 (1904); Lebesgue, Lecons sur les séries trigono- 
métriques, Paris 1906, S. 47. 
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Fiir die vorhin eingefiihrten Funktionen /,(z) findet man: 


a, (fi) = < f fi(x) cos va dx 


22 
(73) == 1 [fe =. = | af fi (2) sin vx dx 
a» afer (x) sin vadz. 
2! 1 
Zwischen 2— und «= ee ™ ist fi(v) konstant = + ate 


22 
der Beitrag dieses Intervalls zu jf (z) sin vada ist also gleich 


aso 


+1 
*< % f_ = . und dem absoluten Betrage nach kleiner als 


2 
git! 
£4, man erhilt so, wenn man die Beitriige der 2'+' derartigen Inter- 


valle in gleicher Weise abschiitzt, 
i+ 15 
1,0) < “Sage 


fl <*, 





(74) 


Die Zahlen 4; konvergieren mit . gegen Null, haben daher eine 
endliche obere Grenze 4*), und es ist 


\a,(F,,)| < a, (fy)! + |a,(fz)| did + |a, (f,)| 


< 168 8-46 
(75) Capt +4+ @+--- 0") 42 
4"0 
“yp? ? 
ebenso 
"6 
(76) || <- ° 


Die unendliche Reihe 


(77) ay(F’,) + a,(F,) cos x + a,(F,) cos 22 + -- 
+ b, (F,) sin x + b,(F’,) sin 22 a eee 


*) Man sieht iibrigens leicht auch direkt, daB d kleiner ist als das Doppelte 
des Maximalwerts von |/(x)|. 
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konvergiert daher absolut und gleichmiBig und stellt eine stetige Funktion 
dar; die Fourier-Konstanten derselben erhilt man, indem man die Reihe (77) 
mit cos yz bzw. sin vz multipliziert und gliedweise integriert, wodurch 
man wieder die Konstanten a,(F’,) und 6,(F,) erhilt; nun beweist man 
aber in wenigen Zeilen*), daB zwei stetige Funktionen, deren Fourier- 
konstanten samtlich iibereinstimmen, miteinander identisch sind. F(x) 
lat sich also in eine absolut und gleichmaSig konvergente Fouriersche 
Reihe entwickeln: 


(78) lim Ty(F,(@)) = F(a). 


Um die Differenz F,(x) — Ty(F,(a)) = ty(F,(@)) abzuschiitzen, be- 
merke man, daB die Reihe 





wt 1)? + waa +--+ von der GréBen- 
ordnung 5; ist; ein Blick auf die Formeln (75), (76) belehrt hierauf, daB 


(79) |tw(F,(@)| <5 


ist, wo c eine von z, » und N unabhingige, nur von dem Maximalwert 


von |f(z)| abhingende und demselben proportional anzunehmende Kon- 
stante ist. 


LaBt man also zwischen m und N die Ungleichung 


(80) 5*+1> N>5* 

oder 

(81) n<*log N<n+1 

bestehen, so ist 

(82) lim ty(F',(@)) = lim F(a) — Ty(F,(@)) = 0. 
(Y=e) (W=e) 


Fiir die Differenz ty(f(x)) zwischen f(x) und seiner abgebrochenen 
Fourierschen Reihe 7'y(f(x)) ergibt sich: 
ty(f@)) = F(a) + Ry(2) — Tr(F,(2) + Ry(a)) 

= (F, (2) — Ty(F,@))) + R(x) — Ty(R,(@)) 


La8t man nun wieder zwischen » und N die Ungleichung (80), (81) 
bestehen, dabei aber m iiber alle Grenzen wachsen, dann konvergiert so- 


wohl F(z) — Ty(F,(@)) als R,(x) gegen Null, und zwar gleichmabig fiir 
alle x; damit lim ty(f(x)) = 0 sei, ist also notwendig und hinreichend, daB 


(83) 


lim Ty(R,()) = 0 sei, und man hat daher den Satz: 


*) 8. z. B. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, 8. 37. 
27* 
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Damit die Fouriersche Reihe fiir f(x) an der Stelle x konvergiert, ist 
notwendig und hinreichend, dag 
(84) lim Ty(R,(a)) = 0 
ist, wenn zwischen n und N die Beziehung (80), (81) besteht. 

Durch eine elementare Rechnung bringt man 7'y(R,(x)) in die Form 


(85) Ty(R,a)) =» f sin@N+ OTR (2 +20) + R,(x—2¢] dt. 
0 


sin t 


Die gleichmdfige Konvergenz von lim 7Ty(R,(z)) nach Null fiir alle z 


eines Intervalls ist notwendig und hinreichend fiir die gleichméBige Kon- 
vergenz der Fourierschen Reihe von f(z) fiir das betreffende Intervall. 

Ich gehe zuniichst auf Bedingungen gleichmiiBiger Konvergenz fiir 
das ganze Interval] (0,22) aus. Mit m, bezeichne ich das Maximum von 
|R, (x)|; es ist 


(86) lim m, = 0. 
Da ™ ot _ <2N+1 bleibt, ist der Beitrag des Intervalls 
(0, y) zu dem — auf der rechten Seite von (85) kleiner als 


2m, =, + also mit — ~ beliebig klein. Der Beitrag des iibrigen Inte- 


a a 


sin t 


2 
grationsgebietes ist kleiner als fr dt<= - 2m, a (denn —< 3)3 
; 


also schlieBlich kleiner als xm, (Ig N + lg 2); die Bedingung (84) ist 


somit sicher erfillt, wenn lim m, lg N = 0, oder aber auch, wenn 


lim m, *log N = 0 
ist, oder wegen (81), wenn 
(87) lim » -m, = 0 


ist. R(x) mége nun den Wert +m, an der Stelle zx des Intervalls 


(5, *t) annehmen; R, (a) und BC) sind bekanntlich = 0; da 


zwischen = und be : die Derivierte at he konstant ist, hat eine der 


beiden Differenzen (2 =) — F(a’) und F( *) — F(z’) das entgegen- 
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gesetzte Vorzeichen wie R, (x) (falls nicht gerade beide gleich Null sind); 
jedenfalls ist eine der Differenzen 


f(s) -f@) =F, (f) —F@)-R@) 


und 
(EH) -1@) = FA) — re) - R@) 


dem absoluten Betrage nach > m,; bezeichnet man mit & diejenige der 
Zahlen a =3, fiir die dies der Fall ist, und setzt man 2 =& + h, 


so ist also 


If +h) — fE)| > m,; 


andererseits ist |h| << oa also *log = >n; demnach 
(88) If +h) — f(h)| *log 5 > n-m,. 


Die Bedingung (84) wird sicher erfillt sein, wenn gleichmdfig fir 
alle dyadisch rationalen £ 


(89) lim | F(& + h) — f(B)| *log 5 = 0%) 


ist. Statt fiir die dyadisch rationalen § kann man die Erfiillung von (89) 
gerade so gut fiir irgend eine iiberall dichte Punktmenge verlangen. 
Fordert man die gleichmiibige Erfiillung von (89) fir alle — zwischen 0 
und 2x, so hat man die hinreichende Lipschite-Dinische Konvergenz- 
bedingung: 

Die Fouriersche Reihe der stetigen periodischen Funktion f(a) kon- 
vergiert gleichmifig fiir alle x, wenn gleichméfig fiir alle x 


lim |f(x +h) — f(@)| *log 5 = 0 
h=ow i 
ist. 
Wir haben das Restintegra¥ (85) im ganzen Intervall (0, 3) be- 


trachtet; das war unndétig, denn ] OE + See dt ist dem ab- 
% 


2 
soluten Betrage nach kleiner als = J ms dt = $ m,, (log ; — log 3), also 


*) Natiirlich kann hier und im folgenden “log durch “log ersetzt werden, wenn 
nur a> 1 ist. 
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é 
beliebig klein, sodaB es also nur auf f = EE dt an- 
t) 

kommt bei beliebigem, von m unabhiingigem 0. Diese Bemerkung fiihrt 
sofort zu der folgenden Modifikation des vorhergehenden Satzes: 

Die Fouriersche Reihe fiir die stetige periodische Funktion f(x) kon- 
vergiert gleichmifig fiir alle x, die der Ungleichung b < x <a geniigen, wenn 
fiir alle x, die der Ungleichung b—8<x<a+8 geniigen, gleichmipig 


lim |f(z) + h) — f(2)| *log ik = 0 ist (8 > 0 beliedig). 
A=0 


Kine andere, ebenfalls hinreichende Bedingung fiir die gleichmaBige 
Konvergenz der Fourierschen Reihe in einem Intervall riihrt in speziellerer 
Fassung bekanntlich von Dirichlet, in der folgenden von Herrn Jordan her. 

Die Fouriersche Reihe fiir die stetige periodische Funktion f(x) kon- 
vergiert gleichmdpig fiir alle x, die der Ungleichung b <x <a geniigen, 
falls die Kurve y=f(x) zwischen c=b—8 und x=a+6 rektifizierbar ist. 

Es ist zu zeigen, daB dann fiir alle x des Intervalls (b, a) gleich- 
mibig f 


, sin (2N + 1)t re 
lim i —* R, (a + 2t) dt =0 





ist. Es geniigt natiirlich, den Beweis fir R,(x + 2¢) zu fihren. 
Da lim m, = 0 ist, kann man ganze Zahlen k, so bestimmen, da 


(91) lim k, = 00 

und gleichzeitig 

(92) lim k,m, = 0 

ist. Dann ist, da “"@N+0! <on +1 und |R,(x + 24)| <m, bleibt, 
jad ad 
2N+1 

(92) pm *R (a+ 2t)dt << 2k,m,z, 


j 
wird also mit beliebig klein; und es bleibt nur das Integral f zu 


2kyx 


2N+1 
untersuchen, wo man der Einfachheit halber 4 gleich einem Vielfachen 


von wri voraussetzen mége: d = 2, +')*, Das Intervall (Sts 8) 


~2@N+1 
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teile man nun in Unterintervalle (7, 7,), (2, 2,),:-+, WO %= 26, +9 
ist; dann ist 


ale - 
(93) FA l<| Sf l+lf |+--- 





Von x, bis “ TSast ist sin (2N+1)¢ positiv, dagegen zwischen *s + Fatt 
und 2,,, negativ. Mit «, und f, bezeichne ich das Maximum und rw 


mum von R,(« + 2¢) fiir alle ¢ zwischen x, und 2,,,; da ich in ig ' 


auf der rechten Seite von (93) die Funktion R, (a + 2¢) durch — R,(x + +e 
ersetzen darf, kann ich annehmen, dab «,>0O und a, >|£,| ist; 6, kann 
dann noch 1) <0, 2) >0 sein. 


1) 6B, <0; dann ist 





at teed S| 
7 E+ 2 "eet 
a 
Sl <ast Lf si N+ 1)tat+ f \sin en +1)¢\a¢| 
(93’) * “s adel ea 


wo V, die Gesamtschwankung von R,(x + 2¢) im Intervall 7, <t< %,,, 
bedeutet. 





2) B, > 0: 
of el 8 
att! ° 6, "e+ 
] <22 ats _ Join ent I)tdt — a sin (2N + 1)tdt 
% *. aa eT 


° a B . 
Cot — ee 
} (2N+1)snz, (2N+1)sinz,,, 
(93") fi 1 1 
; ant 1) sin 2, + Bi sez, &, aay 2N+1 
nV, a or (die letztere Umformung auf 
<36, 4 + ine, SFT Geend ds Mittelwertsatzes) 
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Die rechte Seite von (93”) wird mithin kleiner als 
In 
“rT s 1 
98") aE Mot UtMt- +U)+5 "2 +E 


Der erste Summand wird mit + , beliebig klein, da lim a = 0 ist, waihrend 
V,+ V,+ V,--- kleiner ist als die Gesamtechwankung von R, (a + 2t) 


fir 0<t<4, ‘also unter einer endlichen von x unabhingigen Grenze 
bleibt (s. S. 380), der zweite Summand enthilt sogar zwei Faktoren, die 


'n 
mit ~ zur Null konvergieren, nimlich m, und eT Damit ist 
0 


die Dirichlet-Jordansche Konvergenzbedingung bewiesen. 

Zam Schlusse dieses Paragraphen méchte ich beziiglich der Lipschitz- 
Dinischen Bedingung zwei Bemerkungen machen; diese Bedingung ist 
von der Form 
(04) lim \f(@ + 4) — f(2)| 9(h) = 0, 
wo lim 9(A) = 0o ist. 

A= 


Es ergeben sich nun von selbst folgende zwei Fragen: 

1) Ist die Funktion g(h) = log im die giinstigste, die, in (94) ein- 
gesetzt, eine hinreichende Bedingung ergibt, oder kann man fiir m(h) auch 
eine Funktion finden, die mit + schwicher unendlich wird als log im? 
(Dann wiirde von f(x) weniger verlangt.) 

DaB es tatsiichlich keine giinstigere Funktion (h) als log nl gibt, 
hat schon P. Du Bois-Reymond bemerkt. Es folgt auch aus den Bei- 
spielen des nachsten Paragraphen, bei welchen lim | f(x + h) — f(x)! log ia 
endlich ist und die Fouriersche Reihe fiir f(x) divergiert.*) 

*) Genau so kann man folgenden allgemeinen Satz beweisen: Bezeichnet man 


mit @(h) die von mir (Math. Ann. Bd. 66, 8S. 89) eingefiihrte MaSfunktion der Stetig- 
ty(f(@)) 


1 
VN 
balb einer endlichen Grenze, dagegen gibt es stetige Funktionen f(z), far die 
ty(f@) 


——— = 00 


*(y 5) le 


keit von f(z), so bleibt gleichmiBig fiir alle x der Quotient 





unter- 


Bee » 


ist, sobald fiir w(h) irgend eine Funktion gewihlt wird,’ die mit h rascher der Null 
zustrebt als die MaSfunktion (h). 
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2) Gibt es eine notwendige Konvergenzbedingung von der Form (94)? 
In einer solchen miiBte g(h) mit x schwiicher oder héchstens ebenso 
stark wie log i unendlich werden. Auch diese Frage ist zu verneinen. 


Ich habe nimlich im 65. Annalenband, 8. 89ff. gezeigt (mit ein wenig 

anderer Bezeichnang), daB man stetige Funktionen F(z) konstruieren kann, 

fiir die lim | F(a + h) — F(«)| p(h) = 0 ist, wenn die gegebene Funktion p(h) 
A=0 


t ~ beliebig langsam unendlich wird; ich habe damals F(x) in der 


Form > 5 f(2"x) dargestellt, wo y=/(x) ein einfacher, gebrochener, 


periodisch sich wiederholender Linienzug war; die dort gemachten Schliisse 
bleiben aber véllig in Geltung, wenn man statt dessen f(x) = sin x setzt. 


Es gibt also, wenn p(h) mit + noch so langsam unendlich wird, stetige, in 
iiberall gleichmdBig konvergente Fouriersche Reihen entwickelbare Funk- 
tionen F(x), fiir die an jeder Stelle x 
(95) lim |f(2 + h) — f(#)| 9(h) = 
ist. 

§ 6. 


Stetige Funktionen mit divergenten und ungleichmiBbig 
konvergenten Fourierschen Reihen. 


Es sei M irgend eine ganze positive Zahl und g(x) zwischen «=O 
und «=2z2 gleich sin : = x, ferner besitze g(x) die Periode 2z. 


Dadurch ist p(x) als gerade iiberall stetige und in eine Cosinus-Reihe ent- 
wickelbare Funktion definiert. Es sei 








(96) y(a) = 2 + a, cos «+ a, cos 2a +---, 
wo 
” - 
a = fo(e) cos vedz—2 f sin?™+* 2 00s vxde 
° bd bi 2 
> 0 
z 
1 1—2 
—2 f (sin $3t tr ets a St" ~" a) de 
0 ‘ 
—1 2 2M+1+2» 1 2M+1—2» 
-—— Ntite ” ~—S—SMas—=CS eee UL 
1 


= 5 (swaieas + sxqi=e) 








410 Gzore Faser. 
Fir z= 0 ergeben die M ersten Glieder der Reihe (96): 
Tu(0) = 2 +a, +4, ++--+ ay 


ss rere 1 
(97) ws(rt+stet-:- +a) 
~lg M 
d. h. von der GréBenordnung lg M; ich nenne zwei von M abhingige 
positive Zahlen A(M) und B(M) von der gleichen GréBenordnung, wenn 
A(M) 


— ae . . . * 
im Bil) endlich und von Null verschieden ist.*) 


Da ¢(0) = 0 ist, ist also auch der Rest 
(98) | te(O)| = | p(0) — Tu(0)| ~ lg M. 
Fiir einen von M verschiedenen Wert v ist 
(99) |#,(0)| < |t(0)|. 
Denn da die a, fir »< M positiv, fir »> M negativ sind, nimmt 
* +a,+---+a, so lange zu, bis » den Wert M erreicht, und dann ab, 


derart daB 2 +a, +---=0 ist. Es ist also fiir jeden Wert v: 
(100) T,(pO) > 0. 

Ich betrachte spezielle Funktionen (2), niimlich: o,(x), p,(x),--,9,(x),~ 
in denen M der Reihe nach die Werte 2", 2”,.-.,2”,--- hat und die 
unendliche Reihe 


(101) (2) = >>, 9,(2). 


(zx) ist eine stetige Funktion, da die (xz) darstellende Reihe gleich- 
miBig konvergiert; es kénnen deshalb auch die Fourierschen Konstanten 
a,(®) durch gliedweise Integration erhalten werden: 


(102) a,(®) = Sis 4,(,)s 


und man erhilt speziell fiir 2 = 0: 
(103) Tu(® 0) = >* 2 Tul 9,0). 


1 





*) Man hiitte (97) natiirlich auch durch Abschiitzung des Integrals: 


Ty (0) = z f= SE TOT as 
0 


sin t 


finden kénnen. 
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Da samtliche Reihenglieder auf der rechten Seite von (103) positiv sind 
(wegen (100)), so ist 7'~(®(@)) gréBer als das eine Glied a Tu(@,)); 
dieses aber ist von der GréSenordnung = lg 2" (wegen (97)), wird daher 
mit + nicht beliebig klein; nun ist aber ®(0)=0; und da die beliebig 


weit fortgesetzte Fouriersche Reihe fiir ®(#) an der Stelle x nicht gegen 
Null konvergiert, stellt ®(x) ein einfaches Beispiel einer stetigen Funktion 
mit divergenter Fourierscher Reihe dar. 

Das gegebene Beispiel laBt sich natiirlich auf mannigfache Weisen 
abiandern; ich will es fiir einen Augenblick dahin modifizieren, daB ich 
unter g,(x) fir O< 4 < 2a die Funktion 

9, (x) = sin _— tl, 
verstehe, und die Reihe 


1 
(104) ,(2) = > 9,(2) 

1 
bilden. Ich zeige, daB bei dieser Funktion gleichmdfig fiir alle x die 
Ungleichung besteht 
(104’) lim |\®,(a+h) — %,(2)| ‘log Fy 1< 16. 
Ich nehme zuniichst an, daB zwischen x und «+h keine Zahl 2k liegt 
(k=0,+1,+2,---); dann ist, wenn noch 

Q—-(#!) ~ |h| => Q-(n+1)! 





ist: 
> [p.(2-+h) — »,(2)] | log 5 
: 
<i es, +" |e mt 1d fs + (@+0,h) ‘log hy 
(0<#,< 1; nach dem Mittelsatz) 
(105) <h| Mog «2; 


(man sieht nimlich leicht, dab 


- 2-241 2.9"! P 
Sa <r 


1 





1 
(al "08 Ty 


2~"' tlog Qn! - ? 
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da h <2-*' ist und |h| log mit |h| abnimmt; andererseits ist 


(105°) | FF, 9.(e-+h) — 9,(@)| log = 


n+l 


<>} 5 (\9,@+h| +|9,@) +0! 


n+1 
1 1 1 
<2@+))! Got wpa tam) 
<2e<6, 
also 
(106) |, (2 +h) — ®, (2)| "log = <8; 


liegt dagegen zwischen « und x+h ein Vielfaches von 22, ist z. B. 
O0<2< 2a, —2£>h>— 2x — 22, so setze man |h| =x +h,, wo h,>0O 
ist, und es ist 


|, (2-+h)—®, (2)| "log =|, (2)—, (0) loge + |0,(2-+h)—, (0)  *log 5 


: 1 1 
<|®,(x)—9®, (0)| “log = t1:(—A,)—,(0)| “log i, 
< 16 nach (106). 

Damit ist gezeigt, dab |, (2-+h) — ®, (x)| log ry < 16 ist fiir alle x und 

alle |h|< 22, mithin, daB die Dini-Lipschitasche Konvergenzbedingung die 

in ihrer Art beste ist (vgl. S. 408). 

Um durch ,,Kondensation der Singularititen“ weitere Beispiele von 
stetigen Funktionen zu bilden, deren Fouriersche Reihen ein merkwiirdiges 
Verhalten zeigen, wollen wir als Vorbereitung die Konvergenz der 
Fourierschen Reihen fiir die periodischen Funktionen ,(x), die nun wieder 
zwischen 0 und + 2a mit sin = ts xz identisch sind, naher unter- 
suchen. Ich setze zur Abkiirzung 
(107) 2° = M. 

Liegt N nicht zwischen 2”(1—«) und 2”(1+ a), wo «a irgend eine 
von M und N unabhingige positive Zahl < 1 ist, z. B. « = > so bleibt 
gleichmaBig fiir alle z 
(108) | tw(p(x)) 
unterhalb der endlichen Grenze G, also auch 
(109) | Tx(~@)| = |p(z) — tv(P@)| <|p(2)| + tr(Y@)| < 2G. 

Ist nimlich N > 2”(1+<«), so ist 
(110) itv(p@)| < |tw(~O)|, 

















Uber stetige Funktionen. I. 413 
weil alle Koeffizienten a, fiir v > M gleiche Vorzeichen haben, also 


+N 
1 
|tx((@))| <|tx(@O)| = |7x(9)| — >? sarzatas 
-wN 





1 1 1 
Git) —sN+i—2m 1 an+3—2mt “+ eNpiteM 
2M 2M 
(112) _ Sayyi—e S e+ e)—2 
1 
<2 


Insbesondere folgt aus dieser Ungleichung noch fiir N > 2+: 


2.9” 1 
(113) |tw(9@))| < tie eige < te 


Ist aber N< M(1—a), so ist 


|tw(p@))| < | Tw(p@))| + 1 < Tr(~O) +1, 
letzteres weil die Koeffizienten a, fir »< M simtlich positiv sind, also 


+N 
1 @N+1 
(114) — | tw(p@))| <> aMyi-w t!< eM aw +1 
-N 


2M+2 2(M+1) 1 
< 9M +i—2?MG—« \2a(M+1)~ 2° 





Es seien nun 2,,%,,--- irgend welche reeile Zahlen, die man, ohne 
die Allgemeinheit zu beschrinken, zwischen —a und +2 annehmen 
kann, und 


eS . 1 
(115) ©, (2) = >? 9,(2—2,), 
1 
wo wieder 
(116) y,(#) = sin ?-* +1, 


ist fir OS e< 2a. 
SchlieBt man dann fiir N die Werte aus, die in den Intervallen 
(2"(1—a), 2"(1+a)) — n=—1,2,°-- — liegen, so wird der Rest ty(®,(z)) 


der Fourierschen Reihe fiir %,(z) gleichmiBig fiir alle x mit ¥ zu Null. 
Es ist namlich 


\ty(®,(@))| =| S#5 tw(g,@)| vg. (108) 


1 
<3: 





ty(, (z)) | “ 
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Liegt nun N zwischen 2” und 2+”, so erhilt man weiter 


° n-1 oo 
(117) |tv(®, @) | S FS |tw(9,@)| +? 5 lt (9, @)| 
1 n 


n—1 bead 
1 1 1 1 
<a5-5 2 2 > aa 
1 n 
(wegen (113)) (wegen (114)), 


also beliebig klein, wenn N groB genug gewihlt ist. LaBt man in der 
Reihe fiir ®,(x) den einen Summanden 5 Pat —2,) weg, so braucht man 


das Intervall (2°(1—.«), 2"(1+)) natiirlich nicht auszuschlieBen. 
Setzt man andererseits 
N = 2n’, 
so bleibt an der Stelle x, 
ty (®,(@,)) 


endlich; fir geniigend groBes N ist namlich ty(g,(x,)) von der GréBenord- 
nung »*, wihrend nach dem soeben Bemerkten die iibrigen Summanden 
der unendlichen Reihe fiir ®,(x) zu ty(®,(0)) einen mit ~ verschwinden- 
den Gesamtbeitrag liefern. 

Versteht man also z. B. unter den z,, 2,,--- die rationalen Zahlen 
zwischen — x und + 2, jedoch so, daB jede einzelne rationale Zahl un- 
endlich oft unter den x, auftritt, so divergiert die Fouriersche Reihe fiir 
die stetige Funktion 9,(x) an allen rationalen Stellen x. 

Durch andere Wahl der 2,, 2,,--- erreicht man leicht, daB die 
Fouriersche Reihe fiir (2) zwar tiberall, aber nicht iiberall gleichmibig 
konvergiert. 

Um einfache derartige Beispiele zu bilden, ist es gut, zunichst den 
Rest ty(@(a)) auch fiir soleche Werte von N zu betrachten, die zwischen 
2"(1—a) und 2”(1+a) liegen; fir N= 2” ist |ty(p(O))| bekanntlich 
von der GréBenordnung n? und damit auch |ty(p(z))|, solange z nahe 
genug der Null oder einem Vielfachen von 22 ist; es geniigt aber, wie 
ich jetzt zeigen will, schon die Entfernung von x bis zum niichsten Viel- 


- 1 a ; ; 
achen von 2% von der GréSenordnung ;,, zu wihlen, um zu erreichen daB 


\¢y(p(x))| im ungiinstigsten Falle héchstens von der GréBenordnung n wird. 
Da |ty(p(w))| < Ty(p(a))| +1 ist, geniigt es zu zeigen, daB | Ty(p(z))| 
héchstens von der GréBenordnung » ist, falls |z| > -- ce ist. 
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Nach einer bekannten Summationsformel ist 
* 


Tx(p(@)) = or (p+ 2t) + ple—2t)) dt. 


sin ¢ 


tT nm 
~) 


2 
Dieses Integral zerlege man in { und /; da |@(z)|<1 ist, ist das letztere 
° 0 1 


Integral dem absoluten Betrage nach 


nm 
2 


2 
1 “dt x 
1 1 


2” 2” 


Das zweite der obigen Integrale wird also héchstens von der GréBen- 
ordnung ”, und es ist nur noch zu zeigen, dab dies auch bei dem ersten 
der Fall ist; ich zeige sogar, daB es unter einer von m unabhiangigen, end- 


lichen Grenze bleibt. In dem Intervall (0, =) der Variablen ¢ ist nim- 


lich, wegen der iiber z gemachten Voraussetzung, x + 2¢ nie gleich einem 
Vielfachen von 22, also 


*p(a4+2t)+ p(a4—2t)=+ (sin 2a ; (x+2t) + sin ——— 2at* (a— 2t)) 


ine 


=+2sin —,— 2 cos (2M+1)t, 


wo das obere Zeichen z. B. einem Werte von x zwischen 0 und z, das 
untere einem solchen zwischen 0 und — a entsprechen wiirde. Es ist also 


(118) finan (p@ + 2t) + pw—2t))dt| 


1 
n 


2 
= | 2sin tn e. forriione M+41)t 


sin t 





dt| 
; | 


1 
n ” 


=| sin? M+", ( (Raz Eeet st ay Pee ie 


sint 
0 
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DaB dieser Ausdruck aber, wie wir behaupteten, unterhalb einer von 
N und M unabhingigen Grenze bleibt, folgt unmittelbar aus dem folgenden 
Hilfssatz: Das Integral 


sin vt 
(119) ier at 
0 


bleibt fiir alle 2 zwischen Null und = und fiir alle ganzen Zahlen v 
kleiner als z. 


Teilt man namlich das intervall (0, 3) in Teilintervalle (0, =) , 
(= . **), (=, = ==), so ist der Integrand in diesen Intervallen abwechselnd 


na 
2 





positiv und negativ; jedes folgende Intervall liefert zu J aot ae einen 


dem absoluten Betrage nach kleineren Beitrag als pe vorhergehende, 
wegen der im Nenner stehenden zunehmenden Funktion sin ¢; ahnlich wie 
bei einer alternierenden Reihe ist daher am Endpunkte des ersten Inter- 
valls, d. h. fir 2 = = der Wert des Integrals _ am gréBten: 


(120) Jrast ars, stacy fame 
0 


sin ¢ sin ¢ 
Man setze jetzt in O,(7) = “a8 9,(%—2,): 
_ 
&, = 7° 
Dann konvergiert die Fouriersche Reihe fir ,(x) an der Stelle z = 0. 
Bildet man namlich ¢y(®(0)) und schlieBt man zunichst fiir N die 


zwischen 2“(1—a) und 2”(1+«) gelegenen Werte aus (n=1, 2,---), 
so ist nach dem 8. 413 Bemerkten lim ty(,(0)) = 0; liegt dagegen N in 
N=a 


dem Intervall (2"(1 — a), 2"(1+«)), so kénnte nur das Glied + Y,(4—2,) 


zu ty(®,(0)) einen Beitrag liefern, der mit = nicht gegen Null konvergiert, 
wahrend der Gesamtbeitrag der iibrigen Glieder verschwindend klein ist. 

Aber auch der Beitrag eines jeden Gliedes: = 9,(—2,) = 9, (- =) 
wird nach der zuletzt durchgefiihrten Abschiitzung héchstens von der 
GréBenordnung ~ damit ist die Konvergenz der Fourierschen Reihe fiir 


,(x) an der Stelle z = 0 bewiesen. 
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Auch fiir jeden anderen Wert x zwischen 0 und 2a konvergiert die 
Reihe; denn selbst wenn N zwischen 2“(1—«) und 2”(1+ a) liegt, 


wird doch ty(®,(z)) mit wy beliebig klein, da das einzige zu Bedenken 


AnlaB gebende Glied “Px (2 — ty) von der GréSenordnung + wird, sobald 
|a—2,|> = also um so mehr, sobald t >a + 2, a ist, was von 
einem gewissen Werte von » ab stattfindet. Die Konvergenz der Fourier- 
schen Reihe fiir ,(x) ist aber in der Umgebung von z=0 eine ungleich- 
maBige; denn ist wieder 

N = 2", 


so ist fiir lim » = co (lim N = oo) 
1 
(121) ty(O,(x,)) ~ 53 tw(H,)), 


da die iibrigen Glieder von ,(z) einen mit + verschwindenden Beitrag 


liefern, die rechte Seite von (121) aber oberhalb einer endlichen Grenze 
bleibt; man kann also nicht durch Wahl einer einzigen Zahl N den Rest 
ty(p(x)) unter eine gegebene Zahl « herabdriicken: Die stets konvergente 
Fouriersche Reihe der stetigen Funktion 9,(x) konvergiert in der Umgebung 
der Stelle x = 0 ungleichmafig. 

Man kann ebenso leicht stetige Funktionen konstruieren, deren 
Fouriersche Reihe zwar iiberall konvergiert, aber ungleichmaBig in der Um- 
gebung eines jeden Punktes irgend einer vorgelegten nirgends dichten 
Menge; ob es Fouriersche Reihen gibt, die an jeder Stelle konvergieren, 
aber in keinem Intervalle gleichmaBig, scheint mir héchst zweifelhaft, 
obwohl ich einen schliissigen Beweis des Gegenteils nicht besitze. Ebenso 
scheint es mir sehr wahrscheinlich, daB die Stellen, an denen die Fouriersche 
Reihe einer stetigen Funktion divergiert, eine Menge vom MaBe Null bilden. 


Dritter Abschnitt. 
Trigonometrische Interpolation. 


§ 7. 
Konvergenzuntersuchungen. 

Die in den beiden vorigen Paragraphen fiir die Theorie der Fourier- 
schen Reihen behandelten Aufgaben sollen in diesem fiir das verwandte 
Problem der trigonometrischen Interpolation bei aquidistanten Ordinaten 
gelést werden. Es handelt sich in erster Linie um folgende Aufgabe: 


Mathematische Aunalen. LXIX. 28 
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f(x) sei eine iiberall stetige Funktion mit der Periode 22. Man 
bilde die endliche trigonometrische Reihe 
(122) Jy(f(@) = B+ a, cosa +--+ + ay cos Nx 

+ B, smna+---+ By sin Na, 
2 2 2 , ; 

die an den M Stellen 0, cio 2. ah 3- 7 +++, (M—1) =z die gleichen 
Werte annimmt wie /(z), wo 
(123) M=2N+1 oder M=2N 
ist; im letzteren Fall ist By véllig unbestimmt und mége = 0 angenommen 
werden. Die Frage ist dann, ob die Beziehung 


(124) lim Jn(f@)) = f(2) 
besteht. 7 


Die Summe J,y/f(z) ist durch die ihr auferlegten Bedingungen ein- 
deutig bestimmt; fiir die Koeffizienten «,, 6, erhalt man folgende Werte: 


= SiC) — 
bi DiC *) sin . le 


Ist die Reihe der Fourier-Koeffizienten von f(x) absolut konvergent, so 
ergibt eine leichte Rechnung 
(126) a, = 4, + dy—» + Ouse + Ogy—» t+ Muert oe ++ Ogu—y + Ogu t es 
B, = b, — bu-»+ bu+»—beu-» + bewyey— oe — gM —v + Oo ws1 — rhs 

Nur falls M=—2N ist, ist ay gleich der Hialfte des durch Formel (126) 
gelieferten Wertes, also: 
(127) Gy = Gy + Osy + Osy+--: 

Aus den Gleichungen (126), (127) ergibt sich sofort der im folgenden 
bendtigte 

Hilfsatz: Konvergiert die Reihe der Fourier-Koeffizienten von f(z) 

Vel tay) + laty| += + [Oh] + [al + 

absolut, so ist die Differenz 
(128) |Jw(f@)) — Trf(x)| <\av41| + \bv42| + +--+ | bw41| + lbves| +--+, 


also 


(125) 


(129) \Jw(f(@)) — f(#)| << 2(\ay41| + Gy +2) +--+ \by+s + |by+e| +--+) 
In diesem Falle konvergiert also auch die trigonometrische Interpolation 
gleichmapig gegen f(a). 
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Ferner erhilt man, indem man in (122) die Werte der Koeffizienten 
aus (125) einsetzt und die Glieder, die den Faktor f Cir) haben 


(¢=0, 1,---, M—1), vereinigt, folgende Formel, die im folgenden be- 
sonders viel benutzt wird und die der Formel (85) der Theorie der 
Fourierschen Reihe entspricht: 





Jy(f(a)) = > 1Gr) [= +> (ce 2te cos vx + sin = sin vz) | 


= SC (ir) +> (cos » (“r —2)] 


(130) aes in M (te _,) 


wo immer zwischen N und M die Beziehung (123) besteht und wo in 
der letzten Formel bei geradem M das dem Index i= N entsprechende 
Glied wegzulassen ist. Den zuletzt erhaltenen Ausdriicken sieht man so- 


fort an, daB 
Ju (Car) = Ge) 
ist; denn fiir 2 = ae wird der Koeffizient von f CS *) gleich 1, wahrend 


die Koeffizienten von f (CS -) fiir 1 + i verschwinden. 


Als Vorbereitung fiir die Konvergenzuntersuchung von Jy(f(a)) fiir 
lim N= oo stelle ich die Frage nach der von N abhingigen oberen 
Grenze Gy von |, falls f(x) der Bedingung 


(131) If(@)| <1 
unterliegt. Gy ist offenbar der Maximalwert, den die rechte Seite von (130) 
Ed alle dem absoluten Betrage 





annehmen kann, wenn die Konstanten f ( 
nach gleich Eins gewahlt werden. 
Ich kann noch weiter, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, an- 


nehmen, daB die Stelle z’, an der Jy(f(x)) — Gy wird, im Intervalle (0, =) 
liegt. Da man iiber das Vorzeichen von f\ ey) noch verfiigen kann, wird 


28* 
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| ain M (w+ 8) | 


Orme Btu 





M 
(132) +N | 
al 1 
<3+ | Qin ” 
— |@ x (#+ wr) 
wo der Summand 2 von i=0 und i=—1 herriihrt, wofiir in der 


Summe =” die von i=0O und i = — 1 herriihrenden Terme auszulassen 
sind, also 


Gy<2 

as ted 7 +) > TFs 
<2+59 DE 1 in) +o9 Fike 
cate Silet= Dale 


d. h. Gy ist hichstens von der Gripenordnung log N. 

Wir wollen die soeben durchgefiihrte Abschitzung zu einer weiteren 
Folgerung beniitzen, von der wir im niichsten Paragraphen Gebrauch 
machen werden: Ist die Funktion f(x) in der durch |x| < d bezeichneten 
Umgebung der Null identisch gleich Null und im itibrigen zwischen — x 
und +2 dem absoluten Betrage nach <1, so fallen auf der rechten 
Seite von (132), (132’) die Glieder fort, die zu Zahlen |i| < = gehéren; 
die rechte Seite von ~_ wird dann 


S14 w tog 2 ~ log + >" 
ts) . 


Genau so gilt natiirlich fiir die Umgebung einer beliebigen Stelle 
statt der Stelle = 0 der 

Hilfssatz: Ist im der durch die Ungleichung |x —a\ <0 bestimmten 
Umgebung der Stelle x =a die Funktion |f(x)| = 0 und ist sonst |f(x)| <m, 
so ist fiir alle Werte N 





| m 
und daher auch 


lin(F(@))| <U |log 8| m 
wo | und I’ von N und & unabhiingige Konstante sind, und iy durch Formel 
(134) definiert ist. 
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Es sei nun wieder f(x) irgend eine stetige Funktion mit der Periode 2x 
und es werde, wie mehrfach schon geschehen (s. z. B. inl. 8. 373) 


(133) f(x) = F(a) + B,(@) 
gesetzt; ferner setze ich 
(134) ix(fe) = f(a) — In(f@). 


Die trigonometrische Interpolation (bei aiquidistanten Ordinaten) der 
Funktion f(x) heiBt konvergent, wenn 


(135) lim Jv(f@)) = f(@), 
oder anders ausgedriickt, wenn 
(136) lim iy(f(x)) = 0 
ist. tee 
Nun ist 
(137) iv(f(@)) = iv(F,@)) + iv(R, (@)) 


= ty(F,(a)) + R,(x) — Jv(R,@). 

Von den drei Gliedern der rechten Seite von (137) wird das zweite 
mit = gleichmiBig fiir alle x gleich Null; li8t man wieder zwischen N 
und » die Relation bestehen 
(138) 5+? > N> 5" 
(139) n<'‘log N<n+1, 
so ist auch gleichmiBig fiir alle x nach dem Hilfssatz von S. 418 und 
nach der Abschitzung der Reihe 


|@y41| + |@vyo| +--+ + |bwai| + [bwye| +--- 
von 8. 403 


(140) lim iy(F,(a)) = 0. 


Da also von den drei Gliedern der rechten Seite von (137) zwei mit 
+ beliebig klein werden, immer das Bestehen von (138), 139) voraus- 


gesetzt, ist die fiir die Konvergenz der Interpolation notwendige und hin- 
reichende Bedingung (136) iiquivalent mit 


(141) lim Jy(R,(@)) = 0. 


n=0 
Neo 


Ist m, das Maximum von |R,(x)|, so ist |Jy(R,(~))| héchstens von 
der GréBenodnung m, - log N oder n- m,. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Interpolation 
ist also 


(142) lim n-m, = 0. 
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Diese Bedingung ist, wie 8.405 gezeigt wurde, sicher erfillt, falls gleich- 
miBig fir alle z: 

(148) lim |f(2 +) — f(#)| *log 5 = 0 

ist. 

Man hat daher folgende Konvergenzbedingung, die vollstindig der 
Lipschitz-Dinischen fir Fouriersche Reihen entspricht: 

Die trigonometrische Interpolation Jy(f(x)) bei dquidistanten Ordinaten 
konvergiert gleichméfig fiir alle x nach der stetigen Funktion f(x), wenn 
gleichmiipig fiir alle x 
(144) lim |f(# +h) — f(#)| log 5 = 0 
ist. 

Man sieht auch hier, genau wie bei der Theorie der Fourierschen 
Reihe, daB die gleichmaBige Erfiillung der Bedingung (144) im Interval] 
b—d<x<a+8 die gleichmaBige Konvergenz der trigonometrischen 
Interpolation im Intervall 6 < 2<a nach sich zieht. 

Man sieht ferner, daB es keine notwendige Konvergenzbedingung der 
Form 


(145) lim |f(# + #) — fl2)| 9() = 0 


gibt, wo @(h) mit nT unendlich wird; denn die $. 409 erwihnten Funk- 
tionen, bei denen |f(z+h) — f(x)| an jeder Stelle z so langsam als man 
nur wollte mit ry gegen Null konvergierte, erfiillen die Bedingungen des 


Hilfssatzes von S. 418, haben also eine konvergente trigonometrische 
Interpolation; andererseits lieBe sich an der Hand der Beispiele des nichsten 
Paragraphen leicht zeigen, daB die hinreichende Bedingung (144), genau 
wie in der Theorie der Fourierschen Reihe, die beste ihrer Art ist. 

Ferner gilt auch in dieser Theorie der Satz: 

Die trigonometrischen Interpolationsformen Jy(f(x)) der stetigen und 
periodischen Funktion f(x) konvergieren mit unendlich wachsendem N gleich- 
mipig fiir alle x gegen f(x), wenn die Kurve y=f(x) swischen s=0O und 
2 = 22 rektifisierbar ist. 

Zwischen n, N bestehe wieder die Ungleichung (138), (139); die 
ganzen Zahlen k, seien so gewihlt, dab 
(146) lim k, +m, =0, 


(147) lim k, = co 


ist. Ich habe zu zeigen, daB Jy(R,(x)) mit x gleichmaBig fiir alle x 
gegen Null konvergiert unter der Voraussetzung, dab die Gesamt- 
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schwankung V von R,(z) unter einer von » unabhingigen Grenze bleibt 
(vgl. S. 380). = 


liegt, da die Voraussetzung, daB x in irgend einem anderen der Intervalle 


M 
= + 7) liegt, selbstverstindlich zu derselben Abschiitzung firt. 


“M ? 
Da fiir jeden Wert von ¢ der Quotient in | < M ist, sind in der 


Summe (130), in der an Stelle der Funktion f tiberall die Funktion R 
za denken ist, die Glieder, die von i=~0,+1,+2+---+(k,—1) 
herriihren, zusammen kleiner als (2k,—1)m,, also beliebig klein fir 
geniigend groBes m; von den noch iibrig bleibenden Summen 


Ich darf noch annehmen, daB z zwischen 0 und 








~~ ein (e—"37) — 1 Qin ein > (« —"7) 
Dante), t (ga Bisy 4 2 ae Bar) (ai 


geniigt es eine, beispielsweise die erste 2,, zu betrachten; man fasse von 
ihr immer zwei aufeinanderfolgende Glieder zusammen, also das dem 
Index i=k, entspricht, mit i=k,+1, ferner i=k,+2 mit i=k+3 usw. 
(es hindert nichts, anzunehmen, dab diese Zusammenfassung aufgeht, d. h. 
daB N —(k, —1) eine gerade Zahl ist). 

Es seien so die zu i=/ und i=/1+ 1 gehérigen Glieder vereinigt: 




















sett. gretgny tO 
sin Cr —*) at 2 C4 z) 
| a“ M ,2lx —2) 
1 2lx - 2(1+ 1)x 2\mM 
=| a0 (Ge) oe ))— i (- —2) 
42 (2422) gin M (2m, = = nen. \) 
M ( M ) 2 Car ) in (i= — 2) int COED _,) | 
1 /(2/+4 
ad (tis) — p20 4 4 Mn M 000 (Oe M ie, 
a (a) ree * Bree a ey 
(mit Benutzung des Mittelwertsatzes; 0 << # < 1) 
< a \ , * + a 3 ar (3) (mit Benutzung der Relation sing > fra < 3) 
<3, top 


V, bedeutet hier die Schwankung von R, (x) im Intervall (5474-7 2lx §=2¢+ + ie), 


2N+i’ 2N+i 
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Summiert man ier alle in Betracht kommenden Werte von /(/=—k.,, 
k, +2, k, + 4,---), so ergibt sich 


™ 1 cd . 1 
Ox<t Bite 
kn +1 
also wird, da ja lim co lim m, = 0 ist und V unter einer endlichen 


Grenze bleibt, 2, und ebenso auch 2, mit x beliebig klein. 


Damit ist also gezeigt, daB die von Herrn Jordan fir Fouriersche 
Reihen gefundene hinreichende Konvergenzbedingung auch fiir die trigono- 
metrische Interpolation giiltig ist. Es ist auch ohne weiteres ersichtlich, 
daB man die vorhin gegebene Fassung des Satzes zu folgender Aussage 
erweitern kann: 

Die trigonometrische Interpolation der stetigen periodischen Funktion f(x) 
konvergiert gleichmdaBig fiir alle x, die zwischen b und a(> b) liegen, falls 
im Intervalle (6 — 8, a+ 6) die Kurve y = f(x) rektifizierbar ist. 


g 8. 


Stetige Funktionen, bei denen die trigonometrischen Interpolations- 
formeln divergieren oder ungleichmiBig konvergieren. 


Im vorigen Paragraphen habe ich gezeigt, daB das Maximum Gy von 
\Jw(f(a))| fiir alle Funktionen f(x), die der Bedingung f(x); <1 geniigen, 
héchstens von der GréBenordnung log N ist; es ist leicht zu zeigen, dab 
Gy tatsichlich von der GréBenordnung log N ist. 


Es wird z. B. nach (130), wenn man 2 = Zz setzt und (0) = + 1, 
dagegen fiir i= 1,2,---,M—1: 


(148) f (ir) = (—1)*! 
wahlt: 
M1 M-1 
(148) In(f(5r)) 39 >! —a aw > vp 1 ~ 98 M~logy, 
° ins | D 


wo wieder, wie auch stets im folgenden 


cus" x-[¥ 
ist. 
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Bei gleicher Wahl der Funktionswerte f Cir) wird, falls O< #<1 ist 





(149) Jx(F(GF)) = ay, sin@= ___ sin Ox log N, 


aa) 


also auch von der sintiadiniaen log N, solange 


(150) ; 0< *# <#%<1-#<1 
ist. Auf gleiche Weise kann man natiirlich erzielen, dab Jy(f(x)) von 
2kan , 20x 


der GréBenordnung log N wird, wenn = ~5- + ~y, ist und (150) gilt. 

Man wird ferner in (148) (und analog in den andern Fillen, wo 
a+: sondern = i ist) die GréBenordnung von Jy(f(z)) nicht 
verindern, wenn man fiir i > VM (oder allgemeiner fiir i > VN, wo h 


Qin 


endlich bleibt) die Funktionswerte f Cw) — = 0 wihlt; von den dann noch 


von Null verschiedenen Funktionswerten kann man dann noch sehr viele, 
z. B. jeden zweiten (oder zwei von drei aufeinanderfolgenden), gleich Null 
setzen, auch brauchen die jetzt noch nicht zum Verschwinden gebrachten 
Funktionswerte nicht — + 1 zu sein, wenn sie nur dem absoluten Betrage 
nach oberhalb a>0O bleiben; es wird dann immer noch Jy(f()) ~ log N sein. 

Nach diesen Vorbemerkungen bilde ich mittels sehr einfacher ana- 
lytischer Ausdriicke periodische, — stetige Funktionen fy(zx), fiir die 


Jy(ful(a)) ~ log N ist, solange z = - * ist (0<% <#<1-—#<1); durch 


die unten stehenden Ausdriicke (151) 5), b), ¢) werden die Funktionen fy(a) 
nur zwischen 0 und x definiert; die Definition wird vervolistindigt durch die 
Forderung, dap die fy(x) wngerade Funktionen mit der Periode 2x seien 


(man vergleiche diese Funktionswerte fu (“a =") mit denen von (148), am 
besten an der Hand einer Figur): 
(151a) fu(x) = sin? =. - COS <3 


der Faktor cos as hat nur den Zweck an den Stellen s = +(2k+1)2 


Stetigkeit herzustellen; wenn die Zahl M durch 4 teilbar ist, kann man 
ihn entbehren: 


(151a’) fu(a) = sin? %* (M=0 mod 4) 
Ich werde spiiter insbesondere 
(151b) fu(2) = (sin? **)"'cos = 
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benutzen, oder auch 


- @«Mz\™* ” 4k M 
(1516) fu(#) = (sin? “*)" cos 5 fir 0<2< 4%, wo k=(ie ml 
c 


fu(t)=0 fir “S* <ad<x. 


Man kann nun die Funktionen f(z) in ahnlicher Weise, wie es 
8. 410 mit den Funktionen g(x) bei der Theorie der Fourierschen Reihe 
geschehen ist, zur Konstruktion stetiger Funktionen benutzen, deren 
trigonometrische Interpolation an gewissen Stellen x divergiert oder in 
deren Umgebung ungleichmaBig konvergiert. 

Es handle sich z. B. um die Bildung einer stetigen periodischen 
Funktion Y(x), fiir die Jy(¥(w)) an der Stelle =a nicht nach Y(z) 
konvergiert. 


Ist M=2N-+1, so ist x der Mittelpunkt des Intervalls 


. i . 
(151’) fu be —- —_ 2x) = Wy(z), 
so ist 
Jy(y(x)) ~ log N, 
(152) also auch 
iv(Wy(x)) ~ log N. 
Ich mache nun den Ansatz 
—y 4 
(153) ¥(2) = > og ws Om)» 
1 


wo die Funktionen w durch (151), (151’) definiert sind, und unterwerfe 
die N,(O=1,2,---) folgenden drei Bedingungen: 


4 : 
1) De®. konvergiert. 
1 


2) iva [ >? toe xe ¥a(2)| wird gleichmibig fir alle z mit + be- 


m+ 


liebig klein. 














Uber stetige Funktionen. II. 427 


Da fiir jedes v iy,(wy, (x)) héchstens von der GréBenordnung log N, 
ist, wird diese Bedingung immer erfillt sein, wenn 


1 
(154) log N, wf teen Niw1 + log Nass walk | 


mit ~ verschwindet, was z. B. geschieht, wenn N, = 2”' gewahlt wird. 
S14 ] 1 
3) Soll i, e4 log N, vu, (2) | <,, Sein fir »>N,,. 


Diese Bedingung hingt wesentlich von der besonderen Wahl der 
Funktionen fy(”) ab*), kann aber immer dadurch befriedigt werden, dab 
man die Zahlen N, rasch genug ins Unendliche wachsen laBt, da ja 


m—1 ‘ 
(155) lim i, ( > kY. v»,(2) | =0 
=@ 1 Y F 


ist, sobald die noch im hohen Grade willkiirlichen Funktionen fy(x) nur 
z. B. der Lipschitzschen Bedingung (43) geniigen; man kann die fy(zx) 
sogar als differenzierbar voraussetzen (vgl. die Beispiele S. 425). 

Da die Reihe fiir ¥(x) gleichmaBig konvergiert, ist Y(x) eine stetige 
Funktion und man kann i,(¥(z)) gliedweise bilden: 


(156) iY @) = > eae is (¥ay@)). 
1 


Wiahlt man wu = N, (x =1,2,---), so bleibt in der unendlichen Reihe (156) 
das eine Glied Er. iy,(wy,(@)) fir 2x—=2a immer endlich, wihrend 
alle iibrigen zusammen mit ~ gegen Null konvergieren**); es ist also 
lim i,,(¥(x)) + 0: die trigonometrische Interpolation der stetigen Funktion 
Y (2) divergiert fiir x = x,***) . 


Wahit man fiir fy(2) z. B. die obige Funktion (151¢), so kann man 
einerseits leicht beweisen, daB x die einzige Divergenzstelle von Y (x) ist, 





*) Wahlt man z. B. speziell fiir f,,(7) in (157’) die obige Funktion (151a) und 
bildet dann (156), so geniigt es N,—2”' zu wiihlen, um auch die Bedingung 3) 2u 
erfiillen; es wiirde sogar geniigen N, — 2” + 1 2u wihlen (die Bedingungen 1) und 2) 
sind bei N, = 2”' ohnehin erfiillt). 

™*) Die von »< N,, herriihrenden Glieder liefern einen verschwindenden Beitrag 
auf Grund der Bedingung 3); die von u > N, herriihrenden dagegen auf Grund von 
Bedingung (2) (vgl. (154)). 

***) Man vergleiche auch das einfache, durch die Funktion X() von 8S. 485—437 
gelieferte Beispiel. 
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andererseits auch stetige Funktionen bilden mit tiberall konvergenter aber 
nicht tiberall gleichmaBig konvergenter trigonometrischer Interpolation. 

Ist niimlich z’ von x um mehr als @ verschieden, so ist von einem 
gewissen Index y= ab und fiir alle Werte von uw nach dem Hilfssatz 
8. 420 |i, (¥y,(@))| héchstens von der GréBenordnung Ig |d|; also 


oe ; “YJ Ig 3 
2 EN, jon) ~ DF ie, <* 


fiir gentigend groBes m, wenn « > 0 vorgeschrieben ist, andererseits ist fiir 


\ 


n-—1 
wre i, (> EN. (Wy, w) a ~ wegen Bedingung 3), man hat also 
1 





schlieBlich, da man ja »> = voraussetzen darf, fiir geniigend groBe 
Werte wu: 

(157) i, (¥@')) << 2e, 

d. h. die trigonometrische Interpolation von w(x) konvergiert an der be- 
liebigen Stelle 2’, falls nur x’ + = ist. 


Die nichste Aufgabe soll sein, eine stetige und periodische Funktion 
Y, (x) zu konstruieren, deren trigonometrische Interpolation an jeder Stelle z 
konvergiert, aber ungleichmaBig in der Umgebung der Stelle 2 = z. 

Ich setze wieder 


s = 1 . 
(158) ¥, (x) —> EY vy, (x), 
1 


, 1 
verlange, daB nicht nur DE’ sondern sogar 
0 


(159) > dg N,) 


lg N, 
1 


konvergiert, und findere die bisherige Bedeutung der wy,(x) folgender- 
maBen ab: 


160) wy(2) = fu (Fr +2— zy) ? 
wo ty= ct und & die gréBte in = - in enthaltene ganze Zahl ist: 


(et) k=(F(t-y ew) | 
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die Differenz x — xy wird dann von der GréBenordnung om genauer: 
m4 
(162) &— 99> a 


Die benutzten Funktionen f(x) seien wieder durch (151c) gegeben. 


Ich behaupte, es ist fiir alle die Konvergenzbedingung der trigono- 
metrischen Interpolation: 


(163) . lim i, (¥,(@)) = 0 
=e 


erfiillt; ist niamlich erstens x von den Zahlen xy und von 2 verschieden, 
so ist fir N = N’ 


|x’ — xy] _ 0 ; 
wo @ von N unabhingig ist und daher auch nach dem Hilfssatz von S. 420 
(164) i, (vw@’)) < Clg |d|, 


Daraus folgt nach dem gleichen Beweisverfahren wie auf der vorigen Seite 
die Richtigkeit von (163). 

Ist zweitens az’ = xy,, dann schlieBe man in der Reihe fiir Y,(2) das 
dem Index vy =~» entsprechende Glied zunichst aus, wodurch ¥, in ¥; 
tibergeht, dann ist nach dem soeben angewandten Beweisverfahren 


- lim i, (¥: (2)y,) = 0; 
Mo 
da aber auch (wegen der erfiillten Lipschitzschen Bedingung) 
lim i, (wy(a@y)) = 0 
Muze 


ist, folgt die Richtigkeit von (163). 
Endlich sei drittens x’ = 2; dann ist in der Umgebung (1—dy, x+y) 


die Funktion ~y(#)=0, wo dy (vgl. (151¢)) von der GréBenordnung e¥ 
ist; nach dem Hilfssatz von 5S. 420 ist dann fiir jeden Wert von u 


(165) i,,(y(a)) héchstens von der GréBenordnung lg lg N; 


ist aber u>N,, so ist einerseits 


n-1 . 
(166) i, (> Gy (vs, ) <+ (Bed. 3), 8. 427); 
1 


andererseits kann durch Wahl eines geniigend groBen » auch 


° . 1 
(167) i, >) gy Hm) 








430 Geore Faner. 


beliebig klein gemacht werden, da wegen (165) die Reihe (167) héchstens 
von der GréSenordnung 


>) sex) 
a. 

also mit — beliebig klein (wegen (159)) ist; aus (166) und (167) zusam- 
men ergibt sich aber die Konvergenz von J,(‘¥,(z)), auch an der Stelle 
“= x. 

Die Konvergenz der trigonometrischen Interpolation ist aber eine 
ungleichmaBige an der Stelle = 2; denn z ist die Hiufungsstelle der 
Zahlen xy, und wie groB auch » sei, so bleibt doch 


iN, (¥; (@y,)) 
oberhalb einer endlichen Grenze; es ist niimlich 


n-1 


(168) iy, (Y, (ay,)) -> GK. iy, (Ww, (@y,)) + ae in, (Wy (2y,)) 
1 


+> ie. YN, iy, (Ww, ‘Lnq)) 


a+t 


und auf der rechten Seite von (168) ist die erste Summe < ~ (auf Grund 
von Bed. 3), 8. 427), die letzte ist héchstens von der GréBenordnung 


lg N, > me also auch beliebig klein wegen (154); das mittlere Glied 
n+1 
dagegen bleibt endlich. 

Wir haben bisher das singuliire Verhalten (Divergenz oder ungleich- 
maBige Konvergenz) nur an der einen Stelle x = erzielt; es hat aber 
gar keine Schwierigkeit, stetige Funktionen herzustellen, bei denen an 
irgend einer abzihlbaren Menge von Stellen die trigonometrische Inter- 
polation divergiert; man kann namlich die Funktionen fy(x) in genau der 
gleichen Weise zur Kondensation der Singularitiiten verwenden, wie es 
im sechsten Paragraphen mit den g,(x) geschehen ist; der Nerv des Be- 
weises ist eben, daB es gelingt, unendlich viele Funktionen c,y, (x) (2=1,2,---) 
zu bilden, so daB an einer vorgeschriebenen Stelle 2’: i,(¢,v,(2’)) mit v 
unendlich groB wird oder wenigstens oberhalb einer endlichen Grenze 
bleibt. Dazu ist aber nach dem S. 425 Bemerkten hinreichend, dab es 


unendlich viele Zahlen v gibt, derart, dab 2’ = 2a ae ist, wo 


V<# <e<1-% <1 
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ist und @’ nicht von » abhiingt; diese Bedingung wird aber, wie man 
leicht beweist, von jeder beliebigen Zahl x’ (auBer der Null) erfillt, es 
gibt sogar, wie man leicht beweist, zu jeder Zahl 2 unendlich viele », 
so daB 


k+>a+s,) 


2 
22 y 
ist mit lim ¢, = 0. 
§ 9. 
Beziehungen zwischen Fourierscher Reihe und trigonometrischer 
Interpolation. 


Die Ergebnisse, zu denen wir bisher in der Theorie der trigono- 
metrischen Interpolation gelangt sind, sind den in der Theorie der 
Fourierschen Reihe gefundenen véllig analog; nicht nur gelten die beiden 
wichtigsten aus der Theorie der Fourierschen Reihen bekannten Konver- 
genzbedingungen, die Dirichlet-Jordansche und die Lipschitz-Dinische, 
unverindert auch fiir die trigonometrische Interpolation, sondern es lassen 
sich auch bei der Beweisfiihrung wie auch bei der Konstruktion stetiger 
Funktionen, bei denen die eine oder andere Darstellungsart versagt, beidé- 
mal genau die gleichen Uberlegungen benutzen. 

Es erhebt sich nun von selber folgende Frage: 

Konvergieren und divergieren beide Darstellungsarten immer gleichzeitig? 

Man hat ja, seit man sich mit trigonometrischen Reihen beschiiftigt, 
hiufig versucht, dieselben als Grenzfall der trigonometrischen Interpolation 
aufzufassen; diese Auffassung liuft auf die Vertauschung zweier Grenz- 
iiberginge hinaus, die tatsiichlich in vielen Fallen sich als berechtigt 
erweisen laBt, z. B., wie wir gesehen haben, immer, wenn die darzustellende 
Funktion die Dirichlet-Jordansche oder die Lipschitz-Dinische Bedingung 
erfiillt. 

Eine genauere Unsersuchung der Frage zeigt jedoch, daB die beiden 
Probleme, nimlich eine stetige Funktion in eine Fouriersche Reihe zu 
entwickeln oder sie als Grenzwert der trigonometrischen Interpolations- 
formel (130) darzustellen, wesentlich voneinander verschieden sind insofern, 
als die eine dieser Darstellungsformen konvergieren kann, wihrend die 
andere divergiert. 

Ich zeige zuerst folgendes: 

Es gibt stetige Funktionen F(x), deren Fouriersche Reihe diberall gleich- 
mifig konvergiert, wahrend ihre trigonometrische Interpolation an endlich 
oder unendlich vielen Stellen divergiert oder auch in der Umgebung gewisser 
Stellen ungleichmaBig konvergiert. 
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Wir haben im vorigen Paragraphen, indem wir von gewissen Funk- 
tionen fy(x) ausgingen, stetige Funktionen Y,(x) konstruiert, deren trigono- 
metrische Interpolation an irgend einer abzaihlbaren Menge von Stellen 
divergierte, auch solche Funktionen Y,(x), deren trigonometrische Inter- 
polation tiberall konvergierte, jedoch ungleichmabig in der Umgebung 
aller Stellen, die einer abzaihlbaren, nirgends dichten Menge angehéren. 
Unter den zur Konstruktion benétigten Funktionen fy(xz) hatte man im 
allgemeinen noch die Wahl zwischen mehreren Beispielen (151); immer 
jedoch war es gestattet, fiir f(x) die Funktion (151¢c) zu wihlen, die 
folgendermafen definiert war: 


fu(z) = (sin* ty cos = fir O<e< , wo k= a 


(169) fy(x) — —(sin? ¥*)*"cos= , O>2>*h* 


fu(a) = 0 » |r Slel <a. 
Die nach a, cos ux, b, sin ux abgebrochenen Fourierschen’ Reihen 
T,fu(z) dieser Funktionen fy(x) bleiben dem absoluten Betrage nach 
unter einer endlichen Grenze G, die von u und M unabhingig ist. 


Es ist namlich 


(170) |7,(fu(e))| = 2 J sin Gut OTA 4 24) +fule—20)] dt 


sin ¢ 
x 


é 


2 

1 1 

7 f +e J ; 
0 

Man wihle 6 von der GréBenordnung x etwa = ae 

Da die Gesamtschwankung V von fy(x+2t) zwischen ¢t=0 und t=d 

unterhalb einer von M und z unabhiingigen Grenze bleibt, beweist man 


3 
leicht, daB auch f  unterhalb einer endlichen Grenze bleibt; man hat 
0 


nur die S. 406-— 407 bei einem ahnlichen Beweise gemachten Schliisse zu 
wiederholen*), und zu beachten, daB man hier nur das Endlichbleiben, nicht 
wie dort das Unendlichkleinwerden des Integrals zu beweisen hat. 


*) Die Bezeichnung von 8S. 406—407 ist hier folgendermafen zu veriindern. Man 
lese /,, statt R,, ferner kanu man k, —1 setzen, ebenso m,; man vgl. dann ins- 
besondere (93”’). 
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nm 


2 
Das zweite Integral | J | ist kleiner als 


zx nm 


wad. [erwes20 + te Buyat< & fre 20) +|fae—20)) a 


ich betrachte nur 


(172) ofl fu(x+2t)| dt 
0 


weiter; es seien ¢,, 4,---,¢, die i< M Stellen, an denen sin’ “er =1 


wird, um jede dieser Stellen betrachte man die Umgebung (t,— Ww t+ a) . 
Der Beitrag dieser Umgebungen zu (172) ist kleiner als ihre mit a 
multiplizierte Gesamtlinge: < a a aaa =} an den noch iibrig ge- 
bliebenen Strecken des Intervalls (6, 3) ist 


sin? er” 


< sin? (= + sy) = c08" ou <1- Mm 
also 


oan 


2 \ 
\fur(2+2t)|<(1— 45s) we * 
diese Intervalle liefern also zu (172) einen Beitrag, der héchstens von der 
Fs fa 


GréBenordnung Me 4 also mit a beliebig klein und stets unterhalb 
einer endlichen Grenze ist. FaBt man alles zusammen, so sieht man, dab 
(173) | Tu(fura))| < @ 
ist, wo G von x, M und p unabhingig ist. 

Es ist also auch 


(174) | tu(fal@))| = | fara) — Du (fae(a))| << fael@)| + | Lu (fael@))| << @ + 1. 

Nun waren die im vorigen Paragraphen konstruierten stetigen Funk- 
tionen mit divergenter oder ungleichmaBig konvergenter trigonometrischer 
Interpolation simtlich durch Reihen der Form 


¥, (x) -> le W, fu,(@—%,) (wo =" 3") 


definiert, wo die Reihe > EK als konvergent vorausgesetzt wurde. Die 
1 ¥ 


Mathematische Annalen. LXIX. 29 
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bewiesenen Ungleichungen (173), (174) lassen nun leicht erkennen, dab 
die Fourierschen Reihen der simtlichen so gebildeten Funktionen Y, (x) 
gleichmaBig konvergieren. 

Ist naimlich die Zahl ¢ vorgeschrieben, so bestimme man zuerst » so, daB 


. G+1 & 
> ign. < 2 


n+1 


wird, sodann w’ so, dab fir « >w’ und fir alle z: 


4 ( Shew, fl—a,)) <a 


wird. Dann wird der Rest ¢,(¥,(2)): 


HCae1<|t (Sax: fule—s)) + \te( Saga; f—a) ) 
1 | | n+1 


é = G+1 
<q + > icy <é. 


n+1 





(175) 


Ich stelle mir jetzt die umgekehrte Frage: 

Gibt es stetige Funktionen, bei denen die trigonometrische Interpolation 
gleichmaBig konvergiert, wiihrend ihre Fouriersche Reihe divergiert oder un- 

Nach der Art, wie die trigonometrische Interpolation bei aquidistanten 
Ordinaten definiert wurde, wird fir alle » Ubereinstimmung zwischen 
J,(f(@)) und f(x) an der Stelle «=O erzwungen, deshalb konvergiert 
z. B. auch die trigonometrische Interpolation fiir die Funktion (101), 8S. 410 
an der Stelle z = 0, iibrigens auch, wie man unschwer beweist, fiir jedes 
von Null verschiedene z; ob aber die Konvergenz in der Umgebung der 
Stelle z = 0 eine gleichmiBige ist, erscheint fraglich. 

Wegen des besonderen Verhaltens der Interpolationsformeln an der 
Stelle z= 0 wollen wir daher im folgenden von dieser Stelle absehen 
und dafiir, um zunichst an einem ganz bestimmten Beispiel festzuhalten, 
die Stelle z= auszeichnen, an der die Interpolationsformeln Jy(f(z)) 
mit ungeradem M=2N+1 nicht notwendig mit f(x) genau iiberein- 
stimmen. 

Ich betrachte wieder die Funktion ,(xz), die ich S. 410 definiert 
habe, verlege aber die singulire Stelle von Null nach z: es sei z,(x) 
folgendermafen definiert: 
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4,(%) = — sin = = (a—2) 


cos = 2 a L, (—a<2<E2); 





(176) 


im tibrigen sei 7,(x) periodisch mit der Periode 2%; man kann leicht 
(besonders mit Benutzung von (96)) die Fourier-Koeffizienten von ,(x) 
anschreiben; doch bedarf ich derselben nicht. Aus den Entwicklungen 


des sechsten Paragraphen (s. 8. 411) folgt, daB x o(t,(@)) fir c= a 


mit <= nicht gegen Null konvergiert; daraus schlieBt man wie dort, dab 
die Fouriersche Reihe der stetigen Funktion 


(176’) X (2) =>? os tne(@), 


WO ,, %,,--- irgend eine Folge natiirlicher Zahlen ist, an der Stelle 
x= x divergiert. 

Neben 7,(z) betrachte ich die Funktionen 
(177) o, (2) = (x,(@))**” . 


Die Fourierschen Teilsummen 7, dieser Funktionen bleiben unterhalb 
einer von 2, vy,» unabhingigen Grenze. Der Beweis ist genau so zu 
fiihren, wie es S. 432/433 in einem ganz dhnlichen Falle geschehen ist. 
Daraus folgt, daB die Fouriersche Reihe der Funktion 


, , = 1 
(177’) Q(x) -> ni n, (2) 
1 
gleichmaBig fiir alle x konvergiert. Mithin divergiert die Fourier-Reihe von 


(178) Z(x) = X(x) — Q(z) -> a (o,, (2) — (a, (2))'+* ) 


9 = bu(2) 


an der Stelle z = 2, insbesondere ist, wenn man noch 
(178’) N, = 2 
setzt, die Beziehung 
- lim Ty,(Z(@)) = Z (x) 
nicht erfiillt. "i 
29* 
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Dagegen gilt, wie ich jetzt zeigen will, wenigstens bei geeigneter 
Wahl der Folge n,,”,,--- gleichmaBig fiir alle z, insbesondere also auch 
fir z=, 

(179) lim Jy,(Z(z)) = Z(x). 

Dabei wird angenommen, da die den Zahlen N, = 2"» vermége (123) zu- 
geordneten Zahlen 

(179’) M, =2N,+1 

sind und nicht =2N,; im letzteren Falle wire naimlich «=a Inter- 
polationsstelle und das Bestehen von (179) fiir 2 = a selbstverstiindlich. 


Es ist 
k-1 ~ 
(180) in, (Z(a)) — S>im (5s S00(2)) + tim (Fy Sea(@)) + im (>a t.(0)) 
1 k=1 
= 8, rs + 85. 


Von den drei Summanden auf der rechten Seite von (180) kann der 
erste S, dadurch mit ; gegen Null konvergent gemacht werden (gleich- 
miBig fiir alle x), daB man die Folge N,, N,,--- rasch genug wachsen 
laBt*); denn, da die ¢,,(x) differenzierbare Funktionen von z sind, ist 


k-1 » 
eg 1 , 
tin ie( Sato) ~0 
1 / 
Der mittlere Summand S, ist identisch gleich Null; denn an den Inter- 
2la ‘ 
pata ist z,,(%) =, (x), also ,(z)=0. Der 
dritte Summand S, wird wie der erste mit _ beliebig klein, wenn die 


polationsstellen 2 = 


N, rasch genug ins Unendliche zunehmen; denn da 


Dg) <> = 
k+1 k+1 


*) Ich habe im Text nur gezeigt, da8 man die n, ,n, ,--- und damit die N,, N,,--: 
passend bestimmen kann, ohne diese Bestimmung wirklich durchzufiihren. Das ist 
aber auch leicht. Im siebenten Paragraphen (s. insbesondere 8. 421) haben wir i w( f(2)) 
abgeschiitzt durch den Maximalwert von |/f(x+h)—f(x)|, wo a alle Werte und h 


alle Werte <a durchlaufen durfte, wenn N~ 5" gesetzt wurde. Wendet man 


k-1 
diese Abschiitzung auf f(x) = >; = bn, @) an, so ergibt sich, daB lim S, —0 wird, 
, k=a 
1 


wenn beispielsweise n, = (v!)"' gewahlt wird; da® dann auch lim S, = 0 ist, ist nach 
dem im Text Bemerkten evident. —_ 
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ist, wird nach Seite 420 S, héchstens von der GréSenordnung 


log N, (a + iw +-- ), und man kann die m, offenbar so rasch zu- 


nehmen lassen, daB dieser Ausdruck mit + gegen Null konvergiert 
(es geniigt z. B., daB lim = = 0 ist). 


k+1 

Damit haben wir die Richtigkeit von (179) und mithin folgendes 
gezeigt: 

Es ist miglich, dap fiir eine stetige Funktion Z(ax) und fiir gewisse 
ins Unendliche wachsende ganze Zahlen n,, n,,--+ die Interpolationsfolge 
J,,(Z(a)) tiberall gleichméapig gegen Z(x) konvergiert, wihrend die mit den 
gleichen Zahlen n, gebildeten Fourierschen Teilsummen T,,,(Z(x)) fiir ge- 
wisse x divergieren. 

Ob aber an einer Stelle x’, die nicht stets (wie bei uns die Null) 
Interpolationsstelle ist, lim J,(f(x’)) = f(a’) sein kann, wo wv die Reihe 


aller ganzen Zahlen durchliuft, wihrend die Fouriersche Reihe der 
stetigen Funktion f(x) fir «=~ divergiert, vermochte ich nicht zu ent- 
scheiden. 

Dagegen ist es leicht, durch Abiinderung der vorhin gebildeten 
Funktion Z(z) zu bewirken, dab in der Umgebung einer Stelle 2 ein- 
schlieBlich dieser Stelle selbst: lim.7,,, (Z(a)) gleichmiaBig, dagegen lim 7’, (Z(z)) 


Ny =o 


ungleichmaBig gegen Z(x) konvergiert. 
Die Funktionen X(z) und Q(#), aus denen Z(z) zusammengesetzt 

war, haben auch fiir sich Interesse. Dab die Fouriersche Reihe von X(2) 

an der Stelle x =x divergiert, wurde schon bemerkt; es divergiert fiir «=x 

aber auch die trigonometrische Interpolation von X(zx). (Die Zahlen n, 

denke man sich dabei wie in (180) bestimmt, also etwa n, = (v!)"'.) 
Setzt man niimlich unter Voraussetzung von (178’) und (179’) 


k-1 oy . 
° ° 1 P . ° 
new = >? im (Fe tov (®) + tm (55 my @)) + Hm (> = @ 
1 k+1 
we + 8 + 83, 


so ist gleichmaBig fiir alle x: lims,=0O und lims,=0; man beweist 


k=@ k=@ 
dies genau wie das gleiche fiir 8, und S, auf der rechten Seite von (180) 
bewiesen wurde; dagegen bleibt s, fiir lim k= oo oberhalb einer end- 
lichen Grenze. y, (#) ist nimlich gerade die nach Vorschrift von 8. 424 ge- 
bildete Funktion, fiir die unter allen Funktionen, die dem absoluten Betrag 
nach < 1 bleiben, Jy,(z,,(%)) seinen Maximalwert (von der GréSenordnung 
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log N, ~ ni) annimmt; daher ist auch iy,(z, (7)) an der Stelle 2 = von 
der GréBenordnung xj.*) 

Die zweite der oben benutzten Funktionen Q(7) dagegen hat die 
Eigenschaft, daB ihre Fouriersche Reihe gleichmdfig konvergiert, wiahrend 
thre trigonometrische Interpolation an der Stelle x divergiert; das erstere 
wurde schon festgestellt; das zweite erschlieSt man genau so, wie soeben 
beziiglich X(x) geschehen. 

Natiirlich hindert nichts, das bisher an einer Stelle z. B. c = als 
méglich nachgewiesene Verhalten durch Kondensation der Singularitiiten 
an den Stellen einer geeigneten Punktmenge zu erzeugen. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen will ich noch kurz die in ihm ent- 
haltenen Resultate kurz zusammenstellen. 

An einer Stelle 2 (bzw. in der Umgebung einer solchen) zeigt eine 
stetige Funktion f(z) von vornherein noch folgende Méglichkeiten: 

1. beziiglich ihrer Fourierschen Reihe: 

a) Divergenz; b) gleichmaBige Konvergenz; c) ungleichmiBige 
Konvergenz; 

2. beziiglich ihrer trigonometrischen Interpolationsfolge: 

a’) Divergenz; b’) gleichmiBige Konvergenz; c’) ungleichmibige 
Konvergenz. 

Die in diesem Paragraphen konstruierten Beispiele zeigen nun teils 
ohne weiteres, feils nach leicht zu iibersehender Kombination, daB es zu 
jeder der folgenden neun Kombinationen wirklich stetige Funktionen gibt. 

l)a,a; 2)a,b; 3) ac; 

4) b,a’; 5) b,b’; 6) b,c; 

7) c,a; 8)e¢,b; 9 ae’; 
uud zwar darf bei dem Kombinationen 1), 3), 4), 5), 6), 7), 9) v im den 
zu bildenden Grenzwerten 7,(f(z)), J,(f(#)) simtliche ganzzahligen Werte 
durchlaufen, wiihrend das Vorhandensein der Méglichkeiten 2), 8) bei 
stetigen Funktionen nur unter der Einschrinkung bewiesen ist, dab v eine 
passende Reihe ganzer Zahlen n,, »,, --- durchliuft. 


*) Der Leser wird gebeten, falls er dies nicht schon an friiherer Stelle, niimlich 
bei der Lektiire von § 8 getan hat, sich den Verlauf von Xn, () und denjenigen der 
einzelnen in iy, (z_, (2) auftretenden Summanden 


Sat? ( 2lx z) 


sin - 





1 ~..) 2 2N,+1 
oy, i ™ (sw 4 ein + ( 2x ) 


an einer skizzierten oder wenigstens vorgestellten Figur zu vergegenwirtigen; er sieht 
dann, wie diese Summanden fiir z= 7 alle positiv ausfallen usw. — Man sieht auch 
leicht, daB x die einzige Divergenzstelle ist. 











a 
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g 10. 


Verhalten der trigonometrischen Interpolationsformeln an 
Unstetigkeitsstellen. 


Ich habe bisher die Darstellung der Einfachheit halber iiberall auf 
stetige Funktionen beschrinkt und will sie auch jetzt nur auf den ein- 
fachsten Typus von Unstetigkeitsstellen, nimlich auf isolierte Sprung- 
stellen ausdehnen. Das Verhalten der Fourierschen Reihen an solchen 
Stellen ist ja allgemein bekannt, doch scheint das der Interpolations- 
formeln nicht untersucht zu sein, obschon es in mancher Hinsicht anders 
und zum Teil einfacher ist als das der Reihen. 

Es handle sich erstens um eine solche Stelle z, an der f(z + 0) mit 
f(a — 0) tibereinstimmt, waihrend f(z) davon verschieden ist. An solchen 
Stellen zeigt die Summe der Fourierschen Reihe von f(x) (falls sie tiber- 
haupt konvergiert) keine Unstetigkeit, sondern ist 


lim 1,(f(a)) = f(@ + 0) = f(@—0). 


Ganz anders ist das Verhalten der Interpolationsformeln. Es geniigt ein 
Beispiel einer derartigen Funktion zu untersuchen; irgend eine andere 
Funktion mit einer Singularitit gleicher Art an der nimlichen Stelle 2’ 
laBt sich niimlich durch Subtraktion einer an 2 stetigen’ Funktion auf 
das Beispiel zuriickfiihren. 
Es sei also etwa f(z)=0, nur f(0) und natiirlich auch f(2kz) 
(k = 1,2,---) sei gleich 1. 
Dann reduziert sich Jy(f(x)) auf ein Glied: 
sin =e 


(181) Tol fe) = —— 


x ? 
sin — 
2 


und es gilt offenbar iiberall, auch an den Unstetigkeitsstellen + = 2ka 
(182) lim Jy (f(@)) = f(z). 


Die Anniiherungskurven (181) zeigen deutlich die Gibbssche Erscheinung; 


es ist 
(183) lim Iu(f (+ 57)) = — ge — — 02122, 


sodaB also die Annaherungskurven y = Jy(f(z)) in der Umgebung der 





Geore Faner. 





2 Stelle z=0 nicht in beliebiger Nihe des Linienzuges 
AOC,OD der Fig. 2, sondern in beliebiger Nahe des 
Linienzuges AOC,C,C,OD der Fig. 2 verlaufen; daB die 

7 Strecke BC, nicht —— —0,212--., sondern griBer 


se . (= 0,217 ---) ist, beweist man durch eine unschwierige 


Uberlegung, die ich dem Leser iiberlasse.*) 

Bei diesem Beispiel war die Unstetigkeitsstelle 2’ (—0) so gewihlt 
worden, da8 an ihr der vorgeschriebene Wert fiir jeden Interpolations- 
index N erzwungen wurde, es sind auber diesem noch folgende zwei Fille 
médglich: 

1) Die Unstetigkeitsstelle 7, an der allein f(z) von Null verschieden 
ist, kommt zwar fiir unendlich viele Werte von N unter den Interpolations- 


stellen vor, fiir unendlich viele andere Werte von N aber nicht, 


2) von einem gewissen N ab kommt 2’ nicht mehr unter den Inter- 
polationsstellen vor. 


Im ersten Falle existiert kein lim Jy(f(z)), wihrend im zweiten, wie 
N=o0 


bei der Fourierschen Reihe: lim Jy(f(x)) = 0 + f(z’) ist. 
Gehen wir nun zweitens zu einer gewohnlichen Sprungstelle 2’ iiber, 
an der f(x’ + 0)+f(«’ —0) ist; f(a’) werde einstweilen = +%+f@ —9) 
angenommen; es geniigt wieder vollstandig, ein typisches Beispiel zu be- 
trachten, etwa: 
f(z)=—a-—«2z fir O<2<ca 








(184) f(x) =-—(a#+a2) fir 0>2>-2 
f(0) =9 
Es wird dann 
1 3 a(M—2i) - 7 («—*F) 
Wf —y 2a i (2 *=) 
1 sin — (a2 — 
(185) . = 
ni Qa 
— 21) pac’ (2 +- z) 
4S wn? («354 
2 \* + ar 


und es ist leicht zu beweisen, daB fiir jeden Wert von z: 





*) Es ergibt sich folgendes: Ist § (= 4,492---) die kleinste positive Wurzel der 
; | 
Gleichung tg § = £, so ist BC, = mt =|cos£|—=0,217---. Allgemein ergibt sich 


also fiir den Ausschlag der Gibbsschen Erscheinung 21,7°/, des Sprungs. 
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(186) lim Jy(f(x)) = f(x) 
N=a 


ist. An den Unstetigkeitsstellen «= 2ka(k=—0,1---) ist dies ohne weiteres 
klar, da an diesen Stellen durch die Interpolationsformel stets das Er- 
fiilltwerden der Gleichung /(2ka) = Jyf(2kx) erzwungen wird. An den 
iibrigen Stellen aber folgt (185) ohne weiteres aus den allgemeinen Siatzen 
des 7. Paragraphen (s. insbesondere 8. 422). 

Um das Vorhandensein der Gibbsschen Erscheinung an der Stelle 


z=0m bestiitigen, untersuche ich Jy(f(z)) fiir «= a die von i=1,2,3 
herriihrenden Glieder der ersten Summe auf der rechten Seite von (185) 


ergeben dann bis auf einen Fehler von der GréBenordnung ¥ 
2 2 8 10 

“(5 +2-a)" > 
wihrend sich die iibrigen Glieder auf der rechten Seite von (185) gegen- 
seitig aufheben. Fiir sehr. grobe Werte von N 
verlaufen also die Niiherungskurven y = Jy(f(a)) B 
nicht, wie der Linienzug CA’ AD in Fig. 3 ergibt, 
sondern wie CA BBAD, wo 








, 10 -"% td 
AB=AB> 7 2”) c D 
ist. 
Wir haben bei unserm Beispiel angenommen, ” 
daB f(0) =—“FO*M—®) ists nat £(0) irgend einen y 
Fig. 3. 


andern Wert, so laiBt sich derselbe natiirlich eben- 


falls durch die trigonometrische Interpolation Jy(f(x)) erreichen, es kommt 
. Mea 


sin 
nur auf der rechten Seite von (185) das weitere Glied xf (0) - - 
sin — 
2 
hinzu, so daB wieder fiir alle x:lim Jy(f(x)) = f(#) wird. Dies gilt natiir- 


N=oe 
lich nicht nur fiir das spezielle Beispiel, sondern, wie schon betont, fiir 
alle Funktionen, die auBer an der Stelle = 0 stetig sind und den Ent- 
wickelbarkeitsbedingungen des § 7 geniigen. Sind allgemeiner jene Be- 
dingungen von f(x) erfiillt auBer an einer endlichen Anzahl] Sprungstellen 
2,,°**,%,, 80 wird die Relation 


*) Man beweist leicht, dab AB um ein geringes gréBer ist als : — a= 0,1917; 
allgemein betriigt der Ausschlag AB der Gibbsschen Erscheinung in dem Falle, wo 


die Unstetigkeitsstelle a immer Interpolationsstelle ist und wo f(a) = fla+0) +t a 
ist, etwas mehr als 3°/, des Sprungs. 
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iim JTy(f(@)) = f(x) 


bestehen auBer etwa fiir z,,---,2,; an diesen Stellen wird im allgemeinen 
nicht wie an der Stelle z=0, die nach unsrer Annahme immer Inter- 
polationsstelle war, ein Grenzwert 


lim Jvf(a,) 





vorhanden sein; das Verhalten von lim Jyf(a,) und lim JTyf(x,) VaBt sich 


auch im allgemeinen Falle leicht niher untersuchen. *" 
Um endlich noch Funktionen mit unendlich vielen Sprungstellen in 
Betracht zu ziehen, bilde ich zunichst eine spezielle derartige Funktion; 


f(x) sei wieder die S. 440 eingefiihrte Funktion, > sei eine absolut 


1 
konvergente Reihe, z,, z,,--- eine abzihlbare Menge untereinander ver- 
schiedener Stellen des Intervalls 0,22; ich betrachte dann die Reihe 
(187) (x) = S?e, f(z —2,). 
1 

(x) ist tiberall stetig auBer an den Stellen #,, an denen (x) Unstetig- 
keiten vom Betrage 2xc, hat. 

Diese Funktion (x) laépt sich an jeder Stetigkeitsstelle als Grenzwert 
ihrer trigonometrischen Interpolation darstellen: 


(187’) lim Jy((z)) = (2). 


N= 
Da aus den in diesem Paragraphen angestellten Uberlegungen folgt, 
daB iy(f(a)), also auch iyf/(# — xz,) unter einer von N unabhiangigen end- 
lichen Grenze bleibt, so kann man eine Zahl k so bestimmen, daB fiir 
jedes N “ 
(188) > iy(f@—2,)), <> 
A 
ist, wo ¢ eine gegebene beliebig kleine Zahl ist. 
Ferner kann man, da x keine der Zahlen x,,z,,--- sein soll, N’ so 
groB wihlen, dab fir N> N 


(Sane) 


wird, k sei die in pal unabhingig von N gewihlite Zahl. 





é 
(189) <= 





*) Der Ausschlag der Gibbsschen Erscheinung an einer Unstetigkeitsstelle 2; , 
die nicht zugleich Interpolationsstelle ist, betrigt, wie man leicht beweist, im Grenz- 


fall —* -|f (a+ 0) — f(a;—9)|, also ca. 13,7, des Sprungs. 
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Aus den zwei Ungleichungen (188), (189) findet man nun, ebenfalls 
fir N> WN’: 


, 


| k k % 
Ty(®(a)) = (x) | = i (> ef (« —2,) — ~ “)) 


2 | 
(190) + (3 ef (a —2,) — Sef@e—a ») | 
d k 


by (> ¢,f (a— «))| | ‘ (3 cf (x -+)) <s 


Damit ist gezeigt, daB eine abzihlbare Menge von Sprungstellen, 
wenn der Gesamtbetrag der Spriinge endlich bleibt, der Konvergenz der 
trigonometrischen Interpolation an den Stetigkeitsstellen einer Funktion 
nicht hinderlich ist. 

Die Unstetigkeitsstellen einer beliebigen rektifizierbaren Funktion 
haben bekanntlich immer die soeben erwihnte Eigenschaft, dab die Summe 
der Betrige der Spriinge endlich bleibt; auch laéBt sich eine nicht tiberall 
stetige, rektifizierbare Funktion immer als Summe einer Funktion wie 
(187) und einer stetigen, rektifizierbaren Funktion darstellen. 

Halt man also das soeben gewonnene Resultat iiber die Funktion (zr) 
mit dem im 7. Paragraphen iiber stetige rektifizierbare Funktionen abge- 
leiteten zusammen, so gelangt man zu folgendem Satze: 

Ist f(a) eine beliebige, nicht notwendig iiberall stetige, eindeutige Funktion 
von beschriinkter Schwankung, so konvergieren die trigonometrischen Inter- 
polationsformeln Jyf(x) mit lim N = co an allen Stetigkeitsstellen von f(x) 
gegen f(z). 


< 
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Bericht tber den Stand der Herausgabe von Gauf’ Werken. 
Achter Bericht.*) 
Von 


Fevix Kiem in Gottingen. 


Seit dem letzten iiber die Herausgabe erstatteten Bericht hat sich 
eine Neuauflage des VI. Bandes als notwendig erwiesen, da dieser ver- 
griffen war. Da nicht beabsichtigt wurde, eine Neubearbeitung des 
Bandes herbeizufiihren, welche lingere Zeit in Anspruch genommen und 
eine gewisse Inkohirenz in die Gesamtausgabe gebracht hitte, so wurde 
ein anastatischer Neudruck veranstaltet. Dieser Druck hat sich nachtrig- 
lich als ziemlich schwierig herausgestellt, so daB es sich nicht hat ver- 
meiden lassen, dab er eine Reihe von Reproduktionsfehlern enthalt. Durch 
eine sorgfaltige Durchsicht ist indessen erreicht worden, daB sich keine sinn- 
entstellenden Fehler vorfinden, sondern nur solche, die der Leser zweifellos 
bemerken wird; natiirlich konnten auch bei dieser Art der Neuauflage 
die bereits bekannten Druckfehler der alten Ausgabe nicht verbessert 
werden; da iiberhaupt das Prinzip verfolgt wurde, den Neudruck ganz 
gleich der alten Auflage zu gestalten, so wurde auch kein Druckfehler- 
verzeichnis hinzugefiigt. 

Der noch ausstehende X. Band der Gesamtausgabe ist in Vorbereitung 
und wir diirfen hoffen, in nicht ferner Zeit tiber seine Fertigstellung be- 
richten zu kénnen, da nach der Unterbrechung, die durch die Ubersiede- 
lung von Herrn Brendel nach Frankfurt entstand, die Arbeit nun wieder 
in vollem Gange ist. Uber das, was dieser Band bringen wird, ist bereits 
am Schlusse des vorigen Berichtes (Math. Ann. Bd. 63) berichtet worden. 

Das Gauf-Archiv hat vor einiger Zeit eine sehr wertvolle Bereiche- 
rung dadurch erfahren, daB es in den Besitz von vier noch fehlenden 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Ges. der Wissenschaften zu Gittingen. 
Geschiftliche Mitteilungen 1910. — Vergl. den siebenten Bericht (Math. Ann. Bd. 63, 
8. 3883—3836). 
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Originalbriefen von Gau8 an Wolfgang Bolyai gelangt ist, unter denen 
sich der wichtige vom 6. Mirz 1832 befindet, der von Johann Bolyais 
beritihmtem Appendix*) handelt und von dem das Archiv eine Abschrift 
besaB.**) Die Erwerbung ist den Bemiihungen von Herrn P. Stiickel zu 
danken, auf dessen Veranlassung der bisherige Besitzer, Herr Professor 
P. Szabé in Budapest diese Briefe, die er erst kiirzlich im Nachlasse 
seines Vaters auffand, dem Archiv schenkte. 

Ferner iiberreichte Herr Stickel dem Gauf-Archiv: 

einen Originalbrief von Gau8 an Prof. Strempel, Rektor der Uni- 
versitiit Rostock, als Geschenk von Herrn Prof. Staude in Rostock, 

drei Originalbriefe von GauB an den stindigen Sekretiir der Peters- 
burger Akademie, P. H. v. FuBb, als Geschenk von Herrn Geheimrat 
Viktor FuB in St. Petersburg. 

Uber diese vier letzten Briefe berichtet Herr Stickel in den Nach- 
richten der K. Ges. der Wiss., Math.-Phys. Klasse, 1907. 

Herr Prof. Frischauf in Graz iibermittelte dem Archiv einige will- 
kommene Bemerkungen zu Gauf’ geodiitischen Abhandlungen, sowie einige 
seiner Veréffentlichungen, welche mit diesen in Beziehung stehen; auch 
verdanken wir ihm die Berichtigung einiger Druckfehler in Band IV. 

Wir bemerken endlich, daB in dem von Herrn C. Schilling (Bremen) 
unter Mitwirkung von Herrn J. Kramer (Berlin) soeben herausgegebenen 
zweiten Bande des Werkes: Wilhelm Olbers, sein Leben und seine Werke 
(Berlin, Springer) der Briefwechsel zwischen Gau8 und Olbers nunmehr 
abgeschlossen verdffentlicht vorliegt. 

*) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, der von der Lisung 
des Problems der absoluten Geometrie handelt und als Anhang zu Wolfgang Bolyais 
Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae ... introducendi 1832 
zu Maros Vasarhely in Siebenbiirgen erschienen ist. 

**) Vgl. Briefwechsel zwischen Gau8 und Wolfgang Bolyai, herausgegeben von 
F. Schmidt und P. Stickel, Seite 171—172. 
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Bemerkungen zum Berichte des Herrn Sannia tiber seine 
Arbeiten zur differentiellen Liniengeometrie. 


Von 


Kownrap Zixpier in Innsbruck. 


Herr Sannia hat iiber seine Arbeiten zur Differentialgeometrie der 
Strahlenkongruenzen, die seit 1908 erschienen sind, im 68. Bande dieser 
Annalen einen Bericht veréffentlicht, worin er hervorhebt, daB er die 
zweite Kummersche Differentialform durch die Form 


— p= Ddv? + 2D dudv + D’ de® 


ersetzt habe, worin u das Moment zweier benachbarten Geraden bedeutet. 
Eben diesen Schritt vollzog ich aber schon im zweiten Bande meiner 
Liniengeometrie, der im April 1906 erschienen ist. Denn aus der Glei- 
chung fiir das Moment zweier beliebigen Stabe leitete ich dort (§ 22) das 
Moment zweier Nachbarstabe ab und erhielt so die Differentialform 


(1) Rdw*® + 28dudv + Tdv’, 


die zuerst im Zahler der Formel fir den Verteilungsparameter P in Glei- 
chung (46) (a. a. O. 8. 84) auftritt, wenn man Zahler und Nenner mit 
u® = du* multipliziert (spiter auch selbstiindig auf S.103). Setzt man 
die Stablinge p=—1, so wird diese Gleichung (46) mit der fiir p bei 
Herrn Sannia (S. 411 des Berichtes) bis auf die Bezeichnung identisch. 
Auf diese Form (1) und auf die erste Kummersche Form griindete ich 
nun, wie Herr Sannia, die Differentialgeometrie der Strahlenkongruenzen*). 
Der einzige Unterschied besteht darin, daB in der Definition der GréBen 
D, D’, D” bei Herrn Sannia noch die Kummersche Ausgangsfliche auf- 
tritt und erst nachtriglich in § 7 des Berichtes Linienkoordinaten ein- 
gefiihrt werden, wihrend ich mich durch deren Gebrauch von vornherein 





*) Auch habe ich gelegentlich bemerkt (a. a. O. 8. 85, Anm.), daB dadurch die 
Analogie mit der Flachentheorie hervortritt. 
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von der Ausgangsfliche frei gemacht habe. Setzt man tibrigens in den 
Definitionsgleichungen der GréBen R, S, T (S. 85 meines Buches) 


p= X,~p,— Yip =—Z; ppl, pp =m, pe =n, 


so erhalt man Herrn Sannias Gleichungen fir — D, — 2D’, — D” auf 
S. 416 des Berichtes, d. h. Herrn Sannias Formeln gehen aus den meinigen 
wieder hervor, indem man die Stablinge gleich Eins setzt. 


Da also: die Koeffizienten seiner zweiten Fundamentalform mit denen 
der meinigen bis auf einen gemeinsamen Faktor iibereinstimmen, wird 
es erklirlich, daB der geringfiigige Unterschied in der Art der Einfiihrung 
im folgenden keine Rolle spielt, wie auch ein Blick auf die weitere Ent- 
wicklung lehrt: Man braucht nur die Symbole U, W,V meiner Glei- 
chungen durch E, F, G zu ersetzen, ebenso R, 8, 7 durch —D, —D’, —D”, 
um zu Formeln des Herrn Sannia zu gelangen. So sind seine Glei- 
chungen fiir die extremen Werte des Verteilungsparameters (bei ihm 
Pi» Py, bei mir A, B) mit den meinigen (52) (a, a. O. 8. 85) identisch, wenn 
man hier p= 1 setzt. Ebenso verhiilt es sich mit den Bedingungen fiir 
die Kreisstrahlen und die Normalstrahlen (bei mir (53) und (63a)) und 
dementsprechend fiir die isotropen Kongruenzen und die Normalenkon- 
gruenzen u. dgl. m. Seine Differentialgleichungen fiir die abwickelbaren 
Flichen und fir die Kriimmungsflichen sind mit den meinigen identisch 
(bei mir S. 103 und 8. 109), nur daB er die letzteren in Determinanten- 
form schreibt und sie ,,superficie distributrici nennt, wihrend auch in 
der italienischen Literatur hierfiir schon ein Name ,rigate medie“ vor- 
handen ist (vgl. meinen Bericht in den Jahresb. d. Deutschen Math.- 
Vereinigung 15). 

Ich will gerne anerkennen, daB Herr Sannia die Differentialgeometrie 
der Strahlenkongruenzen auf der angedeuteten Grundlage in seinen 
Arbeiten weiter gefiihrt hat, als es in meiner Liniengeometrie geschah. 
Was aber diese Grundlage selbst anlangt und namentlich was den Ersatz 
der zweiten Kummerschen Differentialform durch eine geeignetere be- 
trifft (worauf er selbst groBes Gewicht legt), muB ich die Prioritit be- 
anspruchen. 


Zusatz der Redaktion zu den vorstehenden ,Bemerkungen“ 
Herrn Zindlers. 


1) Herr Zindler hat die quadratische Differentialform u fiir das Moment 
zweier benachbarten Geraden der Kongruenz in seinem Buche nur implizit 
eingeftihrt, indem auch auf Seite 103 nur die Bedeutung des Verschwindens 
von mw angegeben wird. 
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2) In seinem Bericht ,,.Die Entwicklung und der gegenwirtige Stand der 
differentiellen Liniengeometrie“ (Jahresbericht der D. M.-V. Bd. 15 (1906)), 
wo sonst der gleichzeitig erschienene 2. Band seines Buches hiufig zitiert 
wird, hat Herr Zindler selbst mit keinem Wort auf jene Differentialform 
oder auf die Ausdriicke, in welchen ihre Koeffizienten erscheinen, hin- 
gewiesen. 

Mit diesen Bemerkungen, die den Herren Zindler und Sannia zur 
Einsicht vorgelegen haben, schlieBen wir die Diskussion. 
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Untersuchungen tiber Systeme integrierbarer Funktionen. 
Von 


Frrepricn Riesz in Budapest. 


Inhaltsverzeichnis. Sette 
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§ 12. Die lineare Funktionaltransformation .............++.4-. 477 
§ 13. Umkehrung der linearen Funktionaltransformation. .......... 479 
§ 14. Die Funktionalgleichung §(2) — 4 K[§(x)] = f(x). Der symmetrische Fall. 482 
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g 16. Ubertragung der Resultate auf Funktionen, die auf einer beliebigen me8- 
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Im Mittelpunkte der vorliegenden Untersuchungen steht die Frage 
nach der Auflésbarkeit eines Systems von Funktionalgleichungen der Form 


JS f@ (a) de = 


nach der unbekannten Funktion §(x). Es haben schon manche, unter 
andern besonders Stieltjes, derartige Systeme untersucht. Jedoch die 
Mathematische Annalen. LXIX. 30 
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Méglichkeit, in sehr allgemeinen Fiillen entscheidende Kriterien zu ent- 
wickeln, ist erst seit kurzem gegeben, seitdem nimlich der Begriff des 
Integrals durch Lebesgue jene geistreiche und gliickliche Erweiterung 
erfahren hat, welcher nun manche, bisher gescheiterte Probleme ihre sinn- 
gemaBe Erledigung verdanken. 

Vor einigen Jahren haben E. Fischer und Verfasser gleichzeitig die 
Frage nach der Auflisbarkeit des Systems fiir den Fall beantwortet, dab 
die fiir irgend eine Strecke (a,b) erklirten, reellen, integrierbaren Funk- 
tionen f(z) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, d. i. ihre Produkt- 
integrale = and ihre Quadratintegrale = 1 sind, und auch von der 
lésenden Funktion quadratische Integrierbarkeit gefordert wird.*) Als 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lisbarkeit des Systems 


JS fa) §(@) de = 6,*) (k=1,2,--.) 


ergab sich die Existenz der Summe 


at 
k 


Unter cieser Bedingung erscheint eine Lésung gewissermafen als Summe 
der formal gebildeten, nicht notwendig konvergenten Reihe 


> “hil2), 


a 
d. i, eine Funktion, die aus dieser Reihe mittels gewisser Summations- 
verfahren abgeleitet werden kann.***) Die so definierte, bis auf eine 


*) E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne“, Paris Comptes Rendus 
13 mai 1907. 

F. Riesz, ,,Sur les systeémes orthogonaux de fonctions‘, C. R. 18 mars 1907. 
Uber orthogonale Funktionensysteme“, Gdttingen, Nachrichten 1907, 8S. 116—122. 

**) Die Verwendung der Indizes ist gerechtfertigt, da nach einem Satze von 
E. Schmidt (,,Sur la puissance des systémes orthogonaux de fonctions continues“, 
Paris, Comptes Rendus, 10 décembre 1906) jedes Orthogonalsystem endlich oder absdhl- 
bar ist. Die Beweise, welche Schmidt (I. c.) und Verfasser (,Sur les ensembles de 
fonctions sommables“, C. R. 12 novembre 1906) fiir diesen Satz mitgeteilt haben, sind 
awar beide fiir engere Funktionenklassen als jene der quadratisch integrierbaren 
Funktionen verfaBt, gelten aber ohne weiteres auch fiir diese Funktionenklasse. 

***) Fischer verwendet das folgende Verfahren: gliedweise Integration, Summen- 
bildung, Differenzieren; auch Verfasser bedient sich desselben Verfahrens im Falle 
des trigonometrischen Orthogonalsystems. Man kommt aber auch mit einer leichten 
Verallgemeinerung der Konvergenz im gewdhnlichen Sinne, der ,,Konvergenz dem 
Mafe nach“ aus. Vgl. F. Riesz, ,Sur les suites de fonctions mesurables‘, Paris 
Comptes Rendus, 17 mai 1909; H. Weyl, ,,Uber die Konvergenz von Keihen, die nach 
Orthogonalfunktionen fortschreiten“, Mathematische Annalen Bd. 67, 8. 248. 
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beliebige additive Funktion vom Integral 0 wohlbestimmte lésende Funk- 
tion &*(#) ist unter allen méglichen Lésungen des Systems als jene vom 
kleinsten Quadratintegral ausgezeichnet. Dieselbe hat auch die ebenfalls 
auszeichnende Eigenschaft, dab der Wert des Integrals 


Se (x) — i f(a) | dx 


mit unbegrenzt wachsendem n dem Grenzwerte 0 zustrebt. Durch leichte 
Umformung ergibt sich hieraus auch die Identitit 


St @P de = 24 


welche kurz vorher im Falle des trigonometrischen Orthogonalsystems 
schon durch Fatou allgemein begriindet wurde.*) 

Es ist nun wohlbekannt, wie man mit den angefiihrten Resultaten — 
ja auch schon mit der engeren Formulierung derselben z. B. fiir das 
trigonometrische Orthogonalsystem — an die von Hilbert begriindete, von 
Hellinger, Toeplitz, E. Schmidt, Hilb, Weyl u. a. weiterentwickelte schéne 
Theorie der Funktionen abzihlbar unendlich vieler Verianderlichen an- 
kniipfen kann.**) Man gelangt zu einer Fiille von Tatsachen iiber quadra- 
tisch integrierbare Funktionen.***) Es bedarf hierzu fast rein formaler 
Ubersetzungsarbeit. Unter andern ist damit auch das anfangs gestellte 
Problem fiir die genannte Funktionenklasse vollstindig erledigt, nachdem die 
Kriterien fiir die Auflisbarkeit des entsprechenden Gleichungssystems mit 
abzihlbar unendlich vielen Unbekannten bei Schmidt fertig vorliegen.*+) 


*) P. Fatou, ,,Séries trigonométriques et séries de Taylor‘, Acta Mathematica 
Bd. 80, 8. 879. Beziiglich der fraheren — weniger allgemeinen — Beweise dieses 
,.Fundamentalsatzes der Fourierschen Konstanten“ vgl. A. Hurwitz, ,,Uber die 
Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen“. Mathematische Annalen Bd. 57, 
8. 425—446; Bd. 59, S. 553. 

*) Vgl. z. B. F. Riesz, ,,Sur les systémes orthogonaux de fonctions et l’équation 
de Fredholm“, Paris, Comptes Rendus, 8 avril 1907; ,,Sur une espéce de Géométrie 
analytique des systémes de fonctions sommables*, C. R. 24 juin 1907. M. Fréchet, 
Sur les ensembles de fonctions et les opérations linéaires‘*, C. R. 24 juin 1907; ,,Essai 
de géométrie analytique 4 une infinité de coordonnées“, Nouvelles Annales de Mathé- 
‘matiques, 1908, 8. 91—116, 289—817. M. Plancherel, ,,Notes sur les équations inté 
grales singuliéres“, Rivista di Fisica, Matematica e Scienze Naturali, 1909, 8. 37—53; 
Uber singulire Integralgleichungen“, Mathematische Annalen Bd. 67, 8. 515—518. 

***) Auch komplexe Funktionen der reellen Verinderlichen werden zugelassen; 
dann aber muB (f(z))* durch |/f(«)|* ersetzt werden. 

+) E. Schmidt, ,,Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit abzihlbar unend- 
lich vielen Unbekannten“, Palermo, Rendiconti, t. XXV (1908), 8. 58—77. 


80* 
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In der vorliegenden Arbeit wird die Voraussetzung der quadratischen 
Integrierbarkeit durch jene der Integrierbarkeit von |f(x)\’ ersetzt; p be- 
deutet eine beliebige, rationale oder irrationale Zahl >1.*) Jede Zahl p 
bestimmt eine Funktionenklasse [Z”]. Die Rolle der Klasse [Z*] iiber- 


nehmen hier je zwei Klassen [Z”] und [ wi |. sie haben die Eigenschaft, 
daB jede Funktion, die mit allen Funktionen der einen Klasse integrierbare 
Produkte ergibt, sicher der andern Klasse angehirt. Die Untersuchung dieser 
Funktionenklassen wird auf die wirklichen und scheinbaren Vorteile des 
Exponenten p = 2 ein ganz besonderes Licht werfen; und man kann auch 
behaupten, daB sie fiir eine axiomatische Untersuchung der Funktionen- 
riume brauchbares Material liefert. 


Was nun insbesondere die anfangs gestellte Frage angeht, so wird 
dieselbe in der Folge unter der Voraussetzung, daB die Koeffizientenfunktionen 
der einen, die gesuchte Funktion der andern je zweier zugeordneter Klassen 
angehiren, vollstiindig erledigt. Yiir eine endliche Anzahl von Gleichungen 
gelingt dies durch die Betrachtung eines einfachen Variationsproblems; und 
der Ubergang zu unendlich vielen Gleichungen wird sich nachher mit 
Hilfe des Begriffs der schwachen Konvergenz iiuBerst leicht gestalten. Das 
einfache Kriterium, das wir erhalten, ist auch fiir den Fall p = 2 bisher 
unbekannt. Es ergeben sich daraus entsprechende Kriterien fiir die Um- 
kehrbarkeit gewisser Funktionaltransformationen. Die Anwendbarkeit dieser 
Kriterien wird an einzelnen speziellen Typen von Funktionalgleichungen 
ausgeprobt, wobei sich auch fiir diese Typen manche neue Gesichtspunkte 
ergeben. 


Man kann auch durch Anwendung ganz ihnlicher Methoden die Ana- 
lysis abzihlbar unendlich vieler Verinderlichen unter der Voraussetzung, 
daB die Summe der p Potenzen der absoluten Betriige konvergiert, 
weiter ausbauen.**) Doch ist hier ein wesentlicher Unterschied zu ver- 
zeichnen. Denn die Resultate, zu welchen man gelangen wird, zeigen 
auch hier vdllige Analogie mit jenen, zu welchen die Untersuchung der 
Funktionenklassen [L”| fihrt. Jedoch die Ubersetzbarkeit der Resultate, 


*) Ich hatte mich schon in der Note: ,,Sur les suites de’ fonctions mesurables“, 
1. cit. mit derartigen Funktionen beschiftigt. Es wird dort jedoch nur p > 0 voraus- 
gesetzt, was fiir die Giiltigkeit der entwickelten Sitze schon hinreicht. 

) E Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz, Gittingen, Nachrichten, 1907, 
S. 25—27, hat einen Satz von Hellinger und Toeplitz, nach welechem aus der Kon- 
vergeis emer linearen Form fiir alle Variabelnreihen konvergenter Quadratsumme die 
Beschrinktheit der Form folgt, auf den Fall eines beliebigen Exponenten p> 1 aus- 
gedehnt. Andere Resultate in dieser Richtung, als die bei Landau angefiihrten, 
scheinen nicht vorzuliegen. 
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wie fiir p=2, und damit die Méoglichkeit einer dhnlich einfachen analy- 
tischen Theorie geht in allen iibrigen Fiillen verloren; und somit tritt die 
synthetische Behandlungsweise in thre vollen Rechte. 


§ 1. 
Das Lebesguesche Integral.*) 


Wir verwenden den Begriff des bestimmten Integrals in dem von 
Lebesgue eingefiihrten Sinne. 

Die Grundlage fiir die Lebesguesche Begriffsbildung bildet der schon 
friiher von Borel entwickelte, von Lebesgue vertiefte Begriff des Inhalts- 
mafes der Punktmengen. Wir setzen denselben als bekannt voraus. In 
den folgenden Untersuchungen kommt den Mengen vom Mabe 0, die wir 
kurz Nullmengen nennen, eine besondere Stellung zu. Die Nullmengen 
haben die Eigenschaft, daB alle ihre Teilmengen meBbar und ebenfalls 
Nullmengen sind. 

Die folgende genetische Definition des Integrals gestattet es, gewisse 
Reihensiitze unmittelbar auf Integrale zu iibertragen. 

Man definiert den Begriff zuniichst nur fiir Funktionen, deren Werte- 
vorrat aus einer endlichen Anzahl oder héchstens aus abzihlbar unendlich 
vielen verschiedenen Werten besteht. Eine solche, fiir die meSbare Menge 
M definierte Funktion nehme diese Werte a,, a,,--- je auf einer meb- 
baren Menge M,, Mt,,--- vom MaBe m,, m,,--- an. Das Integral der 
Funktion erstreckt tiber die Menge Mt, wird durch die Summe a, m, +a, m,+--- 
definiert, vorausgesetzt, daB die Reihe entweder nur aus einer endlichen 
Anzahl von Gliedern besteht oder aber absolut konvergiert. In diesem 
Falle heiBt dann die Funktion integrierbar. 

Von dieser speziellen Klasse integrierbarer Funktionen aus gelangt 
man zu der allgemeinen Klasse, wenn man ihr alle ihre Verdichtungs- 
funktionen im Sinne der gleichmaBigen Konvergenz adjungiert. Eine. fiir 
die meBbare Menge Yt definierte Funktion hei®t hiernach integrierbar, 
wenn man sie durch Funktionen jener speziellen Klasse gleichmiBig an- 
nihern kann, und das Integral der Funktion, erstreckt iiber die Menge M, 
ergibt sich als Grenzwert der entsprechenden Integrale. 


*) H. Lebesgue, ,,Intégrale, Longeur, Aire“, Thése, Paris 1902; ,,Legons sur 
Vintégration“, Paris 1904; etc. Untersuchungen iiber die Grundlagen der Theorie 
enthilt auch eine neue, umfassende Abhandlung von Lebesgue [,,Sur les intégrales 
singuliéres“, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3° série, t. I, 8. 25—117], 
welche nach AbschluB der vorliegenden Arbeit erschienen ist. Dieselbe weist auch 
mit den Paragraphen 2, 8 unserer Arbeit manche Beriihrungspunkte auf, die jedoch 
nur den Fall p = 2 betreffen. 
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Auf Grund dieser Definition sind unter anderen alle im wesentlichen be- 
schriankten, meBbaren Funktionen integrierbar. Im wesentlichen beschrankt 
heiBt eine Funktion, sobald es zwei Werte G und g gibt, sodaB jene Punkte, 
fiir welche die Funktionswerte nicht zwischen G und g liegen, wenn es 
deren tiberhaupt welche gibt, eine Nullmenge ausmachen. MeBSbar heibt 
die Funktion, wenn fiir jede Zahl a die Menge der Punkte, in denen die 
Funktionswerte >a ausfallen, — wenn es deren welche gibt — eine meb- 
bare Menge bilden. 

Die Integrierbarkeit der im wesentlichen beschrinkten, meBbaren Funk- 
tionen ist iibrigens ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes: Ist f(z) 
in der meBbaren Menge Mt integrierbar, so ist auch jede mefbare Funktion 
g(x), fiir welche auf jener Menge im wesentlichen — d. i. hichstens mit Aus- 
nahme einer Nullmenge — 

9(2)| S|f(@) 
ausfallt, auf der Menge IR ebenfalls integrierbar. 

Ist eine Funktion auf der meBbaren Menge M integrierbar, so ist sie 
es auch auf jeder meBbaren Teilmenge derselben. Ist die Teilmenge M, 
eine Nullmenge, so ist das Integral der Funktion, erstreckt iiber M,, 
gleich 0, und es geniigt, bei Integration iiber Mt, die Integration nur 
tiber Pt — M, zu erstrecken. Eine beliebige Abinderung der Funktions- 
werte fiir die Menge Yt, ist fiir die Integrierbarkeit und den Wert des 
Integrals belanglos. Daraus folgt, dab man, ohne die Giiltigkeit der 
Resultate zu gefihrden, iibereinkommen darf, daB man auch jene Funk- 
tionen, bei denen einzelnen Punkten, die aber eine Nullmenge bilden, die 
Werte + co oder — co zugeordnet sind, als integrierbar betrachtet, wenn 
nur fiir die Restmenge Integrierbarkeit herrscht. Man darf auch den 
Begriff der integrierbaren Funktion derart erweitern, daB man eine Null- 
menge von Stellen zulaBt, fiir welche die Funktion nicht eindeutig oder 
auch iiberhaupt nicht definiert ist. 

Eine besondere Rolle kommt jenen Funktionen zu, die — héchstens 
mit Ausnahme einer Nullmenge — iiberall den Wert 0 besitzen. Wir 
nennen sie Nullfunktionen. Die Addition einer beliebigen Nullfunktion 
ist fiir die Integrierbarkeit und den Wert des Integrals nicht von Belang; 
und wir diirfen in den folgenden Entwicklungen zwei Funktionen, die 
hichstens mit Ausnahme einer Nullmenge iibereinstimmen, d. i. deren Dif- 
ferenz eine Nullfunktion isi, als identisch betrachten. 

Die Ausdehnung der angefiihrten Resultate auf komplexe Funktionen 
reeller Veriinderlichen, wie wir sie in der vorliegenden Arbeit betrachten, 
ist trivial einfach. 
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§ 2. 
Ungleichungen und Konvergenzsiitze. 


Man entwickelt leicht, z. B. mit Hilfe der klassischen Methode der 
Differentialrechnung zur Bestimmung des relativen Extremums, die Un- 
gleichungen 


(1) | Ses s| Zr] "Sime 
(2) Siatnel's _ +| Sel 


i=1 


p-1 


B 





; (p>1) 


— 


P 


(p>1) 





Aus Ungleichung (1) folgt fiir jedes p>1 unter Voraussetzung der 
Konvergenz der Reihen 
, Zo 


i= i=1 


die absolute Konvergenz der Reihe 


> b, 


i=1 


und die Ungleichung 


(3) Sas u|s[ Siar] Sav] 


é=l 





Aus Ungleichung (2) folgt fiir jedes p> 1 unter Voraussetewng der 


Konvergenz der Reihen 
>a, >|, 
i=1 


i=1 

*) Es geniigt, den Beweis fiir n==2 zu fiihren, sodann schlieSt man ohne weiteres 
von » auf n+ 1. Ferner kann man annehmen, daf die GréBen a,, a,, b,, b, wesent- 
lich positiv sind; werden nimlich die Ungleichungen unter dieser Annahme entwickelt, 
so folgt ihre Giiltigkeit fiir den Fall, daB eine oder mehrere jener Gréifen = 0 sind, 
durch leichten Grenziibergang, wihrend fiir negative oder komplexe Werte die Un- 
gleichungen a fortiori gelten. Nun kommt man bei jener also nur scheinbar ein- 
schrinkenden Annahme mit den iiblichen Mitteln der Differentialrechnung aus; um 
die Ungleichungen zu erhalten, geniigt es z. B. in jedem der beiden Fille, bei festen 
a,, @,, 6, und variierendem b, das Minimum der Differenz der rechten und linken 
Seite zu bestimmen; in beiden Fallen erhilt man den Minimalwert 0. 

Meines Wissens wurde die Ungleichung (2), die sich fiir p — 2 mit (1) im wesent- 
lichen deckt, von H. Minkowski aufgestellt: ,,Diophantische Approximationen“, Leipzig 
1907, 8. 95. Bez. der Literatur der Cauchy-Hélderschen Ungleichung (1) siehe 
E. Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz“, 1. cit. 
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Sia+ b;” 


i=1 





und die Ungleichung 


1 1 

Q T le fs ? 

r > ae <| \a, |? + bP |. 
Die Definition der bestimmten Integrale, wie sie im § 1 wieder- 


gegeben ist, gestattet es, aus den Ungleichungen (3), (4) unmittelbar auf 
die Ungleichungen 


(5) [fa)h(a)da| <[ fi fa)pac!’ {jn(e) p= dz|*?, (p>1) 
M M mM - 


1 1 1 


©) | fie) +9@rae}'<| fir@irac]+[ fine raz!’ @>1) 


zu schlieBen; dabei folgt die Existenz der linksstehenden Integrale aus jener 
der rechtstehenden.*) 


Ersetzt man ferner in (6) /(#) durch f(x) — g(x), so folgt nach ein- 
facher Umordnung 


1 


if fla)\rax\’—[ f\g(a)\rae}<[ fie) g(a) az)’ (p>1) 
M M 


Aus (6) folgert man noch leicht die allgemeinere en 


(8) Lf Suor iss Sie [ finterrasp (p> 1) 


u. zw. besteht diese Ungleichung wieder unter Voraussetzung der Existenz 
der rechtsstehenden Integrale, aus welcher dann jene der linksstehenden folgt. 
Einen wichtigen Spezialfall von (5) erhilt man, wenn man 


h(a) — sign f(2)**) 
setzt. Man erhilt, wenn m das MaB von IM bedeutet 


1 


(9) /f@\ar< ee [ firt@|rac}’ (p> 1). 
M M 


*) Fiir den Fall p= 2 ist Ungleichung (5) unter dem Namen Schwarzsche Un- 
gleichung bekannt. Fiir diesen Fall folgt (6) aus (5) durch einfache Umformung. 
8. E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne“, 1. cit. 

“*) Wir setzen hier wie auch weiterhin signz=—signz=—0, wenn z=0, 


sign z=, signg = ¢~**, wenn z= oe", 9 = \2| ist. 
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Ersetzt man in dieser Ungleichung |f(x)| durch | f(x) und p durch 
p—4q, so erhalt man die Ungleichung 


a [ited sm rr | fie) easl™; 


dieselbe gilt fir alle p>q>O unter Voraussefzung der Existenz des 
rechtsstehenden Integrals, woraus auch jene der linksstehenden folgt. 

Wir wollen zum Schlusse noch entscheiden, wann in Ungleichung (6) 
das Zeichen = zu gelten hat. Fiir Ungleichung (2) ist dies dann und 
nur dann der Fall, wenn das Gleichungssystem 

a,c — bp =0 (¢=1,--+,m) 
eine Lisung « > 0, B>0, a+ 6>0 aulaBt. Daraus folgt, daB in (6) 
das Zeichen = dann und nur dann gilt, wenn es eine Nullfunktion der 
Form af(z) — Ag(2) («0, B20, «+A>0) gibt. 


§ 3. 
Die Funktionenklasse [L”]. 


Das Produkt von irgend zwei meBbaren Funktionen ist wieder eine 
meBbare Funktion. Dagegen folgt aus der Integrierbarkeit zweier Funk- 
tionen noch keineswegs die Integrierbarkeit ihres Produktes. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit des Produktes 
zweier meBbarer Funktionen haben wir im vorhergehenden Paragraphen an 
Hand der Ungleichung (5) angegeben. Danach ist das Produkt der Funk- 
tionen f(x), h(x) sicher integrierbai wenn es eine Zahl p> 1 gibt, derart 


p 
daB die Funktionen | f(x) |, |h(%\4?-' integrierbar ausfallen. Wir zeigen 
nun, daB diese Bedingung in gewissem Sinne auch notwendig ist. Wir 
beweisen niimlich den Satz: 
Ist das Produkt f(x), h(a) fiir alle integrierbaren Funktionen f(x), fiir 
welche die Potenz |f(x)\? (p>1) integrierbar ist, ebenfalls integrierbar, so 
P 


ist es auch die Potenz |h(x)|\?-". 
Um den Beweis zu fiihren, nehmen wir im Widerspruche zu unserem 
Satze an, es gebe eine Funktion h(x), so daB jedes jener Produkte inte- 
Pp 


grierbar, die Potenz |h()|?-! dagegen nicht integrierbar sei. Da die 
Produkte f(a) h(x) und |f(x)| h(x) gleichzeitig integrierbar oder nicht 
integrierbar sind, diirfen wir h(x) durch |h(x)| ersetzen resp. wir diirfen 
annehmen, der Wertevorrat von h(x) bestehe aus positiven Werten und 
ev. aus 0. Setzen wir ferner f(z) = 1, so folgt aus unserer Annahme die 
Integrierbarkeit, somit sicher die MeBbarkeit von h(x). Dann gibt es aber 
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auch eine integrierbare Funktion h*(x), welche nur abzihlbar endlich 
viele verschiedene, ausschlieBlich positive Werte besitzt und welche die 
Ungleichung 
|h(a) — h*(x)\ <e 
befriedigt. Dieser Ungleichung zufolge ist dann auch die Funktion 
Pp 

|h*(x)|?-1 sicher nicht integrierbar. 

Der Wertevorrat der Funktion h*() bestehe aus den Werten a,, a,,---; 
sie nehme den Wert a, auf der Menge Yt, vom MaBe m, an. Dann kon- 


vergiert die Reihe 
Dam, = {fi(2) dz, 
1 m 


die dem Integrale 


a P 
{he (w)]?-1 dx 
m 
entsprechende Reihe 


me P 


-1 


i=1 
aber divergiert. 
Nagh einem Satze des Herrn Landau gibt es nun zu jeder diver- 
genten Reihe 


= P 


-f- 
> a?-* m, 


=f 


eine Folge positiver Zahlen b, derart, dab 


~ 
b?m, 
p> Pm, 


> aidim, 


konvergiert, die Reihe 


i=1 
aber divergiert.*) Fiir die durch die Vorschrift 
f(z) =b, fir 2 in M, (i= 1,2,---) 


erklirte Funktion ist somit die Potenz f()|” integrierbar, das Produkt 
f(x) h*(a) dagegen nicht integrierbar. Nun ist aber zufolge der Un- 
gleichung 


| f(x) (h@) — h*¥@))| < f(z) 


*) E. Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz“, 1. cit. An Stelle der dort auf- 
p-1l 1 
tretenden Gréfen a,, x; sind hier a;m,” resp. b,m,” zu setzen. 
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(x) = f(x) h(x) — f(x) W*(z) 
ebenfalls integrierbar. Das Produkt 

f(a)h(z) = (2) + fla) h*(2) 
wire somit, unserer Annahme zuwider, nicht integrierbar. Damit ist 
unser Satz bewiesen. 

Bezeichnen wir die Gesamtheit jener integrierbaren Funktionen, fiir 
welche die p* Potenz des absoluten Betrages (also auf Grund der Un- 
gleichung (10) auch alle niedrigeren Potenzen) integrierbar ist, als Funk- 
tionenklasse [Z?], so besagen unser Satz und die Ungleichung (5), daB 


P 
jede der Klassen [{L?), [re | genau aus jenen Funktionen besteht, die mit 
jeder Funktion der andern Klasse multipliziert, integrierbare Produkte er- 
geben. Ist p= 2, so ist auch - £ 1; — 2; die Klasse [L*] hat somit die 
Eigenschaft, daB jede Funktion, die mit allew Funktionen der Klasse inte- 
grierbare Produkte ergibt, selbst der Klasse angehirt. In dieser Eigenschaft 
der Klasse [Z*] liegt ein Grund dafiir, daB dieselbe in allen Fragestellungen, 
in welchen das Produktintegral auftritt, eine ausgezeichnete Rolle spielt. 
Sucht man dann die fiir die Klasse [Z*] geltenden Resultate auf andere 


Klassen [LZ?] auszudehnen, so miissen die Klassen [Z”}, [z2-i| gleich- 
zeitig betrachtet werden. 

Fiir das Weitere ist es noch wichtig, festzustellen, daB die Klasse | L?] 
alle linearen Verkniipfungen je einer endlichen Anzahl in thr enthaltener 
Funktionen ebenfalls enthdlt. Dies folgt aus Ungleichung (8). Die Null- 
funktionen sind in allen Klassen [Z?] enthalten. 


§ 4. 
Satz tiber die Anniherung der Funktionen der Klasse [Zp] durch 
streckenweise konstante Funktionen. 


Wir setzen nun fiir das Weitere der Einfachheit zuliebe voraus, dab 
die Funktionen, mit denen wir arbeiten, auf einer Strecke (a,b) definiert 
sind. Als Funktionswerte lassen wir auch weiterhin beliebige komplexe 
Werte zu. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Ist f(a) irgend eine Funktion der Klasse [L”}, 0 eine beliebig kleine 
positive Gripe, so gibt es eine streckenweise konstante Funktion™) p(x) derart, 
daB die Ungleichung 

*) D. i. eine Funktion, die nur auf einer endlichen Anzahl von Strecken ver- 
schiedene Werte annimmt. 





F. Riesz. 





JS \fla) — 9(2) "dace 
besteht. ‘ 


Um eine solche Funktion g(x) zu erhalten, bestimmt man zunichst 
eine Funktion /,(x), die héchstens abzaihlbar unendlich viel verschiedene 


Werte annimmt, derart, daB — héchstens mit Ausnahme einer Null- 
menge — 
If) -A@|< i? 
3(b — a)? 
also 
. (0 \P 
(11) { f(x) —f,(#)|\"dx <(4) 


. 
“ 


sei. Das Integral von |f,(x) ” wird dann durch eine konvergente Reihe 
dargestellt, von der jedes Glied nur von einem einzigen Werte von f, (2) 
abhingt; bricht man nach einer geniigend groBen Anzahl von Gliedern 
derart ab, daB der Rest < (5) ausfalle, so stellt die endliche Reihe das 
Integral einer Funktion f,(z) dar, die nunmehr nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werte annimmt, und fiir welche 

b 

ye . o\p 
(12) J \fi@) — fel) |? dx < (3) 
ausfallt. 

Wir schreiben die Funktion f,(x) in der Form 


i 
fe(2) = >" rifs(2); 
i=1 
wo jede der Funktionen /, (z) nur die Werte 0,1 annimmt und kein 
Glied iiberall verschwindet. Nun aber kann man (laut Definition der 
MeBbarkeit) die meBbare Menge Mi, , der Werte z, fiir welche 


fe,(2) =1 


ist, in der Form Mz; + Mts; — Mtsi; darstellen, wo die Menge tz; aus 
einer endlichen Anzahl von Strecken besteht, waihrend die beiden Mengen 


zi, Dts; dem InhaltsmaBe nach kleiner als eine beliebig vorgegebene 
positive GréBe ausfallen. Wihlen wir diese Gréfe gleich 


> ( é y 
2 31) 7, | 


and bedeutet /, ,(z) jene Funktion, welche an den Stellen der Menge M:,, 
den Wert 1, sonst den Wert 0 annimmt, so ist 
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J \tes(@) —fa(a)\?da< (stm) 


Daraus folgt nach (8), wenn wir 


> Vfs(2) = f,(2) 


setzen, 
b 


(13) J \fil2) — f@) ax <($Y’ 


a 


Aus (11), (12) und (13) folgt wieder auf Grund von (8) 


{ \fla) — f(a)? dx < 0. 


Die streckenweise konstante Funktion f,(z) ist also von der geforderten 
Eigenschaft. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Man sieht auch leicht ein, daf wir die Werte y, rational (d. i. reeller 
. und imaginiirer Teil rational) und auch die Mengen Mtz,; so hitten wihlen 
kénnen, da& die Konstanzstrecken der Funktionen /, ;(x) rationale Teile 
der Strecke (a, b) seien. Dann wiirde auch die Funktion f,(x) nur ratio- 
nale Werte besitzen und ihre Konstanzstrecken wiiren rationale Teile von 
(a, b). 

Wir teilen noch ohne Beweis eine interessante Vertiefung unseres 
Satzes mit, die wir aber in der vorliegenden Arbeit nicht beniitzen: Man 
kann die streckenweise konstante Funktion g(x), die der Forderung des 
Satzes geniigen soll, auch auf die Weise bestimmen, dab man die Strecke 
(a, b) in geniigend kleine Teilstrecken zerlegt und fiir jede dieser Teil- 
strecken der Funktion g(x) als konstanten Wert den Integralmittelwert 
von f(x) auf derselben Teilstrecke zuordnet. Man gewinnt hiemit, wenn 
man noch die Entwickelungen des niichsten Paragraphen beachtet, un- 
mittelbaren Anschlu8 an einen von Hellinger eingefiihrten neuen Integral- 
begriff.*) 


*) E. Hellinger, ,,Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unend- 
lich vielen Variablen“. Dissertation, Gittingen 1907. 
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§ 5. 
Das unbestimmte Integral der Funktionen einer Klasse [L”]. 
Wir beweisen hier den Satz: 
Damit die Funktion F(a) ein Integral einer Funktion der Klasse (I? 
darstelle, ist es notwendig und hinreichend, dap die Summe 


m—1 


(14) F (t; + Y) 5 F(a,” 


p-1 
k=l (+1 — %) 


unter einer von der Anzahl m der Teilstrecken (x,, 2,,,) und der Art der 
Einteilung unabhiingigen Schranke liege.*) 

DaB die Bedingung eine notwendige ist, zeigt folgende Uberlegung: 
Wir nehmen an, es gebe eine Funktion f(z) aus [Z”] derart, daB fiir 
jede Strecke (z,, x,,,) 


Tk+t 
. 


Sf(@)da = F(m,,,) — F(@) 


ist. Laut Ungleichung (9) ist dann 
Fe—Fenes|fin@lae ls uae if(a) |? de. 


Daraus folgt, daB die Summe (14) < <f |f(x) |\?da sein muB. Die Bedingung 
ist also eine notwendige. 

DaB die Bedingung auch hinreicht, ergibt sich durch folgende Uber- 
legung: Die obere Schranke von (14) sei G*. Dann gelten auch die 
Ungleichungen 

p-1 


F(a+e)— F@)|\<Gle|’, 


S Feu) — Fels @ Poe —Gb-a)? 


k=0 k=0 


Die erste der beiden Ungleichungen besagt die Stetigkeit der Funktion 
F(a), die zweite, daB sie beschriinkter Schwankung ist. Hieraus folgt 


*) Auch E. Fischer (,Applications d'un théoréme sur la convergence en moyenne“, 
1. cit.) gibt fiir den Fall p—2 Bedingungen an, die sich auf beliebige p>1 aus- 
dehnen lassen. Ihre Begriindung miiBte jedoch gewisse Resultate voraussetzen, die 


wir erst spiter entwickeln werden, wobei wir uns eben auf das hier angegebene 
Kriterium stiitzen. 
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nach Lebesgue, dab F(x) fiir alle x héchstens mit Ausnahme einer Null- 
menge eine Derivierte f(x) besitzt*); dieselbe ist im wesentlichen Grenz- 
funktion der durch die Vorschrift 
F —F 
p,(2) = etn TE 
definierten Funktionen fiir 


Leap Qt<e 
Bn ett — Tn, k ( a k= n,k+1) 


lim max (#7, ,,;—2,,,) = 9. 


n=o k 


Da nun laut der behaupteten Bedingung fiir alle n 


Jipa(2)|\"de < @ 


ist, so ist nach einem leicht zu beweisenden Satze von Fatou**) klar, daB auch 
die Grenzfunktion der |g,(x)|?, d. i. |f()|? integrierbar ist, und ihr 
Integralwert < G? ausfillt. Da f(a) auch sicher meBbar ist, so ist sie 
eine Funktion der Klasse [L”}. 

Wir haben noch zu zeigen, daB 


Sf (a) da = F(x) — F(a) 


ist. Dies gilt a fortiori, wenn wir die Richtigkeit der Grenzgleichung 


lim f(f(e) — 9,(#)\dx = 0 


darlegen. Nun gibt es nach einem Satze von Lebesgue, da die ,(x) 
durchweg gegen f(x) konvergieren, bei beliebig klein vorgegebenem 0 
eine Zahl v = »(d) derart, daB fiir alle » > wv das InhaltsmaB der Menge 
M,, s{\f(@) — ,(@)| > 4] kleiner als 6 ausfillt. Man schitzt nun den 
Wert des in der Grenzgleichung stehenden Integrals mit Hilfe der Un- 
gleichungen 


J if(2)—9,(2)|da<o(G-0), Ji fla)|da<o? [ Ji f(a) pda |? < a7 G, 
n,d nd 


(2,b)— My J 
g-i- a» i p-l 
[iv@laese > | [ig,(@\rdal? <0? G 
nd RJ 


*) H. Lebesgue, ,,Legons sur l’intégration etc.“, 8.128. Es wiirde auch schon 
die Heranziehung des weniger tief liegenden Satzes, nach welchem F(a) derivierte 
Funktionen besitzt, hinreichen. 


*) P. Faton, ,,Séries trigonométriques etc., 1. cit., 8. 375. 
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ab; u. zw. wird 


-1 


» adi 
Jif (2) — 9, (2)\dx < d(a—b) + 28” G 


fiir alle » > v(d), woraus, da 0 beliebig klein gewahlt werden darf, die 
behauptete Grenzgleichung folgt. 


g 6. 
Starke und schwache Konvergenz in bezug auf den Exponenten p. 
Wir werden im folgenden das Bestehen der Grenzgleichung 


lim f \f(@) — f(z)" dx -0, 


wo f(x) und die f(z) der Klasse [Z”| angehéren, dadurch ausdriicken, 
daB wir sagen: die Folge { f,(x)} konvergiert in bezug auf den Exponenten p 
stark gegen die Funktion f(x).*) 

Beispiele stark konvergenter Folgen, die nicht trivial sind, liefern die 
Entwicklungen des § 4. Ganz trivial ist z. B. die starke Konvergenz bei 
gleichmiibig konvergenten Folgen. Man erkennt aber leicht an Beispielen, 
da8 stark konvergente Folgen nicht im gewdhnlichen Sinne — selbst nicht 
bei Ausnahme einer Nullmenge — zu konvergieren brauchen. 

Man schlieBt mit Hilfe der Ungleichungen (5), (6) auBerst leicht, daB 
aus der starken Konvergenz der Folge {f,(x)} gegen f(x) auch das Bestehen 
der Grenzgleichungen 


6 b b b 
lim f(z) g(a) dx = ff(a)g(a) dx; lim f\f,(x)\"dx = f\f(a)|rde 


folgt; in der ersten der beiden Gleichungen bedeutet g(x) eine beliebige 


P 
Funktion der Klasse [ a =i) 
Wir fiihren nun noch einen umfassenderen Konvergenzbegriff ein. 
Auch diese Konvergenz wird noch das Bestehen der ersten Grenzgleichung 
sichern, wiihrend die zweite Grenzgleichung durch die Ungleichung 


(15) lim f\f,(2) dx > f\f(a)\rax 


zu ersetzen sein wird. 





*) Fir p= 2 ,,convergence en moyenne“ bei E. Fischer ,,Sur la convergence en 
moyenne“, 1. cit. 


. 
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Zu diesem Zwecke definieren wir: Die Folge {f,(x)} von Funktionen 
der Klasse [L”| konvergiert in beaug auf den Exponenten p schwach gegen 
die Funktion f(x) derselben Klasse, wenn a) die Integralwerte 


JS\fida)\raa 


insgesamt unterhalb einer endlichen Schranke liegen; b) fiir alle Stellen a<a<b 


lim Jie) dx — Jie) daz 
ausfillt.*) 

Jede in bezug auf den Exponenten p stark konvergente Folge kon- 
vergiert auch schwach in bezug auf p, und zwar gegen dieselbe Grenz- 
funktion. DaB aber eine schwach konvergente Folge nicht unbedingt 
auch stark konvergiert, zeigen die Folgen {sin kx}, {cos kw}, die in bezug 


auf alle Exponenten p schwach, dagegen in bezug auf keinen Exponenten 
stark konvergieren. 


Das Bestehen der Grenzgleichung 


(16) lim f(x) 7(@) dx — [f(2) y(@)ax 


folgt, wenn y(x) eine streckenweise konstante Funktion ist, aus Voraus- 
setzung b). Auf Grund der Yoraussetzung a), nach welcher die Integral- 
werte der |/,(x)|? simtlich unterhalb einer Schranke G? liegen, iibertriigt 
man jene Grenzgleichung mit Hilfe des Satzes in § 4 auf simtliche Funk- 


- 
tionen g(a) der Klasse La =i] Denn aus der Ungleichung 


b 


b - Pp 
J\g(@) — r(@) Pde <a" 
folgt auf Grund von (5) nach Beachtung von (16) 


lim | f(f(@) —f@)9(@) ae Slim f{f()—F@) (9) —r@)] aa 


|| fincas]? + al. 


*) Fiir p=2 steht der hier eingefiihrte Begriff der schwachen Konvergenz in 
engem Zusammenhange mit jenem Konvergenzbegriffe, dessen sich Hilbert zur Defi- 
nition der vollstetigen Funktionen von unendlich vielen Veriinderlichen bedient; indem 
nimlich der schwachen Konvergenz einer Folge von Funktionen jene Hilbertsche 
Konvergenz ihrer Fourierschen Konstanten entspricht. 
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Daraus schlieBt man, da 0 beliebig klein gewahlt werden darf, 
6 
(17) lim f{f(2) — f(#)]9(@) de = 0.*) 
Um das Bestehen der Ungleichung (15) zu beweisen, erkliren wir 
Pp 
eine Funktion g(x) der Klasse lP -i| durch 
g(x) = |f(@)|?~* sign f(z). 
f(a)? = f(@) 9(@), 


Dann ist 


und somit nach (17) 


Jifte)\rdx = lim fF(2)9(@) ae. 


Daraus folgt auf Grund von (5) 


j . 2 p-! 
J ie) Pa “Sim | Sirceiras || J iP *ae| 


— lim LS (a) rae J ine)rae| : 


d. i. Ungleichung (15). 

Wir bemerken noch, dab auf Grund der Ungleichung (8) die starke 
oder schwache Konvergenz der Folgen {f;{"(«)},---, {f,(x)} gegen 
f™(a),---,f(a) sich auf die Verbindungen {¢, f(x) +---+¢f(2)}, 
¢, f(a) +---+¢,f(«) tibertrigt. 


§ 7. 
Hauptsatz tiber schwache Konvergenz. 


Wir beweisen den folgenden Existenzsatz, der an den grundlegenden 
WeierstraBschen Satz tiber Punktmengen erinnert: 

Besitat eine Mannigfaltigkeit von Funktionen aus {L’| folgende beide 
Eigenschaften: 


*) Es ist wohl nicht uninteressant zu bemerken, daf auch umgekehrt aus dem 


P 

Bestehen der Grenzgleichwng (17) fiir alle g(a) aus [| die schwache Konvergenz 
von {f;(a)} gegen f(x) folgt. Der Beweis ist leicht zu erbringen. Vgl. fiir p—2 die 
bereits erwihnte neue Arbeit von H. Lebesgue ,,Sur les intégrales singuliéres*, 
1. cit., S. 56. 
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1) sie ist wnendlich*); 


2) sie ist beschriinkt in bezug auf den Exponenten p, d. i. die Integral- 
werte 


JSit@\eae 


liegen fiir alle Funktionen der Mannigfaltigkeit unterhalb einer Schranke G? ; 
dann enthdlt die Mannigfaltigkeit sicher Teilfolgen, die in bezug auf den 
Exponenten p schwach konvergieren. 
Um eine solche Teilfolge zu bestimmen, bilden wir die Integrale 


F(x) = ff(a)da 
simtlicher Funktionen der gegebenen Mannigfaltigkeit. Fiir alle F' ist 
| 2 2-3 
; FQ =0, | F(a) — F@)| =| ff@)de| <|2,—m| ? @. 


Somit sind die Funktionen F(z) in ihrer Gesamtheit beschrinkt und 
gleichmaBig stetig (également continues). Nach einem Satze von Arzela**) 
enthilt daher die Mannigfaltigkeit der F(x) sicher eine Teilfolge 


{#2 = St@ dx , welche gleichmaBig gegen eine Funktion F*(x) kon- 


vergiert. 


Teilen wir nun die Strecke (a, b) in eine beliebige Anzahl von Teil- 
strecken (%,,2,,,), 80 besteht fiir alle Funktionen F(z) die Ungleichung 


| FF —— P : 
SS Onl << fir@lrdas @. 
F (41 — %) a 


Durch Anwendung der Ungleichung auf die Funktionen F(z) und durch 
Grenziibergang folgt 


| F* (@, 1) — F* @) P 
k 41 —%)?* 


Also ist nach § 5 F*(zx) Integral einer Funktion f*(x) aus [Z”]; und zwar 
ist wegen F'*(a) = 0 





< Ge. 


zx 
F*(a) = [f*() da. 
a 
*) Es darf in der Mannigfaltigkeit dieselbe Funktion mehrfach, ja sogar un- 
endlich oft vorkommen, in letzterem Falle ist der Satz trivial. 
**) C. Arzela, ,,Sulle serie di funzioni, Memorie d. R. Accad. d. Scienze di Bologna, 
sezione d. Sc. Fis. e Mat., serie 5, t. VIII (1899—1900), S. 3—58, 91—134. 
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lim ff,(z)dz — [P*(a) ae, 


und da noch die Integrale der |/,(x)|? unter der Schranke G? liegen, so 
konvergiert {/;(z)} in bezug auf den Exponenten p schwach gegen f*(z). 

Man sieht auch zugleich, daB, sobald nicht simtliche Teilfolgen der 
Mannigfaltigkeit schwach in bezug auf den Exponenten p gegen f*(z) 
konvergieren, sicher eine von f*(x) wesentlich verschiedene Grenzfunktion 
f**(x) vorhanden ist, usf. 

Eine interessante Anwendung gestattet unser Hauptsatz bei der Aus- 
dehnung des Fischerschen Satzes*) auf alle p> 1, von der wir jedoch in 
der vorliegenden Arbeit nicht Gebrauch machen. Der Satz besagt in dieser 
ausgedehnteren Fassung, daB aus der Grenzgleichung 


b 
(18) lim | \f,(z) —f,(x)\?dx = 0, 
i=o, jaw % 
wo {f,(a)} eine Folge der Funktionen der Klasse {L’| bedeutet, die Existenz 
einer Funktion f(x) derselben Klasse folgt, gegen welche |{f,(x)} in bezug 
auf den Exponenten p stark konvergiert.**) 

Der Beweis gestaltet sich folgendermaBen: Aus (18) folgt leicht, dab 
die Integralwerte der |f,(x)\? unterhalb einer endlichen Schranke liegen. 
Auf Grund unseres Hauptsatzes erschlieBt man hieraus die Existenz einer 
Teilfolge {f;,(z)}, die in bezug auf den Exponenten p schwach gegen 
eine Funktion f(z) konvergiert. Dann konvergiert auch die Folge 
{fa.(x) — fj(x)} in bezug auf p schwach gegen f(x) —fj(x). Durch An- 
wendung von (15) auf diese Folge schlieBt man 


6 b 
Jif@) —f,@)\"ax < lim f\fi,(2) —f@) raz; 
woraus nach Beachtung von (18) die Grenzgleichung 


lim f'f(e) — f(a) rade 0 


folgt. 
*) E. Fischer, ,,Sur la convergence en moyenne“, 1. cit. 
*) Vgl. F. Riesz, ,,Sur les suites de fonctions mesurables“, 1. cit., wo derselbe 


Satz (auch fiir 0<(p <1) auf andere Weise entwickelt wird. Die Notwendigkeit der 
Bedingung folgt (doch nur fiir p> 1) unmittelbar aus Ungleichung (6). 
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g 8. 


Bedingung fiir die Lésbarkeit eines Systems linearer Integral- 
gleichungen. Die Bedingung ist notwendig. 


Es liege ein endliches oder abzihlbar unendliches System von linearen 
Integralgleichungen 


(19) 7 J f(a) (2) dx =e, (i=1,2,---) 


Pp 
vor. Die Koeffizientenfunktionen f,(x) gehéren der Klasse [1-7] an. 

Wir stellen uns die Aufgabe, Bedingungen zu ermitteln, unter welchen 
das System (19) durch eine Funktion §(7) der Klasse [Z”] befriedigt 
werden kann. 

Fiir den Fall p = 2 ist die Aufgabe bereits erledigt. Denn es kénnen 
die Resultate von E. Schmidt iiber Systeme linearer Gleichungen mit ab- 
zahlbar unendlich vielen Unbekannten, wie wir dies schon in der Ein- 
leitung angedeutet haben, in solche tiber das System (19) iibersetzt werden; 
man kann aber auch die von Schmidt verwendete Methode unmittelbar 
auf unsere Aufgabe iibertragen, indem man seinen Konvergenzsatz durch 
den Fischerschen ersetzt. Die Ausdehnung dieser gewissermaBen geo- 
metrischen Methode auf beliebige Exponenten scheint dagegen auf unheb- 
bare Schwierigkeiten zu stoBen. DemgemiaB weicht unsere Methode, die 
auch im Falle y= 2 manches Neue bieten diirfte, wesentlich von der 
Schmidtschen ab. 

Eine notwendige Bedingung ergibt sich rasch durch folgende Uber- 
legung: Wir nehmen an, das System (19) lasse sich durch eine Funktion 
£°(~) der Klasse [Z”] befriedigen. Dann erfiillt £°(7) auch jede Gleichung 


f Pia) (2) da = Soe 


41, °°", #, sind beliebige reelle oder komplexe Zahlen. Auf Grund der 
Ungleichung (5) ist dann 


| du ¢; Pi _ / Saie| $°(x) dx a 


i=1 





(20) = 


Ld P 


S| fisiolrac l= f Sete) tae. 


Wir haben somit die notwendige Bedingung: Es muf eine endliche 
GriBe M geben derart, daB fiir jedes n (resp. wenn nur » Gleichungen 
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vorliegen, fiir dieses m) und fiir jedes beliebige System reeller oder kom- 
plexer Zahlen u,,--:, u, die Ungleichung 


2 as 2 ei |_2. 
(21) D> mie |?*? SMP "| Sa f(a) |P-tdz 
f=1 > |ée1 
bestehe. 
Wir werden in der Folge zeigen, daB diese Bedingung auch himreicht. 


§ 9. 
Die Bedingung ist hinreichend: Endlich viele Gleichungen. 


Wir betrachten zunichst eine endliche Anzahl, etwa n Gleichungen 


(22) JS fla) &(@) dx =, (i=1,2,---,n) 


und nehmen an, daB fiir das System (22) die Bedingung erfiillt ist. 
Wir setzen 


FG, ty td = So fil@), — PCa te) = fay)? ae, 


| «2 ww 
F(uy, >>.) = tie? . 
i=1 | 
Die Funktion [ (u,,---, a) der » Veriinderlichen u,,---,, ist tiberall 
stetig. Sie ist ferner als Funktion der 2m reellen Verinderlichen 
Wig iy >>“) Mny Mn (u, =u; +o,” V—1) 


nach jeder dieser Verinderlichen sicher einmal stetig differenzierbar, u. zw. ist 





1 n 
ar iw ar + 
(23) any — Opn p—Te"? Sem Diesey- 
j=1 


Ebenso ist auch, wenn alle Funktionen f,(z) an der Stelle x ein- 
deutig bestimmte endliche Werte begitzen (also héchstens mit Ausnahme 


me 
einer Nullmenge), die Funktion |/(x, u,,--+,@,)|?~* in den Verinderlichen 
Hy,°**,@, stetig und nach den Veriinderlichen mj, ui,--+, Mn, Un sicher 
einmal stetig differenzierbar. Es ist 


E a P 
a p-l1 a ‘ie ‘ = — 
ae Pay aa = 5 if) f(z, > “+5 Uy) a sign f(z, My “,) 
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Auf Grund des Rolleschen Satzes folgt nun ferner, daB auch die 
2n Quotienten 


- @ Pp 
[fC +m th, -- P71 PG oe PO 
h| . 


P 


[FC ty YA, «+ )/P7P FG = yy |? 
Thi 








, 


wenn nur |k <H vorausgesetzt wird, unterhalb einer integrierbaren 
Funktion F(a, u,,--+,4,, H) liegen, die man auch leicht angeben kann. 
Daraus folgt auf Grund des Lebesgueschen Satzes iiber Integration von 
Funktionenfolgen*) die Vertauschbarkeit der Differentiation und der Inte- 
gration in den Ausdriicken 

p 1 


b 6 np 
Of | £(@s ty + +s) \?-* dx af\ f(y tins * °°» a) |? dx 








Ou; op , Ou," 
Somit ist auch ®(u,,---,mu,) mach den u;, uw,’ sicher einmal stetig 
differenzierbar; man findet 


b P 
OO(u, 5° BO (, 5° “sits F nee 2. 
(24) — ne to); Watt) PS fff) | ty stn) ?~tsignf(& ty)--,u,) da. 





Wir treffen nun noch fiir den Augenblick die Voraussetzung, die sich 
dann bald wieder aufheben lift, die Funktionen f,(x),---, f(x) seien 
linear unabhingig, d. i. es giibe auBer u, = 0,---,u,—0 kein System 
der u,, fiir welches f(a”, u,,---,u,) eine Nullfunktion wire. Unterwerfen 
wir dann O(u,,---,u,) der Bedingung, unterhalb einer endlichen Schranke 
zu verbleiben, so liegen auch die Werte | u,| unter einer endlichen Schranke. 
Da noch f und ® stetig von den mw, abhiingen, so erreicht [ bei der 
Nebenbedingung ® = 1 ihre obere Grenze fiir ein Wertsystem u,, ---, w,. 
Mittels des klassischen Verfahrens zur Behandlung von Extremumsauf- 
gaben mit Nebenbedingungen ergibt sich nach Heranziehung von (23) 
und (24), da8 das Wertsystem u,,---,u, bei einem noch zu bestimmenden 
Werte 4 die Gleichungen 


1 n b aa 
(25) oF? sign Saye, — 4 fF @)|F(@ ts +> ty) |?" sign fe, wy, ++, m,) de 
j=l a 
; (i=1,--,n) 


(26) o=1 
befriedigt. 





*) H. Lebesgue, ,,Sur la méthode de M. Goursat pour la résolution de l’équation 
de Fredholm“, Bulletin de la Société Mathématique, t. 36 (1908), 8.11; ,,Sur les 
intégrales singuliéres“, 1. cit., S. 50. 
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Durch Multiplizieren der einzelnen Gleichungen des Systems (25) mit 
u,, Addition und Einsetzen von (26) folgt 


A=f 
und somit 


n b 1 
DSH [F@) (2 May *y My) |?-? sign f(a, uy, -- +, w,) da = ¢,. 
j=l a 
Setzt man also 
n 1 
(27) &”) (x) = S46 \f(a, Mias**’s u,) - sign f(x, My" *'y H,) , 
i=] 


so ist &(x) eine lésende Funktion des Systems (22). 
Auf Grund der Gleichung (27) folgt 


b P 
ti E(x) |?da = | PX = [?-?, 


}@=1 


und daraus nach Heranziehung der Ungleichung (20): 


b 
(28) fit@par< Me. 
Letztere Ungleichung kann durch eine Gleichung ersetzt werden. Be- 
deutet nimlich M™ die kleinste Zahl, die bei beliebigen u,,---, uw, die 
1 


Ungleichung befriedigt, dann ist M”)?-1 der Maximalwert von [ bei der 
Nebenbedingung (26), den dieselbe bei jenem speziellen Wertsysteme der u, 
erreicht, welches wir zugleich zur Definition der Funktion &”(x) ver- 
wendeten. Es ist also 


b 


(29) [8 @ |? da = (Mey. 


Da andererseits auf Grund der Ungleichung (20) fiir jede Lésung (zx) 
des Systems (22) 


f\8@\rae > (arp 


ist, so ist &(x) eine soleche Lésung des Systems (22), fiir welche das 
Integral 
f\s@lraz 


moglichst klein ausfallt. Man schlieBt auch leicht, daB es keine zweite, 
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von (xz) wesentlich verschiedene Lisung §(7) derselben Art geben kann. 
Dies folgt sofort durch Anwendung der Ungleichung (6). Danach wire 


J i Petter des E [ f |E™ (x) |? ae }P+ + [serach | = (My 


und da auch ot das System (22) befriedigt, so kénnte nur das 


Gleichheitszeichen gelten, was nach § 2 nur dann méglich ist, wenn es 
eine Nullfunktion der Form «&)(x) — BE(x) («>0, B>0, a+ B>0) gibt. 
Infolge von (29) muB dann, wenn das System (22) nicht homogen ist, 
E(x) durchwegs = &”)(x) sein. Der homogene Fall ist trivial: die Minimal- 
lésungen sind Nullfunktionen und jede Nullfunktion ist eine Minimal- 
lésung. 

Wir wollen nun noch die Annahme, die Funktionen f(z) seien linear 
unabhiingig, wieder aufheben. Es geniigt zu bemerken, dab, wenn irgend 
eine lineare Verbindung der /,(x) eine Nullfunktion ist, die entsprechende 
Verbindung der ¢, zufolge der Ungleichung (21) verschwinden muf. Es 
kann daher das System durch Weglassen einzelner Gleichungen in ein 
aiquivalentes System tibergefiihrt werden, das die obige Annahme erfiillt; 
der Minimalwert von M wird hierdurch nicht geindert. Die Minimal- 
lésung des reduzierten Systems ist somit auch eine und im wesentlichen 
wieder die einzige Minimallésung des urspriinglichen Systems. 


§ 10. 


Die Bedingung ist hinreichend: Abziihlbar unendlich viele 
Gleichungen. 


Es bestehe nun das System (19) aus abzihlbar unendlich vielen 
Gleichungen. Unsere Bedingung sei erfillt; die kleinstmégliche Zahl M 
heiBe M*. Dann ist die Bedingung auch fiir die ersten » Gleichungen 
erfillt und es ist M™ < M*. Es sei &”)(x) die entsprechende Minimal- 
lésung. Dann ist also 


['\8 a) rae — (atop < (ary. 


Die Funktionenfolge {&(x)} geniigt der Forderung des Hauptsatzes 
iiber schwache Konvergenz. Es gibt daher sicher eine Folge von Indizes 
M,, M%,, ~~~ derart, dap die Funktionenfolge & (a), &)(a),--- in beeug auf 
den Exponenten p schwach gegen eine Funktion §*(x) der Klasse [L?] kon- 
vergiert. Auf Grund von (17) ergibt sich dann unmittelbar, daB &* (2) 
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eine Lisung des Systems (19) darstellt. Und zwar ist §*(z) Minimal- 
lésung; denn auf Grund von (16) ist 


b 
f\8@)|" az < Tim (p< (Mey 
und somit nach Heranziehung der Ungleichung (20) 
b 
{| @) pax = (ty. 


DaB &*(x) im wesentlichen die einzige Minimallésung ist, folgt durch 
dieselbe Uberlegung, die wir bei endlichen Systemen gefiihrt haben. 
Hieraus folgt dann weiter, daB nicht nur eine Auswahl {§)(7)}, sondern 
die ganze Folge {§)(x)} schwach gegen &*(x) konvergiert. Denn andern- 
falls wiirde die Folge eine Teilfolge enthalten, welche schwach gegen eine 
von §&(#) wesentlich verschiedene Funktion §**(z) konvergierte, und 
§**(x) wire ebenfalls Minimallésung des Systems (19). 

Wir fassen von den Resultaten der drei letzten Paragraphen das, was 
fir die Folge wichtig ist, in dem Satze zusammen: 

Ein endliches oder abzihlbar unendliches System von linearen Integral- 
gleichungen 


fla) #2) de = ¢ (6=1,2,- 


ys 
deren Koeffizientenfunktionen f,(x) der Klasse [ n2-7| angehiren, lit dann 
und nur dann eine der Bedingung 


[\§(@)\"da < MP 


geniigende lisende Funktion &(x) zu, wenn fiir alle n bei beliebigen Zahlen 
u, die Ungleichung 


1G |? -*< Me-! fi eid 
dae |P*< J 2" (2) a 


}¢=] 





besteht. 
Ist speziell M* die kleinste Zahl von der geforderten Eigenschaft, so 
besitet das System eine einzige der gestellten Bedingung geniigende Lisung.*) 


*) Im Falle p = 2 fiihrt dieses Kriterium unschwer zu den bekannten Resultaten. 
So z. B. la8t sich aus dem in (27) angeschriebenen Ausdrucke fiir die &(@) das Ana- 
logon der von Schmidt entwickelten Lisbarkeitsbedingung (,,Uber die Auflésung 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten“, 1. c., S. 74) herleiten. 
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§ 11. 


Mehr als abzihlbar unendlich viele Gleichungen. Darstellung der 
linearen Funktionaloperation durch ein Integral. 


Unsere Resultate bleiben auch fiir Systeme bestehen, die mehr als 
abziihlbar unendlich viele Gleichungen enthalten. Die Uberlegungen des 
§ 8 gelten ohne weiteres auch fiir diesen Fall, und es ist daher die Existenz 
einer Zahl M von der Art, daB fiir jedes endliche Teilsystem und be- 
liebige Zahlen uw, die Ungleichung (21) statthabe, auch hier eine not- 
wendige Lisbarkeitsbedingung. Ist diese Bedingung erfillt, so enthilt 
das System endliche oder abzihlbare Teilsysteme, die ihm fquivalent sind. 
Dies und mithin das Hinreichen der Bedingung folgt aus dem Satze, daB 


Pp 
jede Menge der Klasse [n= endliche oder abzihlbar unendliche Teil- 
mengen enthilt derart, daB jedes Element der Menge ein Element jener 


Teilmenge ist oder durch solche in bezug auf den Exponenten ¥ ; 
stark approximiert werden kann, Der Beweis dieser Behauptung fiir be- 
liebige Mengen bedarf eines viel diskutierten Auswahlprinzips; fiir jene 
Mengen jedoch, die wir in der Folge betrachten werden, ergibt sich das 
Vorhandensein entsprechender Teilmengen unmittelbar aus unseren friiheren 
Entwickelungen. 


Ein auferst wichtiger Fall ist der folgende: Die Koeffizientenfunk- 


P 
tionen f(z) machen die ganze Klasse [ -7| aus. In diesem Falle ergeben 
nach § 4 jene streckenweise konstante Funktionen, fiir welche alle Kon- 
stanzstrecken rationale Teile der Gesamtstrecke sind und die auch nur 
rationale Werte annehmen, eine im obigen Sinne iiberall dichte, abzihl- 
bare Teilmenge. Man hat somit den Satz: 


_P_ 
Wird durch eine Vorschrift jeder Funktion f(x) der Klasse [ re-3| 
eine Zahl A, zugeordnet, und geniigt diese Zuordnung den Forderungen: 


Aut, +uahs ed | Ay, + yA, ; 


30 
- [Ayla 


-1 
Pp 


b p 
Tre) |?=*ae| 


wo die Schranke M nur von der Vorschrift abhiingt, so gibt es eine bis auf’ 
eine Nullmenge eindeutig bestimmte Funktion a(x) der Klasse |L”| derart, 
daB fiir alle f(x) 


Pp 


e 
a 


A,= face) f(@) dx 


ist. 
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Fiir p= 2 hatte ich den Satz als eine Folge meines Satzes iiber 
trigonometrische Reihen ausgesprochen.*) Zu gleicher Zeit hat den Satz 
auch Fréchet entwickelt.**) 

Man kann den Satz (fiir beliebige p > 1) auch ohne Anwendung der 
allgemeinen Betrachtungen iiber Gleichungssysteme leicht herleiten. Wir 
definieren zu diesem Zwecke zuniichst die Funktion A(&) durch die Vor- 
schrift: 


A) =Ay,n3 f(z, %)—4 fir 2S, 


und behaupten, daB A(z) ein unbestimmtes Integral einer Funktion a(z) 
der Klasse [L?] darstellt. Nach den Entwickelungen des § 5 ist diese 
Behauptung begriindet, wenn wir nur zeigen, daB fiir jede mégliche Ein- 
teilung der Strecke (a, b) in Teilstrecken (x,, x,,,) (k = 0, 1,---,m—1) 
die Summe 

51 4d -4e)? 


= p-1 
k=0 e41 *,) 


unterhalb einer absoluten Schranke liegt. Zu diesem Zwecke definieren 
wir eine Funktion f(z) durch die Vorschrift: 


f(a) — A@e4d — 4p P*Sa (4,4) — 4p) 


D ist @41-%)"" 1 S#<%40- 
ann is 
fine) Paz SAGA? 
31 a)\*" ai = war oa 
(1) 3 k=0 @41—%)" y 


und zufolge der in (30) ausgedriickten Distributivitét auch 


(32) A, 3 A, 41) <= A(x,) |? 
1 
k=0 41 —-%)” 


Aus (30), (31) und (32) folgt 


m—1 

4@,,0- A(z, 4 < MP 
k=0 41%)” jos 

*) F. Riesz, ,,Sur une espéce de Géométrie analytique des systemes de fonctions 
sommables“, 1. cit. An Stelle von (80) steht dort die scheinbar allgemeinere Voraus- 
setzung, dab Ay, gegen Ay geht, wenn nur /;(x) stark gegen f(z) konvergiert. Man 
zeigt leicht fiir beliebige p, da® aus dieser Voraussetzung und aus der Distributivitat 
auch (30) folgt. Vgl. das analoge Problem betreffend Linearformen abzaihlbar unend- 
lich vieler Verinderlichen: E. Hellinger u. O. Toeplitz, Grundlagen fir eine Theorie 
der unendlichen Matrizen“, Nachrichten Ges. Wiss. Gittingen 1906, S. 351—355; 
E. Landau, ,,Uber einen Konvergenzsatz‘, 1. cit. 


**) M. Fréchet, ,,Sur les ensembles de fonctions et les opérations linéaires“, 1. cit. 
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Also gibt es eine bis auf eine additive Nullfunktion bestimmte 
Funktion a(x) der Klasse [Z?] derart, daB A(x) ein Integral von a(z) 
darstellt. 

Nun aber folgt unmittelbar aus der Definition der Funktionen A(z), 
a(a) das Bestehen der Identitit 


U 


A, - (‘a(z) p(x) dz 


a 


fiir jede streckenweise konstante Funktion g(a). Auf Grund des in § 4 
entwickelten Satzes, nach welchem fiir jede Funktion f(z) der Klasse 


P = 
[x a i| das Integral 
b P 
[\fl@) — 9(@)?-* ax 


durch entsprechende Wahl von g(x) beliebig klein wird, iibertriigt sich 
die Identitét auf alle Funktionen f(z). 


§ 12. 
Die lineare Funktionaltransformation. 

Uber die Funktionaltransformation T{f (x)], welche jeder Funktion 
der Klasse [Z?] eine Funktion derselben Klasse zuordnet, setzen wir 
voraus, daB sie distributiv und in bezug auf den Exponenten p beschriinkt 
sei. Die Transformation heiSt distributiv, wenn identisch fiir alle f 

Tle h(2)+ ef) =47TIA@) + eTlA@) 
ist; die Identitit ist so aufzufassen, daB sich die auf beiden Seiten stehen- 
den Ausdriicke héchstens um eine additive Nullfunktion unterscheiden. 
Beschrinkt in bezug auf den Exponenten p heift die Transformation dann, 


wenn es eine absolute Konstante M;*) gibt derart, daB fiir alle Funk- 
tionen f(x), fiir welche 


J *ha)|Pae <1 
ist, das mit der transformierten Funktion gebildete Integral 
fvita)|rae < Mi 
ausfallt. Eine zugleich distributive und in bezug auf den Exponenten p 


*) Wir setzen sofort fest, daB wir in den weiteren Entwicklungen unter M, 
immer die kleinstmégliche positive Zahl von der hier angegebenen Eigenschaft verstehen. 
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beschriinkte Transformation nennen wir eine lineare Transformation der 
Klasse [L’}. 
Es bedeute nun f(z) eine beliebige Funktion der Klasse [Z”], g(x) 


_ 
eine beliebige Funktion der Klasse [ =a], Da auch 7[f(x)] eine Funk- 
tion der Klasse [Z”] ist, so existiert sicher das Integral 


J T (fe) Mz) dx 
und es ist P 


1 p-1 


ro. \P > et e 
< Ms| Sire ras JS ioe ae | 


Halt man in dem Integrale die Funktion g(x) fest, so stellt es somit 
eine auf der Klasse [Z”] lineare Funktionaloperation dar. Nach unserem 
Satze tiber die Darstellbarkeit der linearen Operation gibt es somit eine 
bis auf eine beliebige additive Nullfunktion wohlbestimmte Funktion w(z) 


(35) | TUf@)g(e) ax 








= 
der Klasse [ re-1| derart, daB fiir jede Funktion f(z) 


6 6 
JTUf@)\9(@) dz = ff(@) ¥(@) de 
ausfallt. : 
Auf diese Art wird jeder Funktion g(7) der Klasse [n=] eine 
Funktion ~(z) derselben Klasse zugeordnet. Da diese Zuordnung, wie 


soeben erwihnt wurde, bis auf eine additive Nullfunktion eindeutig ist, 
so folgt aus der Gleichung 


STUF@ON 91 (@) + e9e(a) | dae, f(a) vy (a) da + cy f f(x) v(x) de 


die Distributivitét der Zuordnung. Die Beschranktheit der Zuordnung in 


bezug auf den Exponenten —< ; Wird durch die Ungleichung (35) ge- 


sichert; auch sieht man sofort, daB die zugehérige absolute Konstante 
= Mr; ist. 
Die Vorschrift 


STU@) g(a) dx = [ f(x) L[g(a)] ax 


my <x 
definiert somit eine lineare Transformation Z[g(x)| der Klasse [ re-], fiir 
dieselbe ist 


Mz = Mr. 
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Durch dieselbe Vorschrift wird, wenn die Transformation Z die gegebene 
ist, die Transformation J definiert. 


Die Transformation T[g(x)] heiBt die Transponierte zur Transformation 
T(f(x)]; letztere Transformation hei®t wieder Transponierte zu T[g(zx)]. 


= . —_ 
Die identischen Transformationen der Klassen [JZ], [ne=3] sind zu- 
einander transponiert. 


§ 13. 
Umkehrung der linearen Funktionaltransformation. 
Es bedeute 7[/(x)] irgend eine lineare Transformation der Klasse 


P 
[LZ?], Z[g(x)] die zu ihr transponierte Transformation der Klasse Lae il. 
Wir fragen nach der Lésbarkeit der Funktionalgleichung 
(34) T(E(«)] = f(@). 

Darin bedeutet f(x) die gegebene, E(x) die gesuchte Funktion aus der 
Klasse [Z”]. Das Gleichheitszeichen ist bis auf eine additive Nullfunktion 
zu deuten. 

Laut der Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen ist die 
Gleichung (34) gleichwertig dem mit sémtlichen Funktionen g(x) der Klasse 


S. 
[be i| gebildeten Gleichungssystem 


(35) S¥@ Tg @)l da = f7(a) g(a) dx. 


Das Gleichungssystem kann durch endlich oder abzaihlbar unendlich viele 
Gleichungen ersetzt werden; man kann hierfiir z. B. wieder die Gesamt- 
heit der in § 12 benutzten speziellen streckenweise konstanten Funktionen 
heranziehen; denn zufolge der Linearitit der Transformation T kann man 
jede Funktion Z{[g(x)] durch jene, die nach Anwendung derselben Trans- 





formation aus diesen speziellen Funktionen hervorgehen, (in beang auf £ ) 
p—i 
stark approximieren. Man darf daher das in § 11 formulierte Kriterium 
auch auf das System (35) anwenden. Beachtet man noch, dab das System 
der Z[g(x)] alle linearen Verbindungen dieser Funktionen mit enthilt, 
so ergibt sich: 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lisbarkeit der 
Funktionalgleichung (34) durch eine Funktion §(a), fiir welche 


b 
Sis@) ?daz < M* 
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ausfillt, besteht darin, daB die Ungleichung 


p-1 
Pp 


St@)9(@) dz) s M) fixto@e as | 


a 


P 
fiir alle Funktionen g(x) der Klasse [ ne-1| erfiillt ist. 

Auf Grund des soeben bewiesenen Satzes kiénnen wir nun auch die 
folgende Frage beantworten: Unter welchen Bedingungen gibt es eine 
lineare Transformation 7’~-' der Klasse [Z’] derart, daB fiir alle Funk- 
tionen f(x) dieser Klasse die Gleichung (34) gleichwertig sei der Gleichung 


T-*[ f(a) = §@); 


mit andern Worten: unter welchen Bedingungen gibt es zu 7’ eine lineare 
Umkehrtransformation? 


In der Zeichensprache der linearen Substitutionen driickt sich unsere 
Forderung durch die Gleichungen 
(36) TT-'=T-'*T=E 


aus. Bedeutet Z-' die Transponierte von 7~-', so sind die Gleichungen, 
wie aus der Definition der Transponierten unmittelbar folgt, gleichbedeutend 
mit den folgenden: 


(37) I-'T = TT = E£. 
Nehmen wir an, es gebe eine Transformation 7-* Es sei 
oo M = My-1 = Mz. 
die zugehérige absolute Konstante. Dann bestehen sicher die Ungleichungen 


Sif@\rax < Me {| T[f(2)\\"aK 


° 2. pb > 
Jig@)?*da <M? {| X[g@)]\?* da, 


P 
und zwar fiir jede Funktion f aus [Z”] und jede Funktion g aus [n=]. 
Das Bestehen dieser Ungleichungen fiir eine Zahl M ist somit eine not- 
wendige Bedingung fiir die Existenz einer umkehrenden Transformation, 
wenn man noch verlangt, daB die absolute Konstante derselben <M aus- 
falle. Wir zeigen, daB die Bedingung auch hinreicht. 

Durch Anwendung der Ungleichung (5) leitet man aus den obigen 


= * 
Ungleichungen die fiir alle f aus [Z”] und alle g aus [ne-1| richtigen 
Ungleichungen 














ee 
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1 p-1 


< uf irUrCa)yeae | | Siow az! ss 





Sf@)9(@) ax 


p-1 1 


Sf@)g(@)az| <M Ei Z[9(e)"as| | J \f(@) ras 


os 


ab. Auf Grund des oben ausgesprochenen Satzes besitzen somit die Glei- 


chungen 
(38) Z[n(a)] = 9(@), 
(39) } TU (2)) = f(z) 
sicher soleche Lésungen (xz) resp. &(«), fiir welche 

b Po _p » Po 
(40) Jin@)l?* de < M?™ f\g(a)??"*ae, 
(41) Jik@) pdx < Me fif(e)\rae 


ausfallen. Und zwar besitzt jede der beiden Gleichungen im wesentlichen 
nur diese einzige Lésung. Denn die Differenz d(x) zweier Lésungen 
z. B. der ersten Gleichung miiBte die homogene Gleichung 


E[d(x)] = 0, 
also auch das gleichwertige System 


(42) | Tp (a) 8(a) dx = 0, 


wo f(x) die ganze Klasse [Z”] durchliiuft, befriedigen. Da jedoch, wie 
wir soeben gezeigt haben, die Gleichung 


T|p(«)] = f(2) 
fiir alle Funktionen f aus [Z?] gelést werden kann, so diirfen wir das 
System (42) durch das System 


J f(a) 8(@) dx =0 
ersetzen, wo auch f die ganze Klasse [Z”] durchliuft. Setzt man speziell 


f(a) = |d(2)|?~* sign 8(2), 


{\a@l? de = 0; 
d. h. 6(#) ist eine Nullfanktion. 
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so folgt 











482 F. Riesz. 


Durch die Gileichungen (38), (39) wird also jeder Funktion f(x) der 
Klasse [I?| eine Funktion §(x) derselben Klasse, und auch jeder Funktion 


P 
g(x) der Klasse [ n-1| eine Funktion (x) derselben Klasse im wesent- 
lichen eindeutig zugeordnet. Die Distributivitét dieser Zuordnung folgt un- 
mittelbar aus der Linearitat der definierenden Gleichungen und der Ein- 
deutigkeit der Liésung. Die Beschrdnktheit der Zuordnungen ist durch die 
Ungleichungen (40), (41) gesichert. DemgemiiB definieren jene Zuordnungs- 
vorschriften zwei lineare Transformationen T-*, Z-*; und auf Grund der 
Definition dieser Transformationen schlieBt man sofort, daB dieselben zu- 
einander transponiert sind und auch die Forderungen (36), (37) erfiillen. 

Man hat damit den Satz: 

Die lineare Transformation T\|f(x)| der Klasse [I”] besitzt dann und 
nur dann eine lineare Transformation T~-' als eindeutige Umkehrung, wenn 
es eine Zahl M gibt derart, daf fiir alle f(x) aus [L’| und alle g(x) 

P 
ou (175 


b b 
Jif (a)|"dx < Mr {| TUf(@))\"ae, 
b » a . - 2 
JSig@)P"*aa <M? f\X[g(@))\?~* ae 
ausfallen.*) ; 

Ist diese Bedingung erfiillt und bedeutet M, die kleinste Zahi M, bei 
welcher noch die erste Ungleichung fiir alle f besteht, M, die entsprechende 
Zahl fiir die zweite Ungleichung, so ist 
M, = M, = M,-: = Mz-:. 


§ 14. 


Die Funktionalgleichung §(a) — 2K [§(x)] =/(x). 
Der symmetrische Fall: 


Es bedeute K eine beliebige lineare Transformation der Klasse |Z’); 
4 sei ein verinderlicher Parameter. Die obige Funktionalgleichung ist 
eine Verallgemeinerung der bekannten Fredholmschen Integralgleichung. 
Das Problem, die Funktionalgleichung fiir jeden einzelnen Wert von A 
in bezug auf ihre Lisbarkeit zu untersuchen, laBt sich bei beliebigem Ex- 


*) Den entsprechenden Satz fiir Substitutionen mit abzihlbar unendlich vielen 
Veriinderlichen hat im Falle p=2 O. Toeplitz entwickelt: ,,Die Jacobische Trans- 
formation der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen“, Gittiagen, 
Nachrichten, 1907, 8. 101—109. Vgl. auch den AuSerst einfachen Beweis von E. Hilb: 
Uber die Auflésung von Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten‘, Sitzungs- 
berichte der Phys.-Med. Sozietiit Erlangen 1908, 8. 84—89. 
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ponenten p mit unscren Hilfsmitteln vollstindig erledigen. Unsere Kriterien 
liefern eine theoretisch exakte Antwort; und in gewissen, sehr allgemeinen 
Fallen geben sie auch die Mittel an die Hand, das Verhalten der Liésungen 
als Funktionen von 4 in der Umgebung isoliert singulirer Parameter- 
werte zu untersuchen. 

Wir beschrinken uns hier auf einige Betrachtungen bei p = 2*) 
und behandeln auch nur gewisse spezielle Typen der Funktionalgleichung, 
bei denen die Anwenduug unserer Resultate sich auBerst einfach und 
natiirlich gestaltet. Wir entwickeln zunichst den folgenden Satz: 

Bedeutet Mx die der Transformation K entsprechende (kleinste) absolute 
Konstante, so ist obige Funktionalgleichung fiir alle Parameterwerte i, fiir 
welche 


: eo 
| A | < My, 
ausfillt, sicher eindeutig lisbar und die Transformation E — 12K hat eine 
eindeutig bestimmte Umkehrung. 

Um den Satz zu beweisen, hat man zu zeigen, dah die Bedingungen 
des Satzes in § 13 fiir die Transformation T= E — 1K, wie auch fir die 
Transformierte T = E — 1S erfiillt sind, sobald 4 der obigen Ungleichung 
geniigt. 

Da zu den beiden Transformierten K und & dieselbe absolute Kon- 
stante gehért, gentigt es, die Bedingung fiir die erstere der beiden Trans- 
formationen 7' und & als erfiillt nachzuweisen. Dies folgt nun unmittel- 
bar aus den Ungleichungen 


IJ iz (s@rae} - LJ ik) LK[E(2)}"a2| ; 
. | firerae| a J xte@yiraz}* 


> (1 |a| Me) [ Jizcoirae * 


setzt man namlich 
1 


i—jae, 


so erhalt man 
4 . 4 u 
[ fit@rrae}? < ar} fire @irae]’, 
d. i. die postulierte Ungleichung. Damit ist unser Satz bewiesen. 


*) Diese Einschriinkung ist jedoch nur bei der Behandlung symwmetrischer Trans- 
formationen wesentlicb. 


82° 
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Uber die Werte 4, fiir welche |A| - x ist, laBt sich allgemein 
nichts aussagen. Im reell symmetrischen Falle dagegen kann man sicher 
behaupten, daB wenigstens einer der beiden Parameterwerte 2 = +- u fiir 

a 
die Funktionalgleichung singuldr ist. Es gilt naimlich der Satz: 


Ist K eine reell symmetrische Transformation*), so kann man wenigstens 
eine der beiden Funktionalgleichungen 


f | (2) ¥ yp KIE(@)]| de —0 


mit beliebiger Approximation durch Funktionen §(a) lisen, die noch der Be- 
dingung 


6 


fik@Pax=1 


a 


unterworfen sind. Die entsprechende Transformation E +a ist dann 
x 
nicht mittels einer linearen Transformation umkehrbar. 


Wire nimlich unsere Behauptung unrichtig, so wiirde es eine posi- 
tive Zahl M* geben derart, daB fiir jede Funktion f(#) der Klasse [Z*| 
die Ungleichungen 


ff) ag KU@) a2 ye fe) Pax 


statthiitten. Somit wiire auch, wenn K°*[f(x)| die durch wiederholte An- 
wendung von K entstandene Transformation bedeutet, 


f (2) — 43 K*Uf@)) aa 
(48) = f/f) — 4, KV) + yp K[F@) — yp KIF@)]| ae 


2a t | 1@) — 4, KU@)) “de> ap J \f@ tae. 


1 


*) D. i. wenn K jede reelle Funktion in eine reelle iiberfiihrt und K = & ist. 

Die Ausfiihrungen iiber den reell symmetrischen Fall gelten natiirlich, leicht 
modifiziert, auch fiir den Fall, wo fir alle reellen Funktionen K—S ausfallt. Vgl. 
D. Hilbert, ,,Grundziige etc.“, 4. Mitteilung, 1. cit., S. 216. 
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Andererseits aber ist 


J\@U@) a2 < Me [| K[f@)\ Pda < Mt [\f@) ae. 


a 


Ferner gibt es, da K = und My die zugehérige kleinste Konstante 
bedeutet, sicher eine Funktion f(x) derart, daB 


fRUOU@de = [\KP@)\!de> ME(1—syp) [fe Rae 
ausfallt. Fiir diese Funktion f(x) ist dann 


f tO ay FO) ae 


e 
LU} 


b 
. , 2 
= f\f@Pae—ary f 


K(f (a) F(a) de + apg f | K*U/(@)l Pax 


Dies aber widerspricht der Ungleichung (43). Damit ist die Richtigkeit 
unserer Behauptung bewiesen.*) 

Man kann den soeben hier bewiesenen Satz auch als eine Weiter- 
fiihrung und Prizisierung des Hilbertschen Existenzsatzes in der Theorie 
der linearen homogenen Integralgleichung auffassen. Jener Satz behauptet 
die Existenz wenigstens einer reellen stetigen, nicht identisch verschwin- 
denden Lésung der Integralgleichung 


4 


E(x) 1 K(a,y)s(y)dy =0, 


in welcher 4 einen verfiigbaren, reellen Parameter, K(x, y) eine gegebene, 
in den beiden Veriinderlichen symmetrische Funktion bedeutet, die stetig 
ist, oder wenigstens gewissen, hier nicht niher zu beschreibenden Stetig- 
keitsbedingungen unterworfen wird.**) Wesentlich fiir uns ist nur, daB 
diese Bedingungen der linearen Transformation 


*) Unser Satz laBt sich auch leicht aus der Hilbertschen Normaldarstellung der 
beschriinkten quadratischen Formen (,,Grundziige IV“; 1. cit.), wie auch natiirlich 
aus dem Toeplitzschen Kriterium mit Hilfe des Satzes tiber die Existenz von Funk- 
tionen mit vorgegebenen Fourier-Konstanten ableiten. 

™) D. Hilbert, ,,Grundziige etc.“ 1. Mitteilung, Nachrichten d. Ges. d. Wiss. 
Gottingen 1904, 8S. 49—91. 
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Kifi2)] =f K(a, y) fly) dy 


einerseits die spiter zu definierende Kigenschaft der Vollstetigkeit, anderer- 
seits noch die weitere Eigenschaft sichern, daf sie alle Funktionen der 
Klasse [L*| in stetige Funktionen iiberfiihrt. Man kann schon jetzt be- 
merken, daB es dank dieser letzteren Eigenschaft geniigt, iiberhaupt die 
Existenz einer nichttrivialen Lésung aus [Z*) der Gleichung 


&(y) — a_f K(«, y) &(y)dy = Nullfunktion 
zu beweisen, denn die Funktion , 
E* (2) = af K(a, y) &(y) dy 


liefert dann eine stetige Lésung der urspriinglichen Integralgleichung. 
Bevor wir den Begriff der vollstetigen Transformation erkliren, sei 
uns noch folgende Bemerkung gestattet, die fiir alle Funktionenklassen 
[Z?] gilt. Aus der Definition der linearen Transformation folgt unmittelbar, 
daB, wenn eine Folge {f,(x)} stark gegen eine Funktion f(x) konvergiert, 
dies auch fiir die Folge {7[f,(x)]} und die Funktion 7[f(x)] der Fall 
ist. Weniger evident ist, daB bei jeder linearen Transformation auch die 
schwache Konvergenz erhalten bleibt. Dies folgt nun aus der Existenz der 
transponierten Transformation. Konvergiert nimlich die Folge {f,(z)} 
schwach gegen die Funktion f(z), so gelten fiir jede Funktion h(x) der 


Vv 
Klasse [x >-i| die Gleichungen: 


J TUF @)\ h(a) da — f'f(@) E[h(a)] dx — lim f'f,(2) Z{h(a)] da 


lim f ‘THY. (2)] h(a) dex. 


Auf Grund dieser Bemerkung lassen sich unsere letzten Resultate 
noch etwas weiter ausbauen. Nehmen wir z, B. an, man kénne die 
Gleichung 


(44) / §(@) - Ee K[é(2)] 1 dz =0 


durch Funktionen vom Quadratintegral 1 mit beliebiger Approximation 
befriedigen. Es sei also {& (x)} eine Folge von Funktionen dieser Art, 
fiir welche die Grenzgleichung 
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(45) lim f | &(2)— yp KUE,(@)] dx = 0 


besteht. In dieser Folge ist dann sicher eine Teilfolge {&,(~)} enthalten, 
welche (in bezug auf den Exponenten 2) schwach gegen eine Grenz- 
funktion §*(7) konvergiert. Dann konvergiert auch die Folge 


{§=(@) — ay K [Es (@)]} 
schwach gegen die Funktion £&*(x) —-y«K [&*(~)]. Aus der Grenz- 


gleichung (45) folgt dann durch Anwendung des Hilfssatzes des § 11 die 
Gleichung 


J 8 @ a KE) ae = 0. 


Damit wire die Existenz einer genauen Lésung der Gleichung (44) 
bewiesen, wenn man nicht mit der Moglichkeit zu rechnen hitte, daB alle 
schwach konvergenten Folgen {&,(x)}, welche die Gleichwng in der Grenze 
befriedigen, gegen Nullfunktionen konvergieren. Dann gibt es eben nur 
diese Art trivialer Lésungen. Hier greift der Begriff der Vollstetigkeit ein. 
Bei vollstetiger Transformation K bleibt diese Méglichkeit ausgeschlossen. 

Wir nennen nimlich eine Funktionaltransformation vollstetig, wenn 
bei ihr jede schwach konvergente Folge in eine stark konvergente iibergeht.*) 

Ist nun die Transformation K|/(x)] vollstetig, so konvergiert also 
die Folge {K[§,(x)|} stark gegen die Funktion K[§*(z)|. Daher ist 


J \ KE @) da = lim [| K[§s(@)) 2d = ME. 


Also ist auch 


SiP@ Pare sip JK @ Rae 1, 


Somit ist &*(#) sicher keine Nullfunktion. Man kann noch bemerken, 

daB auf Grund von (16) 
b 

| |§*(@)Pde< 1 

*) Diese Definition der Vollstetigkeit deckt sich mit der Hilbertschen (,,Grund- 
ziige IV“, 1. cit.). Man zeigt nimlich leicht, da8 eine Transformation in dem oben 
erlauterten Sinne dann und nur dann vollstetig ist, wenn die derselben bei Zugrunde- 
legung irgend eines Orthogonalsystems entsprechende Bilinearform unendlich vieler 
Veriinderlichen nach Hilberts Definition vollstetig ausfillt. 
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sein mu8. Aus den beiden Ungleichungen folgt dann 


b 
S\8@ ax =1. 
Man hat hiemit den Satz: Ist K[f(x)] eine reell symmetrische vollstetige 
lineare Transformation der Klasse | L*|, so erreicht das bei der Nebenbedinqung 





Sit@Par=1 


variierte Integral 


J | K[&(@)) "da 
sicher sein Maximum.*) 
Die vorstehende Betrachtung itiber vollstetige Transformationen gilt 


nicht nur fiir die Werte 4 = 7 , resp. 2 = — : , sondern fiir saimtliche 
K : ae 


Werte 4, bei denen die Gleichung 


b 
J \8(x) —2K[E(2)] Pda = 0 


durch Funktionen £(), fiir welche 


So da = 1 


ausfillt, mit beliebiger Approximation befriedigt werden kann. Fiir alle 
diese Werte — die sogenannten Figenwerte — ist die Gleichung auch 
genau durch Funktionen derselben Art — LKigenfunktionen — lésbar. 
Auf Grund dieser Resultate liBt sich die Theorie der reell symmetri- 
schen, vollstetigen Lineartransformationen, unter andern der Satz iiber ihre 
Zerlegung in elementare Transformationen, leicht begriinden. Man folgert 
zunichst auf bekannte Art die Orthogonalitét zweier verschiedenen Eigen- 
werten entsprechender reeller Eigenfunktionen. Fiir das Weitere bedient 
man sich mit Vorteil der Tatsache, daB jede wnendliche Folge von reellen, 
zueinander orthogonalen Funktionen von gleichem Quadratintegral schwach 
gegen © konvergiert. Diese Tatsache erscheint als Korollar der bekannten 
Besselschen Identitiit. Aus ihr folgt, daB sich die Eigenwerte sicher nicht 


*) Beziiglich des Zusammenhanges verwandter Variationsprobleme mit der 
homogenen Integralgleichung vgl. Hilbert, ,,Grundziige etc.“ 1. Mitt., 1. cit., S. 78; 
5. Mitt., Nachrichten Ges. Wiss. Gittingen 1906, 8. 460; E. Holmgren, ,,Sur la 
théorie des équations intégrales linéaires“, Arkiv fér Matematik, Bd. 3, Nr. 1 (1906); 


F. Riesz, ,,A lineér homogén integrilegyenletrél“, Math. Termtt. Ertesité 1909, 
8. 220—240. 
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im Endlichen hiiufen, wie auch, daB die Anzahl der ein und demselben 
Eigenwerte entsprechenden, linear unabhdngigen*) Eigenfunktionen eine 
endliche ist. 

Man erhilt hiernach ohne Schwierigkeit den Satz iiber die Zerlegung 
der reell symmetrischen vollstetigen Transformation in die Summe ge- 
wisser héchstens abziahlbar unendlich vieler Transformationen elementarer 
Art, welcher dem Hilbertschen Satze iiber die Normalzerlegung einer 
reellen quadratischen Form entspricht. Man ordnet zu diesem Zwecke 
jedem Eigenwerte 4; eine Transformation K, zu; K, wird durch folgende 
Eigenschaft bestimmt: sie ordnet jede zu dem Eigenwerte 4; gehérige 
Eigenfunktion sich selbst zu, alle zu diesen Eigenfunktionen konjugiert 
orthogonalen Funktionen fiihrt sie in 0 iiber. Durch diese Eigenschaft 
werden die Transformationen K,; im wesentlichen eindeutig festgelegt. Es 
bedeute /,%(a), f(a), --+ f(x) ein System zum Eigenwerte 4, ge- 
hérender Eigenfunktionen, die reell, vom Quadratintegral 1 sind, zueinander 
orthogonal stehen und durch welche jede zu demselben Eigenwerte ge- 


hérende Eigenfunktion (bis auf eine Nullfunktion) linear ausgedriickt 
werden kann**), so ist 


Kirel=f | Sere | reas. 


a i. 


Die Transformationen K, sind, wie leicht zu sehen, vollstetig, reell 
und symmetrisch. Dasselbe gilt von den Transformationen 


S[f2)1 =>) = KA), 


(46) ézil 

R,[f(x)] = K[f(x)| — 8, [f\@)). 
Ferner ist 
(47) SR, = R,S,=0. 


Es bedeute nun Mp, die zur Transformation R, gehérende absolute 


Konstante. Dann ist einer der beiden Werte +y — ein Eigenwert der 
Rn 

Transformation f,; es gibt somit sicher eine reelle Funktion f(x), die 

nicht Nullfunktion ist und eine der beiden Gleichungen 


*) Linear unabhiingig‘* ist im Sinne der iiber Nullfunktionen gemachten An- 
nahme zu deuten. 

**) Reeller und imaginirer Teil einer zu einem reellen Eigenwerte einer reellen 
Transformation gehdrenden Eigenfunktion sind, wie man leicht erkennt, selbst Eigen- 
funktionen; eine derselben ist sicher nicht Nullfunktion, sobald es die urspriingliche 


Funktion nicht ist. Demgemi8 kann das obige Fundamentalsystem rein reell gewihlt 
werden. 
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(48) f [ra) F a. Rule] ae — 


befriedigt. Aus (47) und (48) folgt, daB diese Funktion f(z) durch S, in 
eine Nullfunktion iibergefiihrt wird. Daraus folgt weiter einerseits, daB die 
Funktion f(z) zu allen Eigenfunktionen, die den Eigenwerten 4,, ---, 2, 
entsprechen, orthogonal steht, daB sie also unter diesen Eigenfunktionen 
sicher nicht enthalten ist. Andererseits folgt auf Grund von (46), dab 


im wesentlichen 
R,[f(2)] = Kif(@)] 
ist, daB also f(x) auch die Gleichung 


f fe) ¥ a KU(@)]| de 0 


wo dasselbe Vorzeichen wie in (48) zu gelten hat, befriedigt. Der ent- 

sprechende Wert + w — ist somit ein Eigenwert von K, der jedoch von 
Rn 

den Werten 4,,---, 4, sicher verschieden ist; er ist daher unter den 


Werten 4,.:, 4,49,°°* enthalten. Daraus folgt aber, daB Mz, mit un- 
begrenzt wachsendem n der Grenze 0 zustrebt, d. h. es ist 


lim f| K[f(@)] — 8,[/@)] ax = 0 


u. 2w. gleichmifig fiir alle f(x), fiir welche die Werte 


JS \ fa) Paz 


a 


unterhalb derselben Schranke liegen. In diesem Sinne wird die Trans- 
formation K{f(x)| durch die Reihe 


> 7 Klf@), 


die iiber alle reellen Eigenwerte 1, 2u erstrecken ist, dargestellt. 

Aus der gegebenen Darstellung der vollstetigen, reell symmetrischen 
Transformation K folgt unmittelbar, daB jede mit irgend welchem nicht 
reellen Parameterwerte 4 gebildete Transformation 


E—iak 


eine beschriinkte Umkehrung besitzt. Dies folgt iibrigens auch fiir alle 
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reell symmetrischen — nicht notwendig vollstetigen — Transformationen, 
wenn man 2 =u + iv setat, aus der Ungleichung 


Jf \f@)—@ +iv) KI) Pda = +99) f |" f@)—KIN@))"ax 


total @ tare ot fife rae 


auf Grund des in § 13 entwickelten Kriteriums.*) 


§ 15. 


Fortsetzung: Der Volterrasche Typus. 

Es bedeute K[f(x)]| eine beliebige lineare Transformation der Klasse 
[Z?]. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Trans- 
formation E — 1K bei einem bestimmten Werte von 4 eine lineare Funk- 
tionaltransformation als eindeutige Umkehrung besitze, ist nach § 13 die 


Existenz einer Zahl M derart, daB fiir alle Funktionen f(x) der Klasse [ Z*] 
die Ungleichungen 


S\f@ Pax < Mf \f@) —AaKf@) Pax, 


b b 
S\f@ baa < Mf \f@ — AX [f@) de 
bestehen. Mit andern Worten: Die Transformation E—AK laBt sich 


dann und nur dann eindeutig durch eine lineare Transformation umkehren, 
wenn keine der beiden Gleichungen 


(49) J §&@) —AK[E(a)] "dx =0, 


(50) S\§@ —A8[E@] Pde =0 
durch Funktionen §(z), fiir welche 


*) Vgl. E. Hellinger, ,,Neue Begriindung der Theorie quadratischer Formen von 
unendlich vielen Verinderlichen“*, Habilitationsschrift, Marburg 1909, S. 51 [auch 
Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 136]. 
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JS\§@ Pax =1 
ausfallt, mit beliebiger Annaherung gelést werden kann.*) 

Wir zeigen in diesem Paragraphen, dab, wenn K[f(x)| einer gewissen 
Klasse von Transformationen angehért, die obige Bedingung fiir alle end- 
lichen Werte 4 erfiillt ist. 

Wir entwickeln zu diesem Zwecke zuniichst einige Satze iiber voll- 
stetige Transformationen. 

Satz lL Ist K[f(x)] eine vollstetige Transformation, so ist es auch die 
Transformation &{f(x)]. 

Beweis. Die Funktionenfolge {f,(x)} konvergiere schwach gegen 
die Funktion f(z). Es soll gezeigt werden, dab 


lim f | S[f(«) — f,()| 2x =0 


ist. 
Nun ist 


J \ StF) — f(@)\ Pde =f K[RF @ — F@))] F@ — f@)lex 


(2 Site aaa ae : 
(51) S| J K [RU @) —F@)l] ae | fire) 1) Rae 


1 


<G . {| K[&F@) —7,@))\" az = Gd, 


wo G die obere Grenze der Werte 


, 1 
Sif@ —t@) rae | (i=1,2,--) 
a od 





bedeutet. ; 


Da ferner die Folge {f(x) —f,(x)} schwach gegen 0 konvergiert, so 
ist dies auch, wie wir im letzten Paragraphen gezeigt haben, fiir die 
Folge {8([f(x)—f,(x)} und somit auch fiir die konjugierte Folge 


*) Man zeigt auch leicht, da® fiir Werte 2, die ausschlieBlich von reguliren 
Parameterwerten umgeben sind, beide Ungleichungen zugleich stehen oder fallen. 
Fiir solche Werte geniigt somit schon die Betrachtung einer einzigen der beiden Glei- 
chungen (49), (50), um iiber die Regularitit derselben zu entscheiden. Bei voll- 
stetigen Transformationen ist dies fiir alle Parameterwerte der Fall. Daravs folgt 
mit Hilfe des Satzes II. dieses Paragraphen die bekannte Tatsache, daB bei vollstetigen 
K entweder E—iK umkehrbar ist, oder aber die Gleichungen (49), (50) genaue 
Lisungen zulassen, die nicht Nullfunktionen sind. 
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{Rf (x)—F,(x)} der Fall, Daraus folgt aber, da K eine vollstetige 
Transformation ist, daB die Folge {K|&[f (x) —f,(x)]|} stark gegen 0 
konvergiert. Somit ist 

lim J, = 0, 


und also auf Grund der Ungleichung (51) auch 


Sl Ri f(x) — f,(x)] \?dx = 0 


Satz Il. Ist K[f(x)] eine vollstetige Transformation und ist die 
Gleichung (49) durch Funktionen &(x), fiir welche 


b 


Si§@ Pda = 1 


ausfallt, mit beliebiger Anniiherung lisbar, so ist sie auch genau durch Funk- 
tionen derselben Art lésbar. 

Der Beweis wird ahnlich gefiihrt, wie jener des im vorigen Para- 
graphen entwickelten spezielleren Satzes, Ist {&(a)} eine Folge un- 
begrenzt approximierender Lésungen, so gibt es nach § 7 sicher eine Teil- 
folge {&/(x)}, welche schwach gegen eine Funktion §&*(”) konvergiert. 
Durch Anwendung von (16) folgt dann, daB &*(#) eine genaue Lisung 
der Gleichung (49) darstellt. Es ist zu zeigen, dab §*(x) keine Null- 
funktion ist. Aus der Ungleichung 


= 


ai] fixwe@nras|>| fix@ras | -| fixe AK [&(@)] Rae | 


folgt, da K vollstetig ist, 


al] fe Ie | 


—) 


“eel = 


=>1. 


Also ist &*(a) sicher keine Nullfunktion. 

Satz Ill. Ist K[f(x)]| eine vollstetige Transformation, c eine von b 
verschiedene Stelle der Strecke (a, b), 3 eine beliebig gegebene positive Gripe, 
so gibt es eine Zahl d>c derart, daB fiir jede Funktion f(x), fiir welche 


S\f@Pax = \fa) Pde 
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ausfallt (d. i. welche auf den Strecken (d, b) und ev. (a, c) durchweg ver 
schwindet), die Ungleichung 
b b 
J | KIf(@)] *ax <8 \f(@) de 

besteht. 

Wire niamlich der Satz nicht richtig, so miiBte es eine volistetige 
Transformation K[f(x)], eine Stelle e<b, eine Zahl 6*>0, eine Folge 
von Stellen d, >d,>d,>---, lim d,=c und eine entsprechende Funk- 


tionenfolge {f,(z)} geben, derart, daB fiir alle diese Funktionen die 
Gleichungen 


S\f@)Paz—/f'\f(a) Pax = 1 
und die Ungleichungen 
(52) J KIR@P de > a? 


statthitten. Zufolge der Ungleichung 


fre) taae| =| [Fe h(a) ae <| fre) tae? 


miiBte die Folge {f,(~)} schwach gegen 0 konvergieren; dann aber wiirde, 
da K vollstetig ist, die Folge {K[f,(x)]} stark gegen 0 konvergieren. 
Diese Méglichkeit widerspricht jedoch der Ungleichung (52). 

Wir wenden nun diese drei Sitze auf eine Funktionaltransformation 
K{[f(x)] an, welche volistetig ist und dabei noch folgende Eigenschaft be- 
sitet: Ist 

y 
JSif@ dx =0, 


so ist auch 
y 
S| KUf@) 2dr =0. 
Ist K[f(x)] eine soleche Transformation, so sagen wir, die Funktional- 


gleichung 
p(x) — AK[E(x)) = f(a) 


sei vom Volterraschen Typus. Volterra hat sich nimlich, wie wohl be- 


kannt ist, mit Integralgleichungen beschiiftigt, die in diese Klassifikation 
eintreten. 
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Wir zeigen nun, daB fiir eine Gleichung vom Volterraschen Typus die 
zum Anfange dieses Paragraphen auseinandergesetzte Bedingung immer (also 
bei allen Werten i) erfiillt ist. 

Wire nimlich jene Bedingung nicht erfiillt, so kénnte man wenigstens 
eine der beiden Gleichungen (49), (50) mit beliebiger Anniiherung, auf 
Grund der Sitze I, II also auch genau durch eine Funktion §(zx) be- 
friedigen, fiir welche 


S\§@ Pax =1 


ware. Nehmen wir an, es wire dies fiir (34) der Fall. Es sei nun 
c(a <e <b) jene Stelle der Strecke (a, db), fiir welche, wenn a +c, 


c 


J\@) Paz =0, 


jedoch fiir alle d>c 
a 
J \§(@) tax >0 


ausfallt. Wir wahlen nun die Stelle d derart, dab dieselbe die Forderung 
des Satues III bei d=,*. erfiille. Dann ist, wenn £,(2) jene Funktion 
bedeutet, welche auf der Strecke (a, d) = (a), auf der Strecke (d, b) = 0 ist, 


at f[K{E(x)] de — |a)* [KE (@))\de < 4 f/6,(@) Pda — 4 fig (@)/Pae. 


Dies aber widerspricht der Ungleichung 


[2 | fixte@nras |? J E(2)Par ~ Si@- AxTR(@) Pa | 


=| J iewrae |* 


Auf ahnliche Art wird gezeigt, daB auch (50) nur durch Nullfunktionen 
befriedigt werden kann, was ja nach den Sitzen I und II auch die Un- 
méglichkeit der approximativen Liésung im angegebenen Sinne nach sich 
zieht. Bei Anwendung des Satzes III mu8 man jedoch beachten, dab die 


Gleichun 
il (2) — a@[E(2)] = f(2) 


nicht von demselben Typus, wie (53), ist; daB aber die Transformation 
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R{ f(x)], die nach I. ebenfalls vollstetig ist, die Higenschaft besitet, daf, 
sobald 


Jif(a)*ax =0 
ist, auch . 


J\8{fa)\tax = 0 


ausfallt. Hat man diese Eigenschaft erkannt, so fiihrt die entsprechende 
Umgestaltung des Satzes III. zum Ziele. Nun aber folgt jene Eigenschaft, 
wenn man 
0 . asgasy 
PO) gifay) ™ y<add 


setzt, aus den Gleichungen 


fiatrapas = fp) a[@nae — [KIo Ma) ae 
— {K(p(@)|f@) dz. 


§ 16. 


Ubertragung der Resultate auf Funktionen, die auf einer beliebigen 
meSbaren Menge erklirt sind. Ein Ubertragungsprinzip. 


Wir hatten in den $$ 4—15 vorausgesetzt, dab die betrachteten 
Funktionen auf einer Strecke definiert werden. Diese einschriinkende 
Voraussetzung ist keineswegs notwendig. Unsere Resultate gelten fiir alle 
entsprechenden Klassen von Funktionen, die fiir eine meBbare Menge beliebiger 
Dimension von nicht verschwindendem Inhaltsmafe erklirt werden; es ist 
natiirlich auch der Begriff des InhaltsmaBes entsprechend zu deuten. 

In meinen ersten Arbeiten itiber den hier behandelten Gegenstand 
hatte ich einen Weg angedeutet, der im Falle p= 2 zu dieser Verall- 
gemeinerung der Resultate fiihrt.*) In diesem Falle geniigt es niimlich, 
auf jener Menge ein einziges vollstindiges, reell orthogonales Funktionen- 
system zu erkliiren und auf dasselbe den in der Einleitung zitierten Satz 
zu tibertragen; das iibrige wird dann schon durch die Analysis unendlich 
vieler Verinderlicher geleistet.**) 


*) Vgl. F. Riesz, ,,Sur les systémes orthogonaux de fonctions et l’équation de 
Fredholm“, 1. cit. 


**) Es handelt sich dabei natiirlich zuniichst um die Ubertragung der entsprechen- 
den Resultate der §§ 6—-15. Will man auch die friiheren Entwicklungen itibertragen, 
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Ist p beliebig, so kénnte man versuchen, von Anfang an mit be- 
liebigen meBbaren Mengen zu arbeiten, was ja auch keine wesentlichen 
Schwierigkeiten verursachen diirfte, wenn man nur die grundlegenden 
Definitionen und Resultate tiber meBbare Mengen derart umarbeivet, daB 
in denselben der Strecke keine ausgezeichnete Rolle zukommt, was man 
z. B. durch axiomatische Grundlegung erreichen kann. Bei einzelnen 
Resultaten wird man auch dies vermeiden kénnen, indem man dieselben 
mittels Methoden begriindet, die sich ohne weiteres auch bei beliebigen 
Mengen verwenden lassen.*) 

Bei den meisten Resultaten fihrt nun auch das folgende Ubertragungs- 
prinzip zum Ziele, das wir hier nicht weiter begriinden: Ist eine mefbare 
Menge M von beliebiger Dimension und vom InhalismaBe m gegeben, so kann 
man diese Menge im wesentlichen ein-eindeutig auf eine Strecke von der 
Liinge m derart abbilden, daB jeder meBbaren Teilmenge der einen Menge 
eine meBbare Teilmenge der anderen Menge, und zwar von gleichem Inhalts- 
mape entspreche. Der Ausdruck ,,im wesentlichen ein-eindeutig“ ist folgender- 
mafen zu erkliiren: Fiir jede der beiden Mengen bilden jene Punkte, denen 
in der andern Menge kein Punkt oder mehr als ein Punkt zugeordnet 
wird, je eine Nullmenge. 


so ist der Begriff der Teiletrecke durch Auszeichnung gewisser Teilmengen zu ersetzen. 
Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir Satz III ¢cs § 15 und die nachfolgenden Entwick- 
lungen iiber Gleichungen vom Volterraschen Typus. 

*) Vgl. meine Arbeit: ,Sur les suites de fonctions mesurables“, 1. cit., wo 
unter andern die in § 7 der vorliegenden Arbeit entwickelte Ausdehnung des Fischer- 
schen Satzes durch eine Methode begriindet wird, die unmittelbare Ubertragung ge- 
stattet. Vgl. auch H. Weyl, ,,Uber die Konvergenz von Reihen etc.", 1. cit. 
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Das Dirichletsche Prinzip und die Theorie der linearen 
Integralgleichungen. 


Von 


E. Hotmeren in Upsala. 


In der Abhandlung ,,Uber das Dirichletsche Prinzip“*) hat Hilbert auf 
Grund dieses Prinzips eine strenge Methode zum Nachweise der Lésbar- 
keit der Randwertaufgabe in der Theorie des ebenen Potentials geschaffen. 

Der Zweck dieses Aufsatzes ist zu zeigen, daB diese Methode sich 
anwenden laBt, um in der Theorie der linearen Integralgleichungen zweiter 
Art die bekannten Sitze von Hilbert**) und Schmidt iiber die Existenz 
der Eigenfunktionen und die Entwickelbarkeit willkirlicher Funktionen 
nach ihnen abzuleiten. 

Diese Methode scheint mir wegen ihrer voraussichtlichen Verall- 
gemeinerungsfihigkeit von Interesse zu sein.***) 

1. Wir stellen uns zuerst das folgende Problem.+) 

Problem A,. Es werden die Funktionen u(s) gesucht, welche dem 
Integral 
(1) J(u) =f {K(s, t) u(s) u(t) ds at, 
wo K(s,¢) eine symmetrische Funktion von s und ¢ ist, seinen gréBten 
Wert geben unter der Voraussetzung, da8 die Gleichung 


*) Festschrift zur Feier des 150jihrigen Bestehens der K. Ges. d. Wiss. zu 
Gdttingen (1901), abgedruckt in Math. Annalen Bd. 59. 

**) Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. zu Gdttingen, Math.-Phys. Klasse, 1904, 
Heft 3. Schmidt, Math. Ann. Bd. 63. 

***) Der Aufsatz ist die Reprodaktion einer im ,,Arkiv fér matematik“' (Februar 
1906) erschienenen Arbeit, die sich einer friiheren Publikation ,,Uber Randwert- 
aufgaben bei einer linearen Differentialgleichung der zweiten Ordnung“ (Arkiv fér 
matematik 1904) anschlieBt. 

4) Vergl. die in Note ™) zitierte Arbeit von Hilbert, 8. 78—81. 
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b 
(2) fu(s) ds =1 
erfiillt ist. * 


Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, daf K(s, ¢) tiberall in dem 
Integrationsgebiet stetig ist. Wie man leicht ersieht, gelten jedoch die 
folgenden Entwicklungen unter den allgemeineren Voraussetzungen, die 
Schmidt in der zitierten Abhandlung § 12 macht. 


Das Integral J(w) hat eine endliche obere Grenze, wenn fiir w(s) alle 
méglichen stetigen Funktionen in Betracht gezogen werden, die der Be- 
dingung (2) geniigen.*) Wir bezeichnen diese Grenze, die positiv oder 
Null ist**), mit >. 

Denken wir uns jetzt eine unendliche Reihe von stetigen Funktionen 
ausgewahlt 
(3) u, (8), u,(s), ees u,(8), x 
die die Gleichung (2) befriedigen und fiir welche 
(4) lim J(u,) = — 

n= 1 

Ferner sei 

w,(), W,(S),---, w,(s),--- 


eine unendliche Reihe von stetigen Funktionen, welche den Gleichungen 


(5) [v,(8) t, (8) ds = 0 


geniigen und so gewahlt sind, daB 


b 


(6) fw%(s) ds < L, 
wo L eine positive Konstante ist. 


*) Man hat niimlich, wenn die obere Grenze von | K(s,t)| mit M bezeichnet 


wird, wegen der Ungleichung |ab| << . (a* + b*) 


Ivwi<s| ff K(st)[u*@) + wolasat 
ja a | 


b 


b | 
feo (fx pas) dt| <Mo—a). 


**) Siehe FuBnote S. 506. 





33* 
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Dann gilt das folgende 
Fundamentallemma:*) 





b » 
(7) lim J(u,, w,) = lim f {K(s, t) u,(8) w,(t) ds dt = 0. 


Beweis. Nehmen wir an, daB der Satz nicht richtig wire. Dann 
wiirde man aus der unendlichen Reihe von Funktionenpaaren 


uy, 45 Ug, We} “o9 U,, a3 via 


eine unendliche Reihe 

Uy, Wy'5 My, Wes +95 HL, WS - 
auswahlen kénnen, derart, daB fiir jeden Wert von » entweder 

I(x, ws) > oder J(uz, ws) <—e, 
wo @ eine von » unabhingige positive Konstante bedeutet. 
Wir betrachten dann die Funktionen 

ur(s) = (1+ a°B,) u,(s)+aw,(s) (n=—1,2,3,---), 

wo « und #, Konstanten sind. Wir wihlen diese Konstanten derart, daB 


die Relationen 
b 


fut*(s) ds = 1 


a 


erfiillt werden. Dadurch werden die #, als Funktionen von « durch die 





Gleichungen 
b 
1+ as, = 4V1 —a [wx*(s) ds 
bestimmt. Wenn «a? < L angenommen wird — eine Annahme, die wir 
jetzt machen — dann sind die f, reell, und man sieht leicht, daB sie 


den absoluten Betragen nach unter einer endlichen, von » unabhiingigen 
GréBe liegen. 
Durch Einsetzen von u*(s) in das Integral J(u) finden wir 
J (ut) = (1+0°8,)? J(un) + 2a(1+a°8,) T(un, wr) + a? I(w,) 
= J (un) + 2aJ (uz, wr) + o H,. 
Man sieht leicht**), daB | H,|< M, wo M eine endliche, von » unab- 
hingige GréBe bedeutet. 


*) Vergl. Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen der math. Physik, 
Bd. I, 8. 287; Hilbert, Festschrift; Max Mason, Inauguraldissertation , Gdttingen 1903; 
Holmgren, Arkiv fir matematik, Bd. 1 (1904). 

**) Vergl. FuBnote S. 499. 























Dirichletsches Prinzip und lineare Integralgleichungen. 501 


Wir nehmen jetzt an, daB |«| <i} und wihlen «>0, wenn 


J (ux, W.) >O, und a< 0, wenn J (tin, wx) <0. 
Dann bekommen wir, wenn J(u,, w,) > 0, 


2aJ (ur, w.) + eH, >2ag—e’M>ae>0, 
und wenn J(u,, w,) <0, 
2a] (ur, w.) + eH, > — 2aeg—e@M>—ag>0. 
Wird n jetzt so groB genommen, daB 
Ju) - b> — Hele, 
so bekommt man 
Tut) > 7 +'S8, 


was unméglich ist, da die obere Grenze von J(u) gleich i ist. Das 
1 
Lemma ist somit bewiesen. 
2. Wir wiihlen jetzt die Funktionen w,(s) folgendermaBen 


(8) w,(8) = »,(s) — 0, (8) fu,(r) %,(r) dr, 


wo die v,(s) stetige Funktionen sind, welche die Bedingung J v'(s) ds <i, 
(L, eine positive, von » unabhiingige Konstante) erfiillen. Die Bedingungen 
(5) und (6) sind offenbar erfiillt. Durch Eintragung in die Formel (7) erhilt 


man 
lim S[¥, t) u,(s) Eo — u(t) u(r) 0, (r) ar| dsdt = 0 


und ferner, wenn man die Gleichung (4) und die Ungleichung 


| fut) v,(r)dr| <4 (1+L,) 
beriicksichtigt, 
(9) Vim | f xO) J K(s, t)u,(s)ds — t u(0) | dt = 0. 
3. Wir betrachten jetzt das Integral 
fi Ks t) u,(s)ds. 


Es reprisentiert eine Funktion von ¢, die offenbar zwischen zwei von n 
und ¢ unabhingigen endlichen Grenzen eingeschlossen ist. 
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Nach dem Auswahlsverfahren von Hilbert*) kénnen wir aus der un- 
endlichen Reihe (3) eine neue unendliche Reihe 


(10) uF(s), uy(s),---, un (s),--- 
derart auswihlen, daB 


6 
lim [K(s, t) u&(s) ds 


fiir jeden rationalen Wert von ¢ einen eindeutig bestimmten Wert besitzt. 
In der Folge bezeichnen wir die Funktionen der Reihe (10) der Ein- 
fachheit wegen mit u,(s), u,(s),-- +, u,(8),---. 


Wir setzen 
b 


(11) v(t) =A, lim [K(s, t) u,(s)ds.**) 


Durch diese Formel ist w,(¢) fir jeden rationalen Wert als eindeutige 


Funktion definiert; fiir einen irrationalen Wert von ¢ stellt y,(¢) eine be 
, 


liebige von den Grenzen des Ausdrucks 4, | [K(s, t) u,(s)ds dar. Es ist 


leicht zu ersehen, daB y,(¢) auch fiir die irrationalen Werte von ¢ ein- 
deutig ist, und daB sie eine stetige Funktion von ¢ fiir alle Werte zwischen 
a und b darstellt. Nach der Schwarzschen Ungleichung bekommt man 
namlich 


\J K(s, t’) u,(s) ds — {K(s, t) w,(s) asl </ 


(n= 1,2,3,---), 


b 


(K(s, t’) — K(s, t)*'ds 


wo ¢ und ¢’ zwei beliebige Werte von ¢ sind. Durch Grenziibergang er- 
gibt sich ferner 


(v(t) — P< a2 [[K(s, t’) — K(s, #)}*ds. 


Aus dieser Beziehung sieht man sofort, daB y,(¢) die genannten 
Eigenschaften besitzt. 

4. Wir ‘werden jetzt beweisen, daB y,(¢) eine Lésung unseres 
Problemes ist. Zu diesem Zweck setzen wir in der Formel (9), wo jetzt 
u, (8), u(s), ---, u,(s),--- die Funktionen der Reihe (10) bedeuten mégen, 
v,(t) = K(s,¢) und bekommen 


*) Siehe Festschrift, 8. 14. 
**) 1, =o ist hier ausgeschlossen. 
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lim f K(s, t) . f; K(s, t)u,(s)ds — x u,()| dt =0, 


d. h. 
(12) (8) = ay, K(s, t) v(t) dt.*) 


Um zu zeigen, daB y,(s) die Gleichung (2) befriedigt und also nicht 
identisch gleich Null sein kann, setzen wir in (9) 


v(t) =f Kis, t) u,(s) ds 


und bekommen 


6 b b 
lim JS [Xs, t) u,(s)ds | (Ko, t) u,(s)ds — i u,(0)| dt=0, 
. : 
b 
{¥2(s) ds =1. 


SchlieBlich finden wir, wenn wir die beiden Glieder der Gleichung (12) 
mit w,(s)ds multiplizieren und zwischen a und b integrieren, 


Ts) = 


Unsere Behauptung ist also erwiesen.**) 


*) Aus (9) folgt, daB eine stetige Lisung ~,(s) unseres Problems die Glei- 
chung (12) befriedigen mu8. Denn setzt man w,(t)—=w(t) und »v,(t)= v(t), was 
offenbar erlaubt ist, so bekommt man 


6 ) 
» 1 
K(s, t) w(s)ds — — w(t) | dt = 0, 
Sool f (61) we) ds— > v0 | 


woraus wegen der Willkiirlichkeit von v(s) die Behauptung sich ergibt. Ist 4, =o, 
so bekommt man 


6 
[Xe, t) w(s) ds =0. 
a 
**) Ist 4, =, so gelten unsere Entwicklungen nicht unverindert. Setzen wir 
b 


dann »(t) = lim [Ke t) u, (t) dt, so ist w(t) eine Lésung der Gleichung 
n=oe 


6 
[ K(s, t) w(t) dt =o. 


b 
Statt der Gleichung (2) bekommen wir J »*() dt=0,d.h. y(t) =0. Unsere Methode 
a 


ergibt also keine Lésung des gestellten Problems. Besiizt die Gleichung 
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Die Funktion y,(s), deren Existenz jetzt nachgewiesen worden ist, 
stellt eine zu dem Kerne K(s, ¢) und dem Eigenwert 4, gehérige Higen- 
funktion dar. 

5. Durch geeignete Abinderung des anfangs gestellten Problems A, 
kénnen wir eine Reihe von Problemen stellen, deren Lisungen die siimt- 
lichen zu dem Kern K(s,¢) gehérigen Eigenfunktionen ergeben. 

Wir stellen zuniichst das folgende Problem. 

Problem A,. Es werden die Funktionen u(s) gesucht, welche dem 
Integral J(u) seinen gréBten Wert geben unter der Voraussetzung, dab 
die Gleichung (2) und die Gleichung 


b 
(13) J ¥,(s)u(s) ds =0 
erfillt sind. : 


9 
Es sei 


i die obere Grenze von J(u). Sie ist positiv oder Null.*) 


Wir denken uns jetzt, genau wie bei dem Problem A,, eine unendliche 
Reihe stetiger Funktionen ausgewahlt, 


uy (s), tls (8), ‘uted u, (8), ines 
welche die Gleichungen (2) und (13) erfiillen, und fiir welche J(u,) = ; 


Man sieht leicht, daB unser Fundamentallemma, das durch die Gleichung (7) 
ausgedriickt ist, giiltig wird, wenn wir den Funktionen w,(s) die weiteren 
Bedingungen 

6 


(14) J v, (8) w,(s)ds =0 (n = 1, 2, 3,---) 


auferlegen. 
Wir wihlen jetzt 


b 


w,(s) = v,(s) — v1 (8), fvi(r) v, (r)dr — ti,(8)_fu,(r) v,(r) dr 


5 
i K(s, t) p(t) dt = 0 keine andere stetige Lésung (der Kern ist dann nach der Termino- 


a 
logie von Hilbert ,,abgeschlossen“) als y(é) 0, so hat das Problem tiberhaupt keine 
stetige Lisung. 

*) Beweis siehe 8. 506, FuBnote. Ist 4, —, erhalten wir keine Lisung des 
Problems. Wie bei dem Problem A, zeigt man, dab eine Lisung die Gleichung 


b 
[ Kis, wat —0 


erfiillen muB. 
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und bekommen durch Einsetzen in (8) 


(15) lim J (0), [K(s, t) u,(s) ds — z u,(| dt = 0.*) 


Wie vorher kénnen wir voraussetzen, daB die Funktionen u,(s), u,(s), - - 
-+,u,(s),-+- die Eigenschaft haben, daB der Ausdruck 


v,(t) = A, lim fK t) u,(s) ds 


eine eindeutige und stetige Funktion von ¢ darstellt. Sie ist dann eine Lésung 
des Problems. Wir finden nimlich in derselben Weise wie bei dem Problem A, 


b 
(16) vs(8) = 4,,/ K(s, 1) v(O as, 
Ives) ds—1, Tv) == 
Setzen wir in (15) v,(¢) = y,(¢), so bekommen wir ferner die Gleichung 


U 


(17) Je) ¥4(s) ds = 0. 


Die Behauptung ist also erwiesen. 

Wir haben also die Existenz einer zweiten, wegen der Gleichung (17) 
von y,(s) unabhiingigen Eigenfunktion y,(s) erwiesen, welche zu dem 
Kigenwerte A, gehért (A, > 4,). 

Wir modifizieren jetzt das Problem A, durch Zufiigen der neuen Be- 
dingungsgleichung 


J v4(8)u(s)ds = 0 
(Problem Aj). E 
Durch dasselbe Verfahren, welches wir nun zweimal angewandt haben, 


beweisen wir die Existenz einer Liésung ¢,(s) dieses Problems. Diese 
erfiillt also die Gleichungen 
¥;(8) = , | K(s, t) y(t) dt, 

h b . b 

ONS . = 1 
J¥s'(sids—1, frr(s)v(s)ds—0, f¥s(s)¥%(8)ds—0, J(v)—, - 

*) Aus (15) folgt (siehe FuBnote *) 8. 503), daB eine stetige Lisung des Pro- 

blems A, die Gleichung (16) befriedigen mub. 
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Sie stellt eine dritte Eigenfunktion dar, die zu dem Eigenwert A, 
gehort (4, > 4, > 4,). 


Indem wir so fortfahren und sukzessiv neue Bedingungsgleichungen 


b 
(/ (8) u(s) ds = 0 ete.) hinzufiigen, bekommen wir eine unbegrenzte 


Reihe neuer Probleme (Problem A,, A,,---), welche wir sukzessiv in 
derselben Weise behandeln wie die friiheren*). 

6. Wir haben jetzt zu zeigen, daB wir in dieser Weise ein voll- 
stiindiges System von Eigenfunktionen erhalten, welche zu den positiven 
Eigenwerten 4, < 4, <4, <--~- gehdren, und dab diese die einzigen posi- 
tiven Eigenwerte sind. 

Wir bemerken zuniichst: 

1. Die Anzahl der Kigenfunktionen, die wir durch unser Verfahren 
erhalten und welche zu demselben Eigenwert gehéren, ist endlich (d. h. 
dieselbe Zahl kann nur endlich oft in der Reihe A,, 4,,-- +, 4,,--- auftreten). 

2. Wenn es unendlich viele Zahlen 4, gibt, so muB sein 

lim 4, = oo. 


*) Wir wollen zeigen, daB die obere Grenze - von J(u) bei dem Problem A,, 


n 
positiv oder Null ist. Es geniigt zu zeigen, daB | J(u)! beliebig kleiner Werte fihig 
ist. Es seien a,b, ,---,a,b,,---,@,b, innerhalb ab gelegene Intervalle ohne gemein- 
same Stellen. Es sei u;(s) (é=1,2,---) eine stetige Funktion, die iiberall gleich Null 
ist mit Ausnahme des Intervalls a;b;. Wir setzen 


6 (8) = ¢, u, (8) + ¢, 4, (8) + +--+ ¢,4,(8) 

und bestimmen die Konstanten aus den n Bedingungsgleichungen des Problems 
b b 

q [ui@as ofp ova & [ude ds=1 
und . ‘ 

A,,¢, + Ajgty +--- +A;,,¢, = 0 (t==1, 2,---,m—1), 

D 

wo A;, = (9.0) u, ds, was moglich ist, wenn die Funktionen u,(s) so gewihlt sind, 


a 


Ay wie Ay n-1 
daB |: . +0. Wir bekommen dann 
A, 31 ing 4y-3,0<1 | 
a | 
J(u)| = a { [K(,)u() u@ dsdt | <nMA, 
| irene, * 


wenn b; —a,< A und | K(s,t)|< M. Da A sich beliebig klein nehmen laBt, so ist 
die Behauptung bewiesen. 
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Diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Beziehung*) 


> x< f SK t)dsdt, 


wo die Summe iiber eine beliebige Anzahl von Gliedern erstreckt ist. 

Dieses vorausgeschickt, nehmen wir an, daB wir (nach dem angegebenen 
Verfahren) p Funktionen w, (8), ¥,41(S), ---» Ua4p—1(8) erhalten haben, die 
zu demselben Eigenwert 1, = 4, ,,=-:*=4,,,-1 gehdren (4, ,,>4,, 5-1) 
Jede Lésung (s) der Gleichung 


(18) v(s) = 4, f K(s, t) y(t) dt 
laiBt sich dann. linear mit konstanten Koeffizienten durch diese Lésungen 


ausdriicken. 
Zu diesem Zweck setzen wir 


u(s) =1) #6) -S\. tae), 


b 


C,. - | v(s) Vv, +r(8) ds 


wo 


und / so gewiihlt ist, dab 


b 


fw(s) ds=1. 


Die c, sind so bestimmt, dab 


b 
{ v,,,(8)u(s)ds = 0 (r =0,1,2,---,p—1). 
Da u(s) eine Eigenfunktion ist, die zu einem Eigenwert 4, gehért, der 
von den Eigenwerten 4,, 4,,--+:, 4,_, verschieden ist, so hat man 
b 
(19) J v,(8) u(s) ds = 0**) (i= 1,2,--,9—1). 


*) Siehe Schmidt 1. c., 8. 445. Nach der Besselschen Ungleichung hat man 


ai ->(J (xe. t) vu(0 ae) < fi t)* dt. 


Durch Integration erhilt man die Ungleichung des Textes. 
**) Siehe z. B. Schmidt 1. c., 8. 441. 
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Die Funktion u(s) befriedigt also die Gleichungen 


fw(s)ds—1, JS v(s)u(s) ds = 0 (i= 1,2,---.-n+p—1). 


Da ferner u(s) die Gleichung (18) erfillt, haben wir J(u) =: Dieses 
ist aber unméglich, da der gréBte Wert von J(u) unter den "genannten 


Bedingungen gleich i ist, d. h. kleiner als = Wir haben also u(s) =0, 
+P n 
p-i p-l1 
d. h. o(s)= 'c,v,,,(s). Wenn c = 1 ist, so stellt dieser Ausdruck 


die allgemeine Lisung des Problems A, dar. 

Zuletzt zeigen wir, dab kein positiver Eigenwert A, existieren kann, 
der nicht in der Reihe 4,, 4,, ---,4,,--- vorhanden ist. 

Wir nehmen an, da 4, der erste Eigenwert in dieser Reihe ist, welcher 
gréBer als 4, ist. (Wenn keiner vorhanden ist, so nehmen wir 1, =o.) 

Nach der Voraussetzung besitzt die Gleichung 


b 
(20) (8) = 2g, { K(s, t) w(t) at 
- D 
eine Liésang (3). Wir kénnen annehmen, dab { y*(s)ds=1. Diese 
Lésung befriedigt offenbar die Gleichungen e 
b 
Svs) ¥(8) ds = 0 Gai2--.9—8). 


Also haben wir J(w) < > was unmdéglich ist, da nach (20) J(p) = ; 


ist. Der Eigenwert 4, existiert also nicht. 

7. In derselben Weise, wie wir die Existenz der positiven Eigenwerte 
und der zugehérigen Eigenfunktionen erwiesen haben, kénnen wir die 
Existenz der negativen Eigenwerte und der zugehérigen Eigenfunktionen 
nachweisen. 

Wir gehen von dem Problem A, aus, fragen aber statt nach dem 
gréBten Wert des Integrals J(u) nach dem kleinsten (Problem B,). Wenn 


die untere Grenze von J(u) gleich c ist (A_, <0), so bekommt man 
nach derselben Methode eine Lisung dieses Problems w_,(s), welche eine 


zu dem EKigenwert 4_, gehérige Eigenfunktion ist.*) Weiter fiigen wir 
za dem Problem B, die neue Nebenbedingung hinzu 


*) Die untere Grenze von J(u) in dem Problem A, (n= 2, 3, ---) ist auch gleich 


x und wird von denselben Funktionen erreicht wie im Problem B,. 
3% 
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Jv-s@)u(s)ds (Problem B,). 


Nach derselben Methode bekommen wir, wenn die untere Grenze von J(u) 
mit i bezeichnet wird, als Lésung eine neue Eigenfunktion y_,(s), die 
zu dem Eigenwert 4_, gehért. 

Durch Hinzufiigung der Gleichung 


[-s(8)u(s)ds = 0 (Problem B,) 


bekommt man dann die Eigenfunktion w_,(s), die zu dem Eigenwert 4_, 
gehért usw. 

8. Wir bezeichnen in dieser und den folgenden Nummern die Zablen 
der beiden Reihen 4,, 4,,-++, 44, °° °} Ay, Ange t+ A - mit 
(21) AM, 48,0 AM, oe 
Wir nehmen an, da8 dieselben nach wachsenden absoluten Betriigen ge- 
ordnet sind und zwar derart, daB bei gleichem absolutem Betrag die posi- 
tiven Zahlen den negativen vorangehen. 

Die Eigenfunktionen, die zu diesen Zahlen gehéren, mégen 
(22) p(s), w(s), rey y(s), oo 
sein (wo w(s) zu A™ gehdrt). 

Dann gilt 


a”? 


(8) = 29 | K(s, ) wat, 


b b 
[v%(s)ds—1, fs) w(s)ds =0 i+j. 

9. Die weiteren allgemeinen Sitze von Hilbert*) itiber die Fred- 
holmsche Gleichung kénnen wir jetzt leicht ableiten. 

Zuerst suchen wir die Bedingung, welche gelten mu, wenn zu dem 
Kerne K(s,¢) nur eine endliche Anzahl von Eigenwerten gehéren soll. 

Wir nehmen also an, daB die Reihe (21) endlich ist und die mZahlen 
(23) aM, a, ..., am 
enthiilt. 

Es sei dann u(s) eine beliebige stetige Funktion, die den Gleichungen 


fu(sds—1, fw9%(s)u(s)ds—0 (6=1,2,--,m) 
geniigt. j . 


*) Géttinger Nachrichten 1904, Heft 3. 
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Ich behaupte, daB J(u) = 0 sein mub. 

Nehmen wir das Gegenteil an. Es sei + die obere, > die untere 
Grenze von J(u) fiir die in Betracht kommenden Funktionen (4 > 0, 
<0). 

Es sei 4” die letzte positive und 4 die letzte negative Zahl in der 
Reihe (23). 

Dann haben wir nach Nr. 6 4>4” uud 4’ < 4%. Dieses fihrt zu 


einem Widerspruch, denn 4 und 4’ sind offenbar Eigenwerte, wenn sie 
endlich sind. Also muB J(u) = 0 sein. 


Dieses vorausgeschickt, setzen wir*) 
(24) u(s) = v(s) — ¢, H(s) — ¢,H(8) —---—¢, (8), 
wo v(s) eine stetige Funktion ist, und 


. 
C, = w(s)v(s)ds. 
Wir haben : 


4 


{¥%(s)u(s) ds =0 (i= 1,2,---,m), 


b b 


[ws ds = { v%(s) ds — >}. 
a a i=1 
Durch Multiplikation von v(s) mit einer geeigneten Konstanten kénnen wir 
die letzte Gleichung durch die folgende ersetzen 
b 
| u%(s) ds =1. 

Nach dem Gesagten ist dann J(u) = 0. Nach einer einfachen Rech- 

nung finden wir 


/ 


J(u) a J v(s) v(t) | K(s, t) _ —s dsdt=0. 


Da v(s) willkiirlich ist, so ergibt sich leicht**) aus dieser Gleichung 
das Resultat von Hilbert 


m @ ( Om 
Kia) = 12209". 


*) Wir nehmen an, daB u(s) nicht identisch gleich Null ist. 


m 

7 @ 

**) Es sei His, t) = K(s, 6) — > ¥ ore . Wir beweisen, 1) da8 H (s,s)—=0. 
i=1 


Nehmen wir an, daS H(s,,s,) von Null verschieden wire, z. B. positiv. Dann ist 
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10. Wir gehen zu dem allgemeinen Fall tiber, in dem die Reihe (21) 
vnendlich ist. 


Wir setzen 
(25) u(s) = 6 Y(s) + qw(s) + --- + 6,¥™(s) + 1,(8), 


wo 


b 
C; = { ¥9%(s) u(s)ds. 
Die Gleichungen ’ 


b 
f¥%(s) r,(s)ds = 0 (i =1,2,--+,n) 


sind hier erfillt, und also finden wir nach Nr. 6 


b 
1 ’ 
I) S yarn J AO as. 
Wegen der Beziehung 


b b n b 
Js) ds =f w2(s) ds — Se? < fw(s) ds 
a a f=1 a 


H(s,s)>0 in einem kleinen Intervalle, in dem s, gelegen ist. Wir nehmen fiir v(s) 
eine Funktion, die tiberall Null ist mit Ausnahme dieses Intervalles, wo v(s)>0 
bh, by 
sein soll. Dann mu8 J(u) = [ff His.0 0) 0 dsdt gréSer als Null sein, was der 
ay % 
Annahme widerspricht. 2) Da8 H(s, t)==0 in einem beliebigen Punkte. Nehmen wir 
an, da®B H(s,,t,) von Null verschieden wire. Man kann dann ein Intervall a,b,, zu 
dem s, gehért, und ein Intervall a,b,, zu dem ¢, gehért, angeben, die so gewihlt 
sind, daB | H(s,t)| >A (wo A eine positive GréBe ist). Wir nehmen fir v(s) eine 
Funktion, die in den genannten Intervallen positiv ist, auBerhalb derselben gleich Null, 


b by 
und welche der Bedingung fro ds= {v@) ds geniigt. 
a a. 


< a 2 
Dann haben wir 


by be by by 
Jw) =2 [ [ He, t) v(s) v(t) dsat+ {H6, t) v(s) v(t) ds dt 


aq a yg 


bg bg 
+ ['/ He, f) v(s) v(t) ds dt. 
My ty 
In den beiden letzten Integralen kann | H(s,¢)| kleiner als « angenommen werden, 
wo « eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Wir finden dann leicht 


b y 
J(u) | >2(4 —2) ( [v) as) : 


a 
was zu einem Widerspruch fiihrt. F 
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ergibt sich ferner 


b 


(26) IO) < parm J Wo) as. 


Fiihren wir den Ausdruck (25) in J(u) ein, so ergibt sich 


J(u) -> a + J(r,) 
i=1 
und also nach (26) 


=~ 
(27) J(u) = S iio 
i=1 
wo die Reihe absolut und Guaaiig fiir alle Funktionen u(s) kon- 


vergiert, welche die Bedingung f ‘ut(s)ds < M (M eine beliebige positive 
Konstante) erfiillen. 

Ferner setzen wir u(s) = 2(s)+ y(s), wo «x(s) und y(s) zwei be- 
liebige Funktionen sind, und fiihren die Bezeichnungen ein 


a, = [y%s)2(s)ds, 0b, =f ¥%(s)y(s) ds. 


Da die Reihe > a,;b,| konvergent ist*), so erschlieBen wir leicht aus (27) 
i=1 
durch Einsetzen von u(s) = x(s) + y(s), dab 
. 2 S, a,b; 
(28) | [Ks )2(9)y@)dsdt = > 9° 
aa i=1 

Dies ist die fundamentale Formel von Hilbert, aus welcher sich die 
Entwickelungssiitze fiir eine willkiirliche Funktion nach Eigenfunktionen 
leicht ableiten lassen. 

Den Hauptsatz von Hilbert und Schmidt erhalt man z. B. folgender- 
maBen: 


Es sei f(t) eine stetige Funktion, darstellbar durch die Gleichung 
f(t) =f K(s, t)x(s)ds, 


3 wa >) a,b.\< 3 > (a? + bj) und die beiden Reihen > a und > b? 


= 


konvergieren. 
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wo 2z(s) eine stetige Funktion ist. Die Formel (28) ergibt 


b o 6 
SO lr @) — Sw [wre ar| dt =0, 
a i=1 a 
wie man leicht findet, da die Reihe 


e : ~) ol ° 
DO [MOM ar = SI a J 20) 0) as 
i=1 a t= a 


1 


oo b 6 
=> J 2(8)¥%s) ds { K(s, t¥(s)ds 
t=1 a4 a 
nach dem Konvergenzsatz von Schmidt (§ 2 in der zitierten Abhandlung) 
absolut und gleichmaBig konvergiert. 


Wegen der Willkiirlichkeit der Funktion y(¢) folgt dann 


fi) = >) v9 J We) fo)ar. 


11. Die hier fiir einen symmetrischen Kern entwickelte Methode ist 
auch anwendbar bei einem nicht symmetrischen Kern. Man erhiilt leicht 
die Sitze von Schmidt (1. c.).*) 


*) Statt unseres Problems A, hat man zu diesem Zwecke das folgende zu 
betrachten: 


Es werden die Funktionen w(s) und v(s) gesucht, die dem Integral 


bb 
J(u, v) = | /xe, t) u(s) v(t) ds dt 
aa ’ 
seinen gréBten Wert geben unter der Voraussetzung, daB die Nebenbedingungen 
b b 
19(8) ds =1, v'(6)de—1 
/ J 


erfiillt sind. Die weiteren Entwicklungen ergeben sich von selbst. 
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L. Licnrenstem. 


Uber das Verschwinden der ersten Variation bei 
zweidimensionalen Variationsproblemen. 


Von 


Leon Licurenstetn in Charlottenburg. 


Herr Hadamard hat vor einiger Zeit an einem Beispiele gezeigt, daB 
die erste Variation eines Doppelintegrals verschwinden kann, ohne dab 
die Lagrangesche Bedingung erfiillt ist.*) 

Das von Herrn Hadamard betrachtete Integral 


(1) n= {fe os): _ 5° wt)" dz dy 


fiihrt auf eine partielle = zweiter Ordnung des hyper- 
bolischen Typus. 

Es ist nun leicht zu zeigen, daB die von Herrn Hadamard bemerkte 
Eigentiimlichkeit auch bei reguldren Variationsproblemen eintreten kann, 
bei denen bekanntlich die Lagrangesche partielle Differentialgleichung dem 
elliptischen Typus angehirt. 

Es sei 7’ irgend ein von einer stetig gekriimmten Kurve S begrenztes 
Gebiet, p(z,y) eine in J und auf S stetige Funktion. Wir betrachten 
das folgende Variationsproblem: Es ist diejenige in 7 und auf S mit 
ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige, am Rande ver- 
schwindende Funktion u(x, y) zu bestimmen, fiir die das Integral 


(2) 7 SG) )+ 2pu|dady 


seinen kleinsten Wert erhilt. Als Vergleichsfunktionen sind alle Funktionen 
u(x, y) + v(2, y) zu betrachten, die in 7 und auf S stetig sind, am Rande 
verschwinden und deren partielle Ableitungen erster Ordnung in 7’ and 
auf S abteilungsweise stetig sind. 


*) Vgl. Hadamard, Comptes Rendus Bd. CXLIV (1907), 8. 1092. 
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Die Lagrangesche Differentialgleichung ist jetzt vom elliptischen 
Typus und lautet 


(3) Gan t+ So = PC, 9). 


Betrachten wir das Doppelintegral 

, 1 

d) ue) = Lf GG, vs & wv x) ab dn, 
Tr 


worin G(x, y; §&, 4) die zu 7 gehérige klassische Greensche Funktion be- 
deutet. Wie aus den neueren Untersuchungen von Herrn H. Petrini 
hervorgeht, sind die zweiten partiellen Ableitungen des Integrals (4), wenn 
die Funktion p(x, y) schlechthin stetig ist, im allgemeinen nicht endlich 
oder nicht vorhanden.*) Die Differentialgleichung (3) ist somit im all- 
gemeinen nicht erfiillt. Nichtsdestoweniger ist, wie sich gleich zeigen wird, 


om Ou Ov , Ou Ov 
(5) oJ ST [oe da + dy so + po] dxdy = 0 


Nach einem Fundamentalsatze von WeierstraB kann man ein Polynom 
P(x, y) angeben, soda in allen Punkten im Innern und auf dem Rande 
des Gebietes 7, wenn « eine beliebig kleine positive GriBe bedeutet, 


(6) \p(«,y) — P(w,y)|<e 

wird. Es sei 

() U2, y)=— ff Gey; & ) PG w abdy 
und 


(8) - Ne oes (60 )'4 2PUldady. 


Offenbar ist 
(9) Od, -S/ oU be, 20 20 + Poldzdy =0. 


Es mégen nun N, und N, entsprechend die oberen Grenzen der Ausdriicke 


ho} 1 §, 7) 6G(a, * eae §, n) 
ral dé dy, rel dédn 


bedeuten. Wir schreiben 


*) Vgl. H. Petrini, Les dérivées premiéres et secondes du potentiel logarithmique, 
Journal de Mathématiques 1909 [S. 127—223], S. 133. 
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au : og , ; &, 7) 
aes ra [ f*Aegr bs Cui &D PE, n) dédn, 


pe... .2 os “i &” P(E n) db dy 





(10) 


du(a,y) @U(a, y) <3 | 2S 9 §, 7) pv(é, n) = P(é, n) dtdyn<eN,, 





ox ox | 2a) 0x 
(tt) du(z,y) dU(a,y) aG( &, 0) 
zy zr, ZY} S, 
ten =“ |< ca ff _—_ 4 pg, n) — Pé, n) dédy<eNy. 


Aus den Relationen (9) und (11) ergibt sich die Ungleichheitsbedingung 


‘a r dv , |dv ; 
(12) |6J—dJ,|= ari<e[N [J \pe|dzavem {55 dzay+ {fio dz dy]. 


Da nun die GréBe « beliebig klein gemacht werden kann, so finden wir 
schlieBlich 
éJ =0. 


Im iibrigen ist es leicht zu zeigen, daB starkes Minimum vorliegt. 
Es sei namlich, wie oben, u(x, y) + (z,y) irgend eine zulissige Ver- 
gleichsfunktion. Wir finden 


eer pt 
~ [Jl at te ee + po|dzdy + ed (Ga) "| dady 
= ed (Ga) eo)" da dy > 0. 


Charlottenburg, den 13. Mai 1910. 
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Studien tiber einige Probleme der Potentialtheorie. 
Von 
Maximiian Haren in Wien. 
§ 1. 
Vorbereitung. 
In den Lésungen der Probleme, die in den nachstehenden Paragraphen 


behandelt sind, spielen die beiden bestimmten Integrale 


"@—p*-* 


2 —f(@) dk 


und 


& re x)"~ 1 


J Sera, 


wo F(a) =| ¢-7a%-'di die Eulersche [-Funktion ist, eine wichtige Rolle. 


0 
Es handelt sich hauptsiichlich darum, die Funktion f(€) zu bestimmen, 
wenn die Werte der Integrale als Funktionen von x gegeben sind. 


" 


| y 
| 


















































a A 

Joss sey 

| |g F Sn 

s¢, - 

| i é é r i g F 
Fig. 1. Fig. 2. 


Ist ®(&, 4) eine Funktion von € und 4, so ist gemiB der Figur 1: 


(1) [anf og, nat -{ dé { O(E, n)dn. 
Ebenso ergibt sich aus obenstehender Figur 2: 
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(2) Sans og, nas —f ae { 0, nan. 
z ” x z 
Setzt man in Gleichung (1) 


_s\-1 — ow 
so erhalt man: 


A a ee -f (eae ‘eof 
Setzt man im letzten Integral 
y= (x — £) A + # 


so ist 





(n—§)*—" 
r@) 


(a— 7)? - “* @—*" 1 (e@—g*te- = f as 
J te 1 re@r@H J bapa te 


(a — &)* +fB-1 
Ferg Pm 8) =~ 
wo B(a, B) die Eulersche B-Funktion bedeutet. Mithin ist 


3—- J 


(3) (2 — ny 


(@—grte-? 


Fie+p) ’ 


(n—8)*~* pg) “@—ptt 
‘ r(B) anf For —f(&) dé ee ‘ T(e + aie — f(e) dé. 


Ist 6 = 1, so folgt: 


sf ay Jt nT fat -f faq (Oat. 


Auf ahnliche Weise finden wir, wenn in Gleichung (2) 


OE, 9) — “SF — $9 


gesetzt wird: 


i = d J? 7 (td -f f(€) pat [5 or 


(n— xf “@—n) - "\g—aytt?-4 
(4) f rip) “anf ra) MOG — J TetH OE. 


*¢é—n)*" 
F(a) 


- dy. 


dy 














Probleme der Potentialtheorie. 


Beispiele: Setzt man in Gleichung (3) und (4) 


1 1 


amit, p-+ ud f)-F@, 


so folgt, da bekanntlich [ (3) = Vx ist: 


x n 
dn (F048 ergy 
(5) ‘ Vz <n n ‘ Vn — E [FE (x) F(a)| ? 
(6) —1_ (2 OS _ a[F(@) — Fo), 


: Vi—2z.) Vi—n 


" 


und wenn man fF) statt f(€) setzt, 


z y x 
ll *f() — £0) f(x)— f(0) 

7) f aa {7 —— @ == f — dg. 
Ve—nJ &¥n—§ : : ° 
Ersetzt man in Gleichung (3) und (4) 

xz durch 2’, 

& durch &, 

y durch 7?, 


Ef(é*) durch /(€) 


und setzt man « = p = >? so ergibt sich: 


x n x 

® J ie=e) Vane 7 f oe, 

® Sra J pena ~ Ff (oe. 
x n x 
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Die beiden letzten Gleichungen kénnen direkt aus Gleichung (1) und (2) 


abgeleitet werden, wenn man setzt: 


—— 
°6 Tae Vet 


resp. 


9) Vni—a* Vs*—7? 
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Setzt man in Formel (8) 


f(&) = cos(2€) 
und 
a=0, 

so ergibt sich: 

* ndn_ cos) 4 _ = 

aces | ares a yf cos(a)aé. 

0 0 0 

Nun ist 





cos = * iu - (9 cos (27, % 


Bid 
ae J(i%) ? 


wo J(z) die Besselsche Funktion mit dem Index 0 bedeutet; folglich ist 


369 sin (4.2) 
(10) f IOs) aa oT 


§ 2. 
Konzentrische Verteilung auf der Kreisscheibe. 


Es sei eine stetige Funktion g von r und z so zu bestimmen, daB 
sie den folgenden Bedingungen geniigt: 
a*@ 1 dp , 
I. 49-55 -: r or + az? =O. 
Il. = stetig mit Ausnahme, wenn z= 0, r*? < a’. 


Ill. Im Unendlichen soll » verschwinden wie Ve 7 
r 
IV. p= F(r), wenn z=0 und r* <a’, unter Fi) eine im Inter- 
vall 0 bis a gegebene Funktion verstanden. 


Die Funktion*) 


26 
1 Y(&) = arcsin ——————— 
@) ditties Ve+e+8'?+V2+¢—5) 


(2) - f ara) ay 





7 Vergl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik, 4. Aufl., Bd. 1, § 134, 8. 329. 
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geniigt den Bedingungen I bis III, wenn §* = a? ist; es geniigt mithin 
(3) ov(a)—2- f ¥@r@as 


ebenfalls den Bedingungen I bis III, wenn /’(€) eine Funktion ist, fiir 
welche das Integral konvergiert. Wenn es nun gelingt, f’(£) so zu be- 
stimmen, daB der Ausdruck (3) fiir z= 0 und r* <a? gleich F(r) wird, 
so ist die gesuchte Funktion m durch den Ausdruck (3) bestimmt, mithin 


(4) 9 = 0v(a)—* fv@r eat. 


Unterwirft man das Integral in (4) der partiellen Integration, so erhalt man: 


2. 2 , 
(5) e-[c-2r@]v¥@+2 fwe@reat. 
0 
Fiir z= 0 ist nun 
aresin : , wenn 7? >? 
¥&)= 
2 ? ” r< e, 
folglich 
1 
Y’(E) a [vr ? ” 
. » » Par. 
Diese Werte in (5) eingesetzt ergeben die folgende Bedingungsgleichung 
fiir f(@): 


r? > §? 


. d 
Fr) = = C— f(a) + 2 f foe.. 
0 


Aus dieser Gleichung bestimmen wir f(£) auf folgende Art: 


Man setzt 7 statt r, multipliziert mit ed : 
den Grenzen O und r: Vri—y 


r r » 
= se s 2 (dn (* f@ae 
Sw F(n)dn— [F "* f(a)|r t% Jie J Vii—# 


0 


und integriert zwischen 


Das Doppelintegral laBt sich aber mittels der Formel § 1 (8) ausfiihren: 


: f ar F(y)dy = [3 c— f(a)| r+ J f(r)dr, 
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daraus folgt durch Differentiation nach r: 
mon 
oo te J Vera Fan 
6) fir) = f@) — 50+ — 
Der Wert (6), in (5) eingesetzt, ergibt: 





9—[c-2na)]¥@ +2 sf ¥'® | re Ve 





or 


Mit Benutzung der Gleichung (2) kann man auch schreiben 


, 3 F(n)dn 
n* 


“J ve= 


(8) o= fe va girayanf cos (£4) © 35 di. 


ag 


F(n) dy 


Da die Konstante C in den Gleichungen (7) und (8) nicht mehr vor- 
kommt, kénnen wir einen beliebigen Wert dafiir annehmen und setzen 


= = fia), 


mithin 


(9) fe) - ~—_, —_. 
wihrend die Gleichung (5) tibergeht in: 


(10) o-2 fv @reat. 


Berechnet man nun € aus der Gleichung (1): 


(11) &§ = V2? + r* cos? ¥ tang ¥ 


und substituiert diesen Wert in Gleichung (10), so erhilt man: 


Via) 
= = [rve+r cos? ¥ tang Y)d¥ 
(12) : 


Y (a) = arcsin —————— eee 
V2"? + (r+ a)? + V2*+ (r—a)* 








dé, 
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Die Bedingungen I bis IV, die die dargestellte Funktion  erfiillt, 
gestatten es, die letztere als Potentialfunktion einer konzentrischen Massen- 
verteilung auf einer Kreisscheibe vom Radius a aufzufassen. Es entsteht 
demgem&B die Frage nach der Dichte dieser Verteilung. Die Dichte o 
hangt mit dem Potential g zusammen durch die Formel: 


1 /@@ 
— nce. 
Aus Gleichung (1) folgt: 


sais , , « eer, 
Durch partielle Integration erhilt man aus Gleichung (10): 


o-2pa)¥(a)—2 f ¥@r eae, 
folglich , 
. , : Ff = 
(13) o(r) 2 a afTOypep 


Man kann mittels dieser Gleichung f(r) durch die Dichte o ansdriicken. 


Schreibt man y statt r, multipliziert mit _ndn , und integriert zwischen 
—fr 


den Grenzen r und a, so ergibt sich: . 


* ole) —849_ 4 79) (_—249__1 (_sén_ f f@ee 
few Vi—r ale fi Ye—ye—rF = Vir—". Ve—n 
Das Doppelintegral ist nach § 1 (9) ausfihrbar, demgemiB8 erhiilt man: 


foc) ean lO a, [1 @as 


1 
— Qn f(r) , 
folglich: 


. d 
(14) f@) = 2% f (0) 7s 
JN 
Setzt man diesen Wert in Gleichung (10) ein, so ergibt sich: 


(15) p= 4 {Was ['6(n) 
0 5 
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Was das Verhalten der Funktion “y Unendlichen anbetrifft, so 


verschwindet Y(£) im Unendlichen wie — und @ wie 


Er arr 





oder wie 


entsprechend der unter III gestellten Forderung. 
Es ist mithin die gesamte vorhandene Masse 


26 m 
oe Fin Hen 
m al (1) 7: 


oder wenn man die Gleichung (9) beriicksichtigt: 


(16) m= = f f(éaé. 
6 
Beispiel: Es sei 
F(r) = ap 
dann ist: 
a F d ie ~ : resi 
Ses (an = VE—nVn+h =I ” 
= : + ; arcsin cen 
also 
d == F 
H] Vi (n) dn : 
f( y= ie ee ™ +h? 
und 


So 
tJ ate Y de. 


2n*?—E*+h 


&*+ h? 





1 


nas 


n=0 
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Macht man die Substitution (11), so wird: 


Y (a) 
tf aS |e 
P= x J (+9 cos? ¥) tang? ¥ + h* 
0 
¥ (2) 
8 2th r 





1 


~ 4e*tang?¥ + [Vr?+@ +h)? + Vr? +@—) 


Setzt man der Kiirze halber: 


Vr + (2 —h)? = 01, 
VFECTM Ha, 
tang ¥ = wu, 


so ist 
tang Y (a) 
8 2th 


1 


«ee Fear —-* Fr] au 
Px ese) Lastutt(@— a)? de +(e Fe) 


= m= OW Qetang¥(a) = 1 22 tang¥(a)) 
 % Oe la—e ng C2 — @1 +e ne C: + es 
SchlieBlich ergibt sich also: 
1/1 ta 
g — + (= + Z) aretang [(0, + 2) 85 
1/1 1 t Y 
> (~ a =) arctang | (¢, — @) "5 i). 


§ 3. 
Das Kondensatorproblem. 
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== REG EM VEG RE (ashen V+ VRE TI VE EOP 


}a(tan g). 


Es sei eine stetige Funktion g von r und z so zu bestimmen, dab 


sie den sia Bedingungen geniigt: 
1 09 , ao 
mag Gate dr + Get ~9- 
Il. a sei stetig mit Ausnahme wenn z = 
und 4 =— 
Ill. Im Unendlichen soll @ verschwinden wie 


IV. a) p=F,(r), wenn ez=+h und r* <a’, 
b) y =F,(r), wenn ¢=—/h und r*? <8’. 


h,r<a 
h, <b . 


= 
VP+e 
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Der Kiirze halber sei gesetzt:*) 


. 2é 
Wi(e—h = aresin — ——————— . — 
IC » §] V(e—h)?+ + &)*+ Ve— A)? + (r — 8)? 











(1) : “a 
-| e-'#-*i2J(r2) sin (£4), 
0 
W[(e +h), €] — aresin = - 
, VeE+hyt+ ots? +VE+ a+ — 8 
(2) 


-fe *+hl2J(r2) sin (ga) %. 


GemiB § 2 [Gleichung (8) und (9)| nimmt die Funktion 


2 feve-nrgirayaa {cos (&4)f,(8) a8, 


worin 


af— F, (nay 
I ype n)dy 
A) = dé 


gesetzt ist, den Wert F,(r) an, wenn z= h und r*? < a’ ist; ebenso nimmt 
die Funktion 





2 fe eth ‘Iriya f cos (EA) f,(E) a, 


worin 


s 


d : ] a F, (n)d 
J VFa a heen 
A(t) = *$—;-—— 


gesetzt ist, den Wert F,(r) an, wenn 2 = —/h und r* < B® ist. 
Setzt man daher 





9 = 2 fewe-g(rayaa f 00s (EA) fF, (E) dé 
(3) # ms 
+ 2 fe a+h (ri) aa_f cos (€4) f,(E) @é, 


0 





*) Vergl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik, 4. Aufl., Bd. 1, § 134, 8. 329. 
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so entspricht m den Bedingungen I bis Il]. Damit g auch der Be- 
dingung IV geniige, miissen folgende zwei Gleichungen erfiillt sein: 


4) FO=-R®+2 f e-*hi (rd) da f cos (£4) f(t) ak, 
win z=+h, <a’, 


6) FARO) +2 femaraaa f cos (a)f(@ak, 
0 0 
wenn z=—h, r< bb’. 
Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung der Funktionen f,(&) 


und f, (&). 


Setzt man y statt r, multipliziert mit aa und integriert zwischen 
=—s 
den Grenzen 0 und £, wobei man zu beachten hat, daB nach § 1 (10) 


E 


ndn sin (46) 
Ja vet 
ist, so ergibt sich: 


g g 
d r d 
F,(y) 71 = f| FL) 
J i ”) Ve — 7? $ (7) Vé? — 7? 


oo b 
2 


+ 2 fem sin (&4) % [cos (28, fo (Ea, 
0 0 
a oe o 


2 , di. ' 
+— | e~*"4 gin (A) - cos (A&,) 7, (&,)@&, . 
=f ry J 1 1 


Differenziert man diese beiden Gleichungen nach £, so erhilt man: 








: nan 
af 1) aa 9 > ; . A 
be =A) + 2 f e208 (G2) da f 008 (28) ADB, 

0 0 
F 
ndn 

a/F, . = 
4 Oa 





7 he +2 J 1 cos (1) da J cos (4) (B,)db,. 
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Vertauscht man nun die Integrationsfolge in den beiden Doppelintegralen 
und beachtet, dab 


h 
fem cos (§4) cos (&,4) di = +6 pan + Ee) 
0 





Y+4 
ist, so _— 





7 9 2h 
(6) i.(@)=- dé see ties J lererent ee é,)? gapra|Adat,, 


E 
af Feta = a_ a 
Vi—n* oh 1 
a rela 7 let e=eyrpan)| AGA. 


Die Funktionen /,(€,) und f,(€,) kommen nur im Intervall 0, a respektive 
0,5 in Betracht; setzt man aber: 


h(- é,) aes Ai(+ E.) 


fe(— &:) = A+ &), 
so kann man die beiden Gleichungen (6) und (7) auch wie folgt schreiben: 


und 





gE 
~.. +b 
a fF ye— = ah 
(8) £,(&) = “dé J ELE) Sram f(b) ah, 
g 
_ndn * 
| a {Fat we + ; 
0) f¢)-+—— exer pee hGat, 


Durch diese beiden niieiaieie lili sind die beiden Funktionen /,(&) 
und /,(&) vollstindig bestimmt, es ist mithin auch die Funktion g durch 
Gleichung (3) bestimmt. 

Setzen wir in den obigen Formeln: 


Fi(y)=+ 1, 
Fi(y)=+1 
b=a 


? 

so stellt die Potentialfunktion eines elektrischen Kondensators, bestehend aus 
zwei kreisfirmigen, unendlich diinnen Scheiben vom Radius a, dar. Die eine 
der beiden Scheiben ist auf das Potential +1, die andere auf das Potential 
+1 geladen gedacht. 
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Es ist dann 


+a 
f() = 1—* (or aph(tat, 
+a 


f(t) -—+1— TJ erp aweh(b,) ay. 





Es muB aber in diesem Falle aus Symmetriegriinden 


f(E) = +A&) 
sein, folglich ergibt sich: 
+a 


— 
(10) fig) = 15" ry seca edb, 


woraus nach der Neumannschen Liésungsmethode sich ergibt: 
+a 


, 2h dé, 
f(&) =1 + me ) E—&) + 4h? 


+a 
2h\2 dé, dé, 
+(5) Janttew Set 'panet 


(11) 


Aus f(&) berechnet sich g nach der Gleichung: 


(12) gpm ® f feteait gerle+4 772) da [cos (28) (6) db.*) 
J / 


Verwendet man die durch die Gleichung (1) und (2) dargestellten Funk- 
tionen, so kann man auch schreiben 


(13) » -+ | [Te 4 We s)) f(t) dé. 


. 
0 


Die Dichte ergibt sich aus der Formel (13) in § 2: 
2 ae 1 , d 
o(r) = ay fe -3fr (&) Vé : 


*) Es ergibt sich die Aufgabe, diese exakte Lisung des Kondensatorproblems 
mit der bekannten Niaherungslisung von Kirchhoff (Vorlesungen iiber mathematische 
Physik, Bd. 3 (1891), § 9) zu vergleichen. Infolge der schlechten Konvergenz der 
Reihe (11) fiir kleine h ist dies jedoch bisher noch nicht in befriedigender Weise 
gelungen. 
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g 4. 
Logarithmisches Potential einer geradlinigen Verteilung. 
Setzt man 

s=Va'+y+V(c—tP+y¥ 


und 


Vong ETE Ras, 


so geniigt Y(£) den folgenden Bedingungen: 


OWE) , aH 
AW (6) = Fas oe 


wig ay ist stetig mit Ausnahme, wenn y= 0 
3/: und O0<a<é 
in , 

/ 


yy ¥ (€) wird im Unendlichen unendlich wie 


2V x +y? 
ve ’ 
¥(&)=0, wenn y= 0 und O<a<. 
Fig. 3. Gelingt es nun eine Funktion /’(§) so 
zu bestimmen, daB das Integral 





‘ lo 
¢ — g 


ya 
; J W(E)f (E) dé 
fir y= 0 und 0<2< 2a gleich F(x) — A wird, und setzt man 
(1) p= A+C¥(2a) += (YEP (ak, 
He 


so geniigt, wenn man die Konstante C entsprechend wihlt, m den folgen- 


den Bedingungen: 


ep , a 
I. ~ stetig mit Ausnahme, wenn y = 0 und 0< 2 < 2a ist. 


Ill. @ bleibt im Unendlichen endlich. 
IV. gp = F(a), wenn y= 0 und OS a< 2a. 


Durch partielle Integration erhilt man aus Gleichung (1) 


(2) p—A+C¥(2a) + = [f(2a)—f(O)]¥(2a)— = f¥ LAE —FO)lAE. 
0 
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Nun ist fir y=—0 


| 24—€, wenn z>&, 
se. = z<0, 


& » O<¢s<§, 
og Vetve-t », wenn 2>&, 
vé 
-¥@)= og We tit y—e e “<0, 
vé 
0 , ” V<a2<§, 
( Vz 
~ 28Ve—e » wenn z>, 
(6) = V—« 
"ae tS 





\ 0 > -» @gedse 
Mithin lautet die Gleichung zur Bestimmung von /(&): 


(3) Fe)-4+¥? f@-1Ol yes 


Schreibt man in dieser Gleichung y statt 2, multipliziert mit 





oe =a 
und integriert zwischen den Grenzen 0 und 2, so ergibt sich: 


fro -4 fy ett Sf f)-FO = 


Das Doppel-Integral laBt sich nach § 1 a: ausfiihren: 


' dn * (@) — £00) 
F — f ) aa. 
J ) Vie—n)n F « 





Daraus folgt: 

Fo rot 
oder wenn man £y statt y setzt, 
(4) f(s) — 10) = f VAG Pena. 


35* 
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Aus Gleichung (3) folgt A= F(0). Wenn man diesen Wert und 


den Ausdruck fiir /(£)—/(0) aus Gleichung (4) in die Gleichung (2) 
einsetzt, so ergibt sich: 


1 
gy = F(0) + | c+ oy; = F’ (2am) dn) ¥ (2a) 
0 


2a 1 
zs * ‘ . 
= 2 fw@eafV,2,F (En)dy. 
0 0 


Da ¥(&) im Unendlichen wie log 2Varty : unendlich wird, so wird 


Y’(E) im Unendlichen gleich — sf 
Setzt man daher 


C + =[f(2a) —f(0)] = 0, 


so bleibt m im Unendlichen endlich und es ist: 


2a 1 
. , . = 
(5) p-F0)—2 fv eds f V% Fen dy. 
0 0 
Berechnet man § aus der Funktion ¥(£), so kann man auch schreiben: 
bang (OV +e *¥) Vat fy? — 22 
(2? —e?¥)3 ’ 
2 iia 
yg = FO) +— sav | Vite? (4) dy. 


(2a) 0 


Da (&) der reelle Teil einer Funktion @ des komplexen Arguments 
z=a-+ iy ist, namlich 


o—6(VE+VE-1) 
FO) — 5 J ageae f V2, F ena 


eine Funktion des komplexen Arguments z und der reelle Teil dieser 
Funktion ist m. Nun ist 


so ist 














y=0 
in Gleichung (5) die partielle Integration aus 


2a 
9 — FO) — 2 [f2a) —f)) ¥2a) + 2 fv@r@ae. 
Nun ist 
= 
ti all 0 ? ” E < vy 
folglich 
G3), ..- — = V0) —- 1 I — + 3 [fOr 
und : 
(8) _ 1 f@a)—fO) _ 
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also ist 
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2a 1 
seas Vz (° a , 
p+ in FO + (OB [Viag Peden 


oder wenn man 2é statt — setzt 


(@) p+ ig= FO) + «fatty [Vier etnan 


Aus der Formel § 1 (5) folgt, wenn man &y statt & setzt 


=z 
Vndn Fe gut 
Ve— 1S 


vi-l = «| F(x) — 


F(0)}. 


Setzt man nun noch 2y statt 7, so kann man nach Vertauschung der Inte- 
grationsfolge schreiben: 


F(x) = F(0) + Shotts V2, FP @tnan. 
0 


Vergleicht man die Forme! (7) hiermit, so sieht man sofort, daB fir 
y=0 und 0<2< 2a, @ gleich F(x) wird 
Um die lineare Dichte 6 = — = (5°) zu bestimmen, fihren wir 

a \Oy 





2° Vx(2a—z2) 


J Sir @) sath 








und integriert zwischen den Grenzen x und 2a, so kommt: 


J a(0) Vo2gdn—zbs 1 20)—0) bs ———— 
2a 2a 
~ ast, yeas - 
Fiihrt man die Doppelintegration nach § 1 (6) aus: 


foi a(n) V2 -£,1@-1O), 


p= FO) —4 fw @at fon) V2 ar 
(9) 0 é 





2a 2a 
_— of a 
pt+iz PO +2V8 JS, o(1) Van. 


Die Konvergenz des Integrals nach € in dieser Formel ist fiir die untere 
Grenze dadurch in Frage gestellt, daB € im Nenner in der ersten Potenz 
erscheint. Das Integral wiirde nach bekannter Regel*) divergent sein, 


2a 


wenn / 6() Vey dyn fir § = 0 von 0 verschieden wire. 


Es muB also J 6(y)dy =O sein, dies ist aber nichts anderes, wie 


die Bedingung III in anderer Form. 


Beispiel: Um zu zeigen, dab F(z) auch eine unstetige Funktion 
von z sein kann, wahlen wir folgendes Beispiel: 


—1 0 
F(a) = | wenn <z2<@ 


+1 - ax<a<2a. 
Es ist dann 


*) Vergl. Riemann- Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik, 4. Aufl., Bd. 1, § 4, 8. 10, Regel II. 
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evr & 


Sais + frre we 825 
J ren yi i 





fetta _- 


Durch Differentiation nach € findet man: 


1 eye 
[ranVie a me wenn §><, 
; 0 


? ” E<a, 
o--1-18 fv ; 


Setzt man aus der Gleichung (6) den Wert fiir & ein: 





_ Wa) 
4Ya ff? 8? 


=—1— —————— - - — 
. (a) Va(e2¥ 4 e-?¥) Yat t y?—82—a(ee¥ —e-?" ) 





d¥ 


und setzt man 


“ _¢@ 2u 
+e a, 
q so wird 
a du 
pg =—1- a Sy ene 
Veuyaty*- — 8ar—a’ — (4 <4) 
worin 


“w= 3 = Vet+y+V(a—at+y, 
y= Fae PVE + Ve BaF Fe. 


Die Quadratur laBt sich ausfiihren und liefert: 


g=—1— >| resin ™ s—yer+s in 





Vie—a)t+y* 
a — = aresin V(a — 2a)? + y*— Yo? +y? 
2V(e@—a)*+y? 


Verlegt man das Koordinatensystem in die Mitte der Strecke 2a, so 
kommt: 
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Ve+e%+¥—Ve—a?+y 
2Va*+ y? : 


2 ; 
y = — arcsin 
oder 


° 2 — - 
oT? — arcsin —-- 


§ 5. 
Die allgemeine Loésung einer Integralgleichung. 
In den vorhergehenden Paragraphen hat sich die Aufgabe wiederholt, 
die Funktion ®(£) zu bestimmen, wenn die Funktion JS fle—£) 0(g) at 


a 
gegeben war. Dieses Problem kann in einer noch allgemeineren Form 
gelést werden. 


Es sei die Funktion ®(2) zu bestimmen, die der Volterraschen Integral- 
gleichung mit variabler Grenze 


(1) A(z) =F (2) +f f(@— 8) O(8)ak 
geniigt. A sei eine beliebige Konstante, F(x) und f(x) seien bekannte 
Funktionen. Wir nehmen an, dab x>a sei. Setzt man in der Be- 


dingungsgleichung (1) y statt 2, multipliziert mit e~’+‘9"dy und inte- 
griert nach y zwischen den Grenzen @ und oo, so erhilt man: 


Af O(y)e-eriondn— fF (yer etordy + fe e+O1dy f f(q—B)O(BaB. 


Das Doppelintegral in dieser Gleichung laBt sich mittels der Gleichung 
§ 1 (1) umwandeln: 


Af O(n) tondy = fF (qe @tOrdy +fo@dt J Ay— Ber etondy, 
Setzt man im letzten Integral 7 = & + »,, so folgt: 


A [ O(y)e-@rion dy -/ F(n)e-(e+#ondy 


$f Ogereerint de [f(g er erondn,. 
a 0 


Durch diesen Vorgang ist das Doppelintegral in das Produkt zweier ein- 
facher Integrale verwandelt worden und es laBt sich nun das Integral 


fo (y)e~ ‘2 +49)" dy berechnen: 
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SFave +f) "dy 
Some (p+idn dy a oe 


AW =f rave O+Otds 





Multipliziert man nun mit a dq und integriert nach q zwischen den 
Grenzen — co und + ov, so ergibt sich: 


fF me Pt dy 


+o co +e 
1 — ig(z—y a x 
raf aa f Oerrere-an— a f er ag. 


= A—f fen @t an 
0 





Da aber «>a, so ist das Doppelintegral linker Hand dem Fourierschen 
Satz gemaB gleich O(x)e~?*, folglich ist 


+o pare 
(2) 0 (x) = sf — # - ge +ine dg. 
~~ in -f faye? Oran 


p ist eine willkiirliche positive Konstante, die dazu dienen kann, die Kon- 
vergenz der bestimmten Integrale zu sichern. 





A. Brute. 





Uber den Weierstrafschen Vorbereitungssatz. 
Von 


A. Briwx in Tibingen. 


Bei der Bedeutung, die der WeierstraBsche ,,Vorbereitungssatz“ (siehe 
dessen ,Abhdign. a. d. Funktionenlehre“, Berlin 1886, Seite 107; Math. 
Werke II, S. 135) besitzt, ist vielleicht ein Beweis desselben, wenn auch 
beschriinkt auf den Fall von zwei Veranderlichen, willkommen, der nicht 
bloB Existenzbeweis ist, wie der von WeierstraB selbst gegebene, sowie 
die von L. Stickelberger (Math. Ann. Bd. 30) und F. Hartogs (Miinch. 
Akad. Ber. 1909), sondern zugleich zu der keineswegs auf der Hand 
liegenden Berechnung der Koeffizienten der auftretenden Potenzreihen 
fiihrt.*) In der folgenden Fassung, die in der Theorie der Singularitiiten 
algebraischer Kurven eine Rolle spielt, habe ich jenen Satz vor lingerer 
Zeit gefunden und bewiesen, bevor mir die — freilich umfassendere — 
Formulierung von WeierstraB bekannt geworden ist. 


L 


1. Eine Funktion von zwei Veranderlichen z, y, die sich in der Um- 
gebung der Stelle z—0, y=0O eindeutig und regular verhilt, und die 
fir = y= 0 verschwindet, laBt sich in diesem Bereiche durch eine ge- 
wohnliche absolut konvergente Potenzreihe F(z, y) von x und y darstellen. 
Ich mache zuniichst die Voraussetzung, daB in dieser nach Dimensionen 
von x und y geordneten Reihe das Polynom niedrigster (k*") Ordnung 
(k > 1) fiir c =0 nicht verschwinde und das Glied y mit 1 multipliziert 
enthalte, und nenne diesen Fall den ,,Sonderfall“. Es midge also in der 
Entwicklung 


*) Der indirekte Beweis, den fir den genannten Satz E. Goursat im Bull. de la 
Soc. math. de France, t. 36, 1908 gegeben hat, ist zwar nicht bloS Existenzbeweis, 
jedoch fiir die wirkliche Berechnung jener Potenzreihen nicht geeignet. 

In den Miinch. Akad. Ber. vom Dez. 1909 hat G. Dumas einen neuen Beweis 
veréffentlicht, in dem die Berechnung der Potenzreihen statt fiir die Funktion F(z, y) 
des Textes fiir die aus F' durch Multiplikation mit y* / F(0, y) hervorgegangene vor- 
genommen wird (Nachtrag wahrend der Korrektur). 
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(1) F(a, y) = Fy + Figi t+ Fig +> 

wo der Index immer die Dimension, hier die der homogenen Polynome 
F,, Pia vist: angibt, 

(2) F,=y + F,_, 


sein. Der zu beweisende Satz sagt dann aus, daB zu der angegebenen 
Reihe F' sich eine in einer gewissen Umgebung der Stelle x = y = 0 ab- 
solut konvergente Potenzreihe in z, y von der Form 


a=—-1l+a,+a,+-::: 
finden laBt derart, daB das Produkt F’-@ in eine hinsichtlich y nur bis 
zum k*" Grad ansteigende Reihe tibergeht, die mit y* abschlieBt, daB also: 
F-a=(F,+ Fugit: ) Ita +a,4+-->) 
(3) =H + yh cP (x) + YP PP" (a) +--+ PPO) 
=f,+f-1t+0fiiteftit-:-, 

ist, wo die $8 gewéhnliche Potenzreihen von z allein, die f, f’, f’, - 
homogene Polynome in 2, y vom Grade der unteren Indizes sind. 

Vergleicht man niimlich in der behaupteten Identitit (3) die Glieder 
von gleichhoher Dimension, so erhilt man das folgende System von 
identischen Gleichungen: 

i =F, 
Phim Fy. +aF,, 

(4) ivan tak k+1 tah, 


orp? = Fi, + GF, h+p-1 T' ‘++ a,F,, 
welche, rein formal zunichst, die Polynome «,, fj‘_, eindeutig zu be- 
stimmen gestatten. Mittels des Verfahrens des gréBten gemeinsamen 
Teilers ergibt sich nimlich, da z* und F, teilerfremd sind, aus der zweiten 
Gleichung (4) 
fis “= a, F, = Fras 

das Funktionenpaar «,, f;-1. Setzt man a, in die dritte Gleichung (4), 
ein, so erhilt man ebenso a, f;_1 usw., und allgemein, mit Hilfe der be- 


kannten Funktionen «@,, «,--:, @_, (p21) das Funktionenpaar a,, 


P) 
‘oad aus 


(4a) etifi, —«,F,= Fy. + GF hop-1 T° -++a,_,F,,;- 
2. Man kann aber auch eine Formel angeben, aus der sich die 


Koeffizienten der Funktionen «, ermitteln lassen, ohne daB man zugleich 
die der f® mitbestimmt. Aus (4a) erhilt man mit Hilfe von (2): 


(5) —a,yt = a,a Fy + Oy Fuga + M2 Fags +++ + Fig, (modat’), 
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wo das Zeichen = (mod z+") bedeutet, daB die Gleichheit der Koeffi- 
zienten der Potenzen von z und y beiderseits sich nur auf diejenigen 
Glieder erstreckt, die hinsichtlich x die p® Dimension nicht tibersteigen. 
Setzt man nun in den Polynomen F,, «, (ohne deshalb die Bezeichnung 
zu iimdern) y= 1, was wegen der Homogenitiit in 2, y ohne EinbuBe 
an Allgemeinheit geschehen kann, und vergleicht man in 


(6) —a,=a,27F,,+ 0, ,F,,,+---+h,, (mod a?**) 
die Koeffizienten gleichhoher Potenzen von x, von der nullten bis auf- 


steigend zur p™, so ergibt sich, nachdem man auf diesem Wege den 
1, 2,---, m™ Koeffizienten in 
(7) ty = [@) ny = My + pt + Hye? +--+ + a,, 2” 
bestimmt hat, durch Vergleichen des Koeffizienten von 2” (m <p) ein 
Ausdruck fiir den (m+ 1)": @,,,, der bilinear und homogen einerseits in 
Cn 1.p2 Sm—o.pr ++» Mop} %p—i,p—19 +++» %o,p—13 +++ Mg, andererseits in den 
Koeffizienten der F’, ist, auf dessen Angabe wir aber verzichten wollen. 
Hiermit ist em Weg angegeben, um in (3) die Glieder der Reihe 
« links und die Funktionen f{? , rechts und damit die Potenzreihen $® 
za bestimmen. — Die formale Gleichheit der beiden Seiten von (3) 
verwandelt sich aber in eine wirkliche dann, wenn sich in der Um- 
gebung von x= 0, y= 0 ein Bereich nachweisen lift, innerhalb dessen 
die Reihe @ konvergiert. Dies gelingt durch ein Majorantenverfahren: 
statt einen Konvergenzbereich fiir die Reihe a anzugeben, bestimmen wir 
einen solchen fiir eine Reihe, die aus « durch gliedweise VergréBerung 
der Koeffizienten hervorgeht. 
3. Die Glieder der vorliegenden Reihe 


F(x, y) = >? Shanty, 


die in dem Bereich |z| < |x|; |y| <|y,| absolut konvergieren mége, seien 
fiir z= 2%), y= y, ihrem absoluten Betrage nach kleiner als die positive 
endliche GréBe g: 


| { _- 
a np Xo m Yo? , <e. 


Dann konvergiert ebenso die Reihe 


; F(z, y) -> > Snel sae ' (2): (2) 
=> Dw Pe™, 


wo 


6, | m | = x 
by = —2F |x|" |%9/?- "5 § = 7 oe 
|Yo| 


ad 2 | 
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ist, und wo die absoluten Betriige der Koeffizienten 6 siimtlich kleiner 
als 1 sind, fiir alle Wertepaare |£|< 1; |y|<1. Wir kénnen uns die 
Identitiit (3) durch g dividiert und darin statt 2, y die & 4; statt der a,, 
die b,, eingefiihrt denken, dann aber die alten Bezeichnungen wieder be- 
nutzen. Wir wollen also in der Folge in (3): 

1. die Koeffizienten a,, in der Reihe F ihrem absolutem Betrage 
nach simtlich < 1, 

2. |x| und |y| beide kleiner als 1 annehmen. 
Unter diesen Voraussetzungen ist fiir die Reihe @ ein Konvergenzbereich 
anzugeben. 

Zu dem Zweck mégen in der Formel (6) die Polynome F, durch 
solche 

Fp-l+a2+a°+---+2/ 


(deren Koeffizienten also nicht kleiner als die in den F, sind) und zu- 


gleich die Polynome «, durch solche #; ersetzt werden, die mit Hilfe der 
F, und von 


Boo = “yo = 1 
sich aus der Rekursionsformel 
(8) 6,= B,xF,_; + B,_1 Faas + By: Fis lta Fass (mod a? +*) 
bestimmen, wo wieder 
(9) By = Bop + Bipt + Bopt® + °° - + B,, 2” 


ist. Dann werden die Koeffizienten £,,, alle positiv und nicht kleiner als 
die absoluten Betriige der aus (6) sich berechnenden «,,, sein. Denn an- 


genommen, fiir die Koeffizienten in den Polynomen {,, 8, 6,,---, By, 
wiire dies erwiesen, so ergeben sich aus (8) durch Vergleichung der 
Koeffizienten von 2°, z', 2*,--- bezw. auch die GréBen fy, B,,, Bes ** > Bay 


als positiv und als nicht kleiner wie die entsprechenden «@, weil die 
Koeffizienten in F,; positiv und nicht kleiner als die in F, sind. Wegen 


Boo = “og = 1 ist aber fiir p—1 jene Voraussetzung erfiillt; daher gilt 
allgemein 


(10) Binp = &mp\* 
Insbesondere folgt aus (8) (fiir p = 1): 


Bos = 1; B,, = 2. 


Fiir die Zahlenwerte 6,, 1a8t sich nun eine obere Grenze auf folgende 


Weise bestimmen. Schreibt man in Gleichung (8) p—1 statt p, und 
bildet mit 


By_1 = B,_, @F,_, + By_2F ig: +:°-+F,,,21 (mod x”) 
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(fir nunmehr p >1) die Differenz 6, —2f,_,, so wird wegen der Be- 
ziehungen: 


Fou, —7F,, =—1+a2; F,,,.—2F,,,—1, 


6, —=xB,_; =26,F,_, +(1 +2)B,_, > B,-s + B,_s + oven} B, + 1 (moda?*"), 
oder: 


(11) p,=2B,F,_, + 226,_,+ B,1 +B,» +--+ +8, +1 (mod 2+"), 


Hieraus ergibt sich zuniichst mit m >k durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von 2” die Rekursionsformel 


(12) Bag=Ba-1.9+ Pa-a2t ~+f_ast 26..-1,5-1 thant +hipst ia +Bae 


Sie gilt indessen auch fiir m < k, sofern man nur alle Glieder unterdriickt, 
die einen negativen Index haben. 
4. Ich behaupte nun, daf fiir alle Wertepaare p>2, m<p der 


Zahlenwert des durch die Rekursionsformel (12) bestimmten positiven 
Koeffizienten 


(13) Buy < ent? 


ist, wenn g den Wert 4 iiberschreitet. 

In der Tat, unter der Annahme, daB die Ungleichung (13) fiir die 
Koeffizienten von f,, B,, By,---,6,_, und fiir By,, B,,,-- +) Bm_s,p» also fiir 
alle in (12) rechts auftretenden Koeffizienten einzeln erfillt ist, vergréBert 


sich die rechte Seite von (12), wenn man tiberall statt der B,, bezw. o°*/ 
(eo > 4) einfiihrt. Es ist also 


Brag <7 *?—* + 9 1-84 gt t9—* + Dgm tP-8 + gm tP—1 4 gm te—8 +. 4. enim, 


oder 


K -—m 
Bap < gtr payer" +e" o> 5 
(14) 
2 2 1 1 
m < ad + te — —m ) 
Pap <0 e—t oe ee—1)  &-™@—1) 
Damit nun das f,,, mit dieser Ungleichung zugleich auch die (13) erfiille, 
muB der Klammerausdruck kleiner als 1 sein, und zwar fiir alle (noch so 
groBen) positiven Zahlen k(>1), »— m(>0). Dieser Bedingung geniigen 
offenbar alle positiven Zahlen g@ >4. Haben aber die aus (12) berech- 
neten Koeffizienten 6,, fiir die bezeichneten Werte von g kleinere Werte 
als g'*/, so ist dies wegen (10) um so mehr mit den Koeffizienten «,, 


der Fall. Die Reihe 


+o fj 
a=1+a+q+---=— >) Sa ay 
j= 


= i=x0 
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konvergiert also mit g@ = 4 absolut fiir alle Wertepaare 
j 1 i 1 

(15) ed < 33 ly <i 
weil fir 2 = sa y= 6 der absolute Betrag der einzelnen Glieder die end- 
liche GréBe 1 nicht tibersteigt. 

In diesem Bereiche konvergiert aber « auch gleichmiiBig, weil, wegen 

oe. 

a, <(q)-G+D), 


D6 < (e+) (Zt @t2(Zl'+- 


p 
<> (p+1)(4) 


eine GréBe ist, die fiir einen geniigend groBen Wert von p unter jeden 
vorgegebenen Betrag heruntersinkt. 

In dem gemeinsamen Konvergenzbereich der Reihen F und « kon- 
vergieren dann auch das Produkt F-«@ und die auf der rechten Seite 
der Identitiit 


F-a=(F,+ Fy. t::) (lta ta +: 
=P + YAR) + YAP") ++ + ABH) 


auftretenden Potenzreihen §8.*) 


Il. 


5. Die Annahme, die den bisher behandelten Sonderfall bezeichnet, 
da8 nimlich die Glieder niedrigster Dimension der Funktion F fiir s=0 
nicht verschwinden, wollen wir jetzt fallen lassen und allgemein fiir F 
eine Reihe von der Form annehmen 


(16) F=2(h,t+ Fi +-:-+ hi) +hthait::s 

wo nun das den Faktor z nicht enthaltende Glied niedrigster Dimension 
F,=y' + «F,_; 

sein mége. F, ist wieder ein in z, y homogenes Polynom vom Grade 

des Index. 


*) Wegen der hier verwendeten Sitze aus der Theorie der Potenzreihen vergl. 
K. WeierstraB8, Zur Funktionenlehre, Monatsber. d. Berl. Akad. 1880 (Abh. a. d. Funk- 
tionenlehre, S. 67; Werke II, 8. 201) und O. Biermann, Theor. d. analyt. Funktionen, 
Leipzig 1887, SS. 146, 152. 
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Dieser Fall laBt sich durch folgende Transformation*) auf den in I 
abgehandelten zuriickfiihren. 
Die Glieder des Ausdruckes 


(17) e(Fyt+ Fi +-+-+ F,_3) = 4,;,07y'~? + a, ary? la 
sind durch die positiven Zahlenpaare a, 6; y, 6;--- charakterisiert, fiir 
welche simtlich Beziehungen von der Form 
a+(k—Bp)<k 

oder ' 

“<p; y<d;--- 
bestehen. Man ordne nun die echten Briiche «/8; y/d;--- nach ihrer 
GréBe. Der kleinste sei a/f, oder, auf die einfachste Form gebracht, 


« _@ 

o7 

wo nun g und 6 teilerfremd sind. Fiihrt man dann mittels der Sub- 
stitution 


= ge-1 
r= ge 
neue Variabeln & » ein, so wird die Dimension in &, 4 des Gliedes 
y* = nf Ee-D 


gleich ke, wobei 9 > 1 ist. 
Alle iibrigen Glieder aber steigen zu héherer oder gleicher Dimension 
an. Denn diejenige eines Gliedes in: . 
“(Fy + F,+---+F,_2) 
wird, weil der Exponent k — 0d z. B. in 
ar yt-? — or yt? Ee-») (k—0) 
positiv ist, gleich 
(19) oy + (k—d)e=ke + 03(F—*), 
also nur fiir y/ = 9/6 gleich ke, sonst gréBer. 

Was die Glieder von der k*" und héherer Dimension in F, wie 
zvy*+?, mit positiven y, 6, angeht, so erhilt man deren Dimension in &, y, 
wenn man in (19) das Vorzeichen von d umkehrt. Dann aber wird 

o(k + 6) + oy 
ebenfalls gréBer als ko. 





*) Miinchener Akad. Ber. von 1891, 8.212. Das dort angegebene Verfahren 
hat auf den vorliegenden Fall R. Schwarz in seiner Dissertation (Tiibingen 1908) ,,Der 
Eisensteinsche Satz‘ angewendet. 
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Hiernach erhilt der Ausdruck fiir F (16), nach Dimensionen von 
§, » geordnet, die Gestalt 


(20) F(a, y) = FO“, 4+ O,,4+-->), 
wo nun 
%, = 7 + §%,_, 
aus mindestens zwei Gliedern, niimlich dem von y* und dem von 2*y'-? 
herriihrenden besteht. 
6. Der Klammerausdruck 


O=O,4+O5,+°°° 


hat somit hinsichtlich §, 7 die Gestalt der Funktion F des ,,Sonderfalles“ (I) 
in z,y. Man kann also wieder eine Potenzreihe «(§, 7) so bestimmen, 
daB ®-« tibergeht in 


(21) O(E, 9) @(&, 1) = i + PEPE) + PPP PE) + --- + POE), 
wo sich die Potenzreihen ¥’, %", ---, 8 wie friiher bestimmen und mit 
einem Konvergenzbereich versehen lassen. fFiihrt man dann riickwiirts 
die aus (18) sich ergebenden Ausdriicke fiir &, » ein: 
a ie 
E=—2°, y=yz’ , 
so erhalt man nack Multiplikation von (21) mit &@-"* die Identitiit 


oy Fe neler, ys *) =o + x12 B (e") 
(22) 2¢@ 1 ke 1 
+ y'-%n° p” (x0) 4...4 x? Bo (x), 


wo die $§ die vorher ebenso bezeichneten Potenzreihen sind, nur nach 
1 


ganzen Potenzen von x® statt von £ entwickelt. 
1 
Man erkennt nun aber leicht, daB die irrationale GréBe x nur scheinbar 


auftritt, weil alle Glieder herausfallen, die in # irrational sind. Addiert 
man niimlich zu der Gleichung (22) (6 — 1) mal dieselbe, je geschrieben 
1 


mit einem anderen der zu x° konjugierten Werte, so werden beiderseits 
die Einzelglieder rationale Funktionen von z. An die Stelle der Iden- 
titait (22) tritt dann eine solche von der Gestalt: 


F-p=(2(F,+ Fi t+-:-+ hi) + ht hat] (1+6,+6,+--+) 
gs) 7H tt] +9 2D") +--+ 20%@ 
Heftht-thest¢¥+Phitefiit::: 
=f(«,y), 


Mathematische Annalen, LXIX. 36 
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wo die © und f(a, y) wieder gewéhnliche Potenzreihen sind, deren Kon- 
vergenzbereich in der Umgebung von x = 0, y= 0 sich aus dem fir die 
Reihen $(€), bezw. «(&, 7) bestimmt, die £,, f, homogene Funktionen von 
x,y vom Grade der Indizes, die sich sogleich aus den bekannten «a, B 
in (21) berechnen. 

7. WeierstraB hat seinem Vorbereitungssatze die Gestalt gegeben 


wo Ff die bisherige Bedeutung haben, y eine Reihe von der Form der 
Reihen «, 6 ist. Diese Formel folgt aus der vorstehenden 


F-p=f 


sogleich. In dem Bereiche niimlich, in dem # konvergiert, lat sich durch 
geniigend kleine Werte von |z|, \y| die GriBe 


\B—1|= | +h +> 
kleiner als 1 machen. Denn mit 
Z=—rcosgp; y=rsing 

erhilt 6 — 1 die Gestalt: 

B—1=rvy(r, 9), 
wo w eine in jenem Bereiche reguliire Funktion von r, ist. Hat in 
demselben |~| den Maximalwert |y,|, und setzt man 

@\%\ =1, 

so wird, fir r<o,7r|\¥)|< 1 und um so mehr 

r\y| = |B—1|<1. 
Daher l48t sich in diesem Bereiche 


1 1 


i+@—-) ? 


in eine nach Potenzen von 6—1 aufsteigende gleichmaBig konvergente 
Reihe entwickeln, die, aus unendlich vielen konvergenten Potenzreihen 
bestehend, auch nach Dimensionen von z, y angeordnet werden kann 
und damit die Form von «@ oder #: 


(25) yaltntnt:-: 
annimmt, w. z. b. w. 
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Ii. 
8. Setzt man in der Gleichung (23) des Art. 6 


F.p=f 
den Ausdruck 
(26) feafothit:::thsdt+¢¥+efi-irt efit::: 
(26a) =x ty ed'(z) + y*cD"(@) + --- + cO%(2) 
gleich Null, so kommt eine Gleichung k* Grades fiir y, deren Wurzeln 
bekanntlich in der Theorie der algebraischen Funktionen einer Verinder- 
lichen und in der Lehre von den singuliéren Punkten einer Kurve eine 
Rolle spielen. Man zerlegt nun f(x, y) in Linearfaktoren hinsichtlich y, 
indem man zuniichst wieder auf die Entwicklung (26) die in Art. 5 fir 
F(a, y) angegebene Transformation 
(27) c=; ym nee? 
anwendet, die zu dem ,,Sonderfall“ fiihrt. Dann geht f(z, y) in 

, f(a, y) = Fe-» - p(E, 0), 
iiber, wo in 


(28) P(E, 1) = + BP ge-1 + PP gr-it+:-: 
das Glied niedrigster Ordnung g, aus mindestens zwei Termen besteht, 
von denen einer 7 ist, sodaB g, in Linearfaktoren von der Form 
y— a 
zerlegbar ist (a eine Konstante). Jeder Linearfaktor von q, liefert nun das 
Anfangsglied eines Linearfaktors von p(&, 4) in 7 und damit von f(z, y) in y. 
Man erhiilt die spiiteren Glieder auf folgende Weise: 


9. Das Glied niedrigster Dimension g, in (28) zerfalle in die zwei 
teilerfremden Faktoren y,, 7, (k=p+q) 


(29) Pi = Voy: 
Dann setze man rein formal zunichst die Identitit an: 
(30) p= @, + Bgi-r + SB gi-sr+-:-- 


= (Uy + E Wp + E vp ++) (ay + Baa + Baya t::).- 
Sie wird befriedigt, indem man die ~ und yx aus den folgenden durch 


Gleichsetzen der Glieder gleich hoher Dimension sich ergebenden Glei- 
chungen berechnet: 


PY; = pq? 
Pe—1 = Uy Xq—-1 + UqVp-15 
Pi—1 = Uye—-1 + %y¥-1) 


was wie in Art. 1 auf eindeutige Weise méglich ist. 
86* 
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Um nun nachzuweisen, daB die Identitét (30) fiir einen endlichen 
Bereich gilt, fiihren wir sie auf die Formel des WeierstraBschen Satzes 
zurtick. In der Tat, sei: 

v, = (» = at), 


9, = (4 — a&)Px,, 
so enthilt le den Faktor 7 — a& nicht mehr. Setzt man dann 
(31) f=27; y—af=y'2, 
so wird 


also 


P= P(E, 0) = 2*9,(1, ¥) = ay? 7, (1, y/), 
wo der Index wieder den Grad der homogenen Funktionen @, x der ein- 
geklammerten GréBen angibt. Das Absolutglied in 7, ist sicher von Null 
verschieden. Wir wollen uns mit ihm die Identitat (30) durchdividiert und 
es dadurch auf 1 gebracht denken. Hiermit geht die Identitaét (30), nach- 
dem man beiderseits noch den Faktor z’* = x’?+? herausgehoben, in 


92, y)=9. (1, 9) + 2 gi-i(1, y’) + 2? gill y) +--- 
(32) =(y? +2°%-10,y) +27%-10,y) + ---). 
a (4,1, 9) + 2 y-1,y') +2? y7-1(1, y') +--+) 
=y- yf 
iiber, wo nun die Anordnung nach Dimensionen in 2’, y Reihen liefert 
von der Form 


9=72(%+Q%+°°-+ Pp-2) + (y? + « Py_1) + Doni t+ Ppa t'* 
v » ae x (% + v; $e + Vy -s) + (y’? + @ %y_1) + 2 *Py—1 + 2’ Hp-1 + aig 
i-ltitht- 
(Im Falle p= 1 fallt rechts das erste mit x multiplizierte Glied fort.) 
Aber die Gleichung (32) 

o- Vi 
ist nichts anderes, als die Formel des Weierstrafschen Vorbereitungs- 
satzes in der Gestalt (24) des Art. 7, fiir die in der Umgebung des 
Punktes « = 0, y= 0 ein Giiltigkeitsbereich bekannt ist, wenn fiir » ein 
solcher existiert. In diesem konvergieren dann auch diejenigen Reihen y, y, 
die aus #, 7% durch Riicktransformation (31) mittels 


, »_ 2 
w=és y == (n — 46) 
nach Multiplikation mit &* hervorgehen. 
Ist insbesondere p = 1, so ergibt sich 
v= ep —y— b+ BH + EU" +>, 


wo 


B= 0; Y= 5+ 
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Konstanten sind, als ein Linearfaktor von g, der durch Umkehrung der 
Formeln (27), also wenn man 
3 <2. 
g=—2°, y= yx? 
setzt, nach Division mit £¢-* in den Linearfaktor 


1 2 3 
get pea 9 88" + ba’ +ce2%+-- 
x o 
von f (und also von F in (23)) iibergeht. 
Wie man im Falle p >2 durch Wiederholung des angegebenen Ver- 
fahrens zu allen Linearfaktoren von f gelangt, habe ich in der angegebenen 
Abhandlung (Miinch. Ber. 1891, S. 213) gezeigt. 
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Uber die Kongruenz der Hauptachsen eines Komplexbindels. 
Von 


Tu. Reve in Strabburg i. E. 


1. Fir einen linearen Strahlenkomplex [ sind bekanntlich die oot 
linearen Komplexe eines Komplexwaldes ,,nullinvariant“, d. h. sie sind in- 
variant fir die Nullkorrelation, deren oo* Nullstrahlen den Komplex [ 
bilden (vgl. G. d. L.*) Il, Seite 147). Fiir jeden dieser co* Komplexe ist 
T nullinvariant. Der Komplexwald enthilt jeden Komplexbiischel, der 
zwei seiner Komplexe verbindet, und hat mit jedem anderen Komplex- 
biischel einen und nur einen Komplex gemein; [ heiBt sein ,Stamm- 
komplex“. Die co’ linearen Komplexe eines Biischels aber haben die 
co* Strahlen einer linearen Kongruenz miteinander gemein; durch diese 
seine ,,Basiskongruenz“ oder auch durch zwei seiner Komplexe ist der 
Biischel eindeutig bestimmt. 

2. Zwei, drei, vier, fiinf voneinander unabhingige Komplexwiilder 
haben bezw. ein Komplexgebiisch, einen Komplexbiindel, einen Komplex- 
biischel, einen linearen Komplex miteinander gemein (G. d. L. II, 5. 148—150). 
Durch ein Komplexgebiisch gehen co’ Komplexwilder, und deren Stamm 
komplexe bilden einen Biischel, seinen ,Stammbiischel“. Durch einen 
Komplexbiindel oder -Biischel gehen co? bezw. co* Komplexwilder, und 
deren Stammkomplexe bilden einen Biindel bezw. ein Gebiisch, seinen 
»otammbiindel* bezw. sein ,,Stammgebiisch*. 

3. Die Hauptachse eines linearen Komplexes ist dadurch ausgezeichnet, 
daB sie alle zu ihr rechtwinkligen Strahlen des Komplexes und insbesondere 
seine unendlich fernen Strahlen schneidet. Jede eigentliche Gerade h ist 
die Hauptachse von oo' linearen Strahlenkomplexen. Diese bilden einen 
Biischel, denn sie haben die co* Strahlen gemein, welche A rechtwinklig 
schneiden. Je nachdem h die Hauptachse eines linearen Komplexes [ 


*) Mit ,,G. d. L.“ zitiere ich die 4. Auflage meiner ,,Geometrie der Lage“, Teil II 
und III (Leipzig 1907, 1910). 
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rechtwinklig schneidet oder nicht, sind alle diese Komplexe oder ist nur 
einer von ihnen nullinvariant fiir [ (1.). 

4. Die co® linearen Komplexe, deren co? Hauptachsen eine eigent- 
liche Gerade h rechtwinklig schneiden, haben die Gerade h und die un- 
endlich ferne Gerade der zu h normalen Ebenen miteinander gemein. Sie 
bilden ein Gebiisch, und dessen oo’ Stammkomplexe haben h zur Haupt- 
achse (vgl. 2., 3.). 

5. Die Hauptachsen der oo! linearen Komplexe eines Biischels (K), 
dessen Basiskongruenz K weder rotatorisch ist noch eine unendlich ferne 
Leitgerade hat, liegen bekanntlich auf einem Zylindroid Z*, einer merk- 
wiirdigen kubischen Regelfliiche.*) Sie schneiden die Doppelpunktsgerade d 
der Regelfliche rechtwinklig und haben mit einem beliebig durch d ge- 
legten Rotationszylinder noch je einen Punkt einer Ellipse gemein (vgl. 
G. d. L. II, Seite 140). Das Zylindroid Z* ist also der Ort der auf d aus 
den Punkten einer seiner Ellipsen gefillten Lote; es ist demnach durch d 
und drei seiner Regelstrahlen eindeutig bestimmt. Die zu d normalen 
Ebenen enthalten den unendlich fernen Strahl der linearen Kongrenz K, 
und d ist der ,,Hauptstrahl* von K. 

6. Die Ebenen einer Geraden a, die zu der Doppelpunktsgeraden d 
des Zylindroids Z* parallel ist, schneiden je eine durch d gehende Ebene 
und je einen Regelstrahl von Z* rechtwinklig, und zwar liegen die Schnitt- 
strahlen und Schnittpunkte auf einem durch d und a gehenden Rotations- 
zylinder, Die Schnittpunkte mit den Regelstrahlen von Z* liegen also 
auf einer Ellipse (5.); sie sind die FuBpunkte der aus den Punkten von a 
auf die Regelstrahlen von Z* gefillten Lote. Hieraus ergibt sich: 

Die Regelstrahlen des Zylindroids Z* haben eine Ellipse zur Fup- 
punktkurve fiir jeden eigentlichen Punkt A, der nicht auf der Doppelpunkts- 
geraden d von Z® liegt. Die co® Strahlen, die je einen Regelstrahl von Z* 
rechtwinklig schneiden, bilden demnach einen quadratischen Komplex [*. 

Der Komplex [* enthalt alle unendlich fernen und alle zu d parallelen 
Strahlen, seine tibrigen Strahlen umhiillen co® Parabeln, seine Singulari- 
tiitenfliche besteht aus Z* und der unendlich fernen Ebene bezw. dem 
unendlich fernen Punkte der Geraden d. 

7. Das Zylindroid Z* ist durch die lineare Kongruenz K eindeutig 
bestimmt als Ort der Geraden, die je co’ Strahlen der Kongruenz recht- 
winklig schneiden. Dagegen ist die Kongruenz durch Z* nicht eindeutig 
bestimmt; es gibt vielmehr coo’ lineare Kongruenzen, die alle dasselbe 





Bewegung und der Krifte, 2. Aufl., I (Leipzig 1879); Sturm, Liniengeometrie I (Leipzig 
1892); Study, Geometrie der Dynamen (Leipzig 1908); Zindler, Liniengeometrie I, IL 
(Leipzig 1902—1906); Reye, Geometrie der Lage II, 4. Aufl. (Leipzig 1907). 
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Zylindroid bestimmen wie K, und ihre Strahlen bilden den quadratischen 
Komplex [*. Nimlich die co' linearen Komplexe, die je einen Regel- 
strahl von Z* zur Hauptachse haben und durch einen beliebigen Strahl 
von [* gehen, haben eine dieser Kongruenzen miteinander gemein und 
bilden einen Biischel (G. d. L. II, 8. 141). 

8. Ein den Komplexbiischel (K) enthaltender Komplexwald enthiilt 
zugleich das Gebiisch der oo* linearen Komplexe, deren Hauptachsen die 
Hauptachse h eines Stammkomplexes rechtwinklig schneiden (vgl. 4.). Das 
Gebiisch hat deshalb mit dem Biischel (K) einen Komplex gemein, und h 
schneidet die Hauptachse dieses Komplexes, also einen Regelstrahl des 
Zylindroids Z* rechtwinklig. Wir schlieBen daraus: 

Die Hauptachsen der co* Stammkomplexe des Biischels (K) bilden den 
quadratischen Komplex (? der Strahlen, die je einen Regelstrahl des Zylindroids 
Z rechtwinklig schneiden. 

In der Tat ist jeder Strahl von [* die Hauptachse von oo’ linearen 
Komplexen; diese bilden einen Biischel und sind nullinvariant fiir den 
Komplex des Biischels (K), auf dessen Hauptachse der Strahl normal 
steht (3.). Einer der co’ Komplexe aber ist zugleich fiir einen beliebigen 
anderen Komplex von (K) nullinvariant; er ist der Stammkomplex eines 
durch (K) gehenden Komplexwaldes (vgl. 1 ). 

9. Die oo* Stammkomplexe des Biischels (K) bilden ein Gebiisch (2.); 
der quadratische Komplex [* aber besteht aus den co* Hauptachsen des 
Gebiisches und bestimmt das Zylindroid Z* eindeutig. Die Doppelpunkts- 
gerade d von Z® ist die Hauptachse von oo' linearen Komplexen des Ge- 
biisches, sie ist dadurch in [7 ausgezeichnet. Ubrigens gibt es cot Komplex- 
gebiische, die die Strahlen des quadratischen Komplexes [* zu Haupt- 
achsen haben; jeder ihrer oo' Stammbiischel hat die Regelstrahlen des 
Zylindroids Z* zu Hauptachsen (7.). Die co® linearen Komplexe, die je 
einen Strahl von f* zur Hauptachse und einen beliebigen Regelstrahl 
von Z® miteinander gemein haben, bilden eines dieser Gebiische. 

10. Ein Komplexbiindel und sein Stammbiindel bestimmen einander, 
denn die co” linearen Komplexe eines jeden der beiden Biindel sind fiir 
die des anderen nullinvariant (1.,2.). Wir nennen einen dieser Biindel, 
gleichgiiltig welchen, den linken und bezeichnen seine Komplexe und deren 
Hauptachsen als linke; den anderen Biindel nennen wir den rechten und 
bezeichnen seine Komplexe und deren Hauptachsen als rechte. Was von 
dem linken Komplexbiindel bewiesen wird, gilt auch von dem rechten. 
Wenn die oo* linken Komplexe reelle Strahlen gemein haben, so bilden 
diese bekanntlich eine Regelschar zweiten Grades, die aus rechten 
Hauptachsen besteht; die Leitstrahlen der Regelschar sind gemeinsame 
Strahlen der rechten Komplexe und zugleich linke Hauptachsen (vgl. 
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G. d. L. II, Seite 152, 156). Die Regelschar kann jedoch zerfallen in zwei 
zentrische Strahlenbiischel, die einen Strahl gemein haben und in ver- 
schiedenen Ebenen liegen. Den besonderen Fall, in welchem die linken 
Komplexe eine paraboloidische Regelschar und damit einen unendlich 
fernen Strahl gemein haben, schlieSen wir vorliiufig von unserer Unter- 
suchung aus. 

11. Der linke Komplexbiindel enthilt co* Komplexbiischel, denn er 
enthalt jeden Biischel (K), der zwei linke Komplexe [,f, verbindet (1., 2.). 
Der linke Komplexbiischel (K) ist der Stammbiischel eines Komplex- 
gebiisches, das alle rechten Komplexe enthilt; seine cot Hauptachsen 
sind die Regelstrahlen eines Zylindroids Z*; die co* Hauptachsen des Ge- 
biisches schneiden je eine dieser oo’ linken Hauptachsen rechtwinklig 
(8.). Auch die Hauptachsen der co* rechten Komplexe schneiden demnach 
je einen Regelstrahl des Zylindroids Z* rechtwinklig. 

12. Die Doppelpunktsgerade des Zylindroids Z* ist eine rechte Haupt- 
achse. Sie schneidet nimlich die Regelstrahlen von Z* und insbesondere 
die Hauptachse der zwei linken Komplexe [, [, rechtwinklig und ist die 
Hauptachse von oo! linearen Komplexen, die fiir [ und [, nullinvariant 
sind und einen Biiscbel bilden (3.); ein Komplex des Biischels aber ist 
fiir einen beliebigen dritten linken Komplex nullinvariant und folglich 
in dem rechten Komplexbiindel enthalten (1., 2.). Hieraus folgt: 

Eine Gerade, die zwei linke Hauptachsen rechtwinklig schneidet, ist 
eine rechte Hauptachse. Sie ist die Doppelpunktsgerade eines Zylindroids Z°*, 
dessen co' Regelstrahlen aus linken Hauptachsen bestehen. Jede andere 
rechte Hauptachse schneidet einen Regelstrahl von Z* rechtwinklig (11.). 

Ebenso ist eine Gerade, die zwei rechte Hauptachsen rechtwinklig 
schneidet, eine linke Hauptachse. Sie schneidet oo’ rechte Hauptachsen 
rechtwinklig, und deren Ort ist ein Zylindroid. 

13. Die co? linken Hauptachsen bilden die kubischen Regelscharen 
von oo* Zylindroiden; diese haben je eine der co* rechten Hauptachsen 
zur Doppelpunktsgeraden, und je zwei von ihnen haben einen Regelstrahl 
miteinander gemein (12.). Eine rechte Hauptachse schneidet alle Regel- 
strahlen des ihr zugehérigen Zylindroides und je einen Regelstrahl der 
iibrigen co* Zylindroide rechtwinklig. Die Kongruenz der rechten Haupt- 
achsen ist demnach durch zwei Z*, Z,° der Zylindroide eindeutig be- 
stimmt; sie besteht aus den oo® eigentlichen Strahlen, die je zwei Regel- 
strahlen von Z* und Z,° rechtwinklig schneiden. Die quadratischen Kom- 
plexe F*, f,°, deren oo® Strahlen je einen Regelstrahl von Z* bzw. Z,° 
rechtwinklig schneiden, haben auBer dieser Kongruenz alle unendlich fernen 
Strahlen und die co? Strahlen gemein, welche den gemeinschaftlichen 
Strahl g der Zylindroide Z*, Z,° rechtwinklig schneiden. 
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14. Zwei konzentrische Strahlenkegel der quadratischen Komplexe 
r*,T,? haben einen zu g normalen Strahl und folglich nur drei rechte 
Hauptachsen gemein, von denen aber zwei konjugiert imaginir sein kénnen. 
Zwei in einer Ebene liegende Komplexkegelschnitte von [* und [,*? haben 
eine unendlich ferne und eine zu g normale Tangente gemein; ihre iibrigen 
zwei gemeinschaftlichen Tangenten sind die in der Ebene gelegenen 
rechten Hauptachsen, sie kénnen jedoch konjugiert imaginir sein. Also: 

Die co* rechten Hauptachsen bilden eine Strahleniongruenz dritter Ord- 
nung zweiter Klasse; ebenso die co* linken Hauptachsen (Sturm*)). 

Zu jeder Ebene » ist nur eine rechte (oder linke) Hauptachse normal. 
Sie schneidet die beiden linken (bezw. rechten) Hauptachsen rechtwinklig, 
die in 9 oder in einer zu 7 parallelen Ebene liegen. 

15. Die Kongruenz der rechten (oder der linken) Hauptachsen ist ein- 
deutig bestimmt durch vier ihrer Strahlen, von denen keine drei zu einer 
Ebene parallel sind. 

Denn die sechs Strahlen, die je zwei der vier rechten Hauptachsen 
rechtwinklig schneiden, sind linke Hauptachsen (12.); sie bestimmen zu 
dreien vier Zylindroide, die je eine der vier rechten zur Doppelpunkts- 
geraden haben (5.). Die oo* eigentlichen Strahlen, die je zwei Regel- 
strahlen von zweien dieser Zylindroide rechtwinklig schneiden, sind rechte 
Hauptachsen; sie bilden die Kongruenz (13.). 

16. Die co* linken Hauptachsen sind die Hauptachsen von oo! ver- 
schiedenen Komplexbiindeln. Denn die co* linearen Strahlenkomplexe, 
die durch eine beliebige rechte Hauptachse r gehen und je eine linke zur 
Hauptachse haben, bilden co’ Biischel (7.) und folglich einen dieser 
co! Biindel. Sie haben die Strahlen einer durch r gehenden Regelschar 
zweiten Grades gemein, die aus rechten Hauptachsen besteht (10.). Die 
co* Stammkomplexe des Biindels gehen durch co’ linke Hauptachsen, 
namlich durch die Leitstrahlen der Regelschar (10.), sie haben je eine 
rechte Hauptachse. Es ergibt sich: 

Die co* rechten Hauptachsen bilden co! Regelscharen zweiten Grades, 
jede von ihnen ist in einer der Regelscharen enthalten. Die co® linken 
Hauptachsen bilden die Leitscharen der co* Regelscharen. Durch einen 
Punkt gehen drei, eine Ebene beriihrt zwei der co' Hyperboloide, die je eine 
Schar rechter und je eine Schar linker Hauptachsen enthalten (14.). 

17. Die oo linken Hauptachsen, die eine rechte r schneiden, bilden 
eine Regelschar zweiten und eine dritten Grades. Die Schar zweiten 
Grades liegt mit r auf einem Hyperboloid (16.), die Schar dritten Grades 
liegt auf einem Zylindroid, das r zur Doppelpunktsgeraden hat (12.). Ist 


*) Vgl. Sturm, Liniengeometrie I, Seite 184. 
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die rechte Hauptachse r zugleich eine linke, so ist sie in der Schar zweiten 
Grades enthalten, und diese zerfallt in zwei reelle oder konjugiert imaginiare 
Strahlenbiischel erster Ordnung, die den Strahl r miteinander gemein 
haben (vgl. 10.). 

18. Durch eine der co' Regelscharen zweiten Grades, die aus rechten 
Hauptachsen bestehen, ist die Kongruenz der rechten Hauptachsen und 
damit auch die der linken eindeutig bestimmt. Denn die oo* Strahlen, 
die je zwei Strahlen der Regelschar rechtwinklig schneiden, sind linke 
Hauptachsen (12.); sie bilden die Regelstrahlen von oo! Zylindroiden, die 
je einen Strahl der Schar zur Doppelpunktsgeraden haben. Durch zwei 
der Zylindroide aber ist die Kongruenz der rechten Hauptachsen be- 
stimmt (13.). Herr Emil Waelsch*) hat als erster die Kongruenz ein- 
gehend untersucht, indem er von einer Regelschar zweiten Grades aus- 
ging. Diese Ableitung der Kongruenz hat ihre groBen Vorziige, sie bietet 
aber der synthetischen Erérterung Schwierigkeiten deshalb, weil nicht jede 
linke Hauptachse zwei reelle Strahlen der Regelschar rechtwinklig schneidet. 

19. Enthalt ein Hyperboloid H® eine Schar rechter und eine Schar 
linker Hauptachsen, so sind die zwei Durchmesser a, b, welche seine zwei 
Paar Scheitelpunkte verbinden, sowohl linke als auch rechte Hauptachsen. 
Denn sie schneiden je zwei Paar Scheitelstrahlen von H’*, also je zwei 
rechte und je zwei linke Hauptachsen rechtwinklig. Auch der zu a und 
b normale Durchmesser c von H® ist folglich sowohl eine rechte als auch 
eine linke Hauptachse (12.). Also: 

Die beiden Kongruenzen der rechten und der linken Hauptachsen haben 
drei sich rechtwinklig schneidende Strahlen a, b, ¢ gemein; diese sind die 
Hauptachsen des Hyperboloids H*. 

Ist H® ein Rotationshyperboloid, so haben die beiden Kongruenzen 
seine Rotationsachse und seine oo' iibrigen, zur Rotationsachse normalen 
Hauptachsen miteinander gemein. Wir schlieBen diesen Spezialfall hier- 
mit aus. 

20. Das Hyperboloid H® wird von zwei Durchmesserebenen, die durch 
eine, a, seiner Hauptachsen gehen, in zwei Kreisen k, k, geschnitten. 
Projizieren wir die auf H® gelegenen rechten und linken Hauptachsen 
orthogonal auf die Ebene des Kreises k, dann umhiillen die Projektionen 
einen Kegelschnitt; dieser beriihrt k in den Scheitelpunkten der Haupt- 
achse a und hat k zum Scheitelkreise. Der Scheitelkreis aber enthilt be- 
kanntlich die FuBpunkte der Lote, die aus den Brennpunkten F, F, des 
Kegelschnitts auf seine Tangenten gefillt werden. Jedes der Lote ent- 


*) Waelsch, Uber eine Strahlenkongruenz beim Hyperboloid (Sitzungsberichte 
der Wiener Akademie, Bd. 95, Aprilheft 1887). 
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halt zwei FuBpunkte und schneidet in ihnen zwei der auf H* gelegenen 
Hauptachsen rechtwinklig, und zwar zwei rechte oder linke, je nachdem 
es durch den einen oder den andern Brennpunkt geht. Daraus folgt: 

Die Ebenen der zwei kleinsten Kreise k, k, des Hyperboloids H* ent- 
halten je einen Biischel linker und je einen Biischel rechter Hauptachsen; 
auf ihrer Schnittgeraden a, die eine Hauptachse von H® ist, liegen die 
Mittelpunkte F’, F, dieser Hauptachsenbiischel. Die co‘ rechten (oder linken) 
Hauptachsen, welche a unter schiefen Winkeln schneiden, bilden zwei der 
vier Biischel. 

Der rechte (oder aber linke) Komplexbiindel enthialt zwei rotatorische 
Komplexbiischel. Ihre Hauptachsen bilden je einen der vier Hauptachsen- 
biischel, und ihre Rotationsachsen schneiden bezw. in F und F dessen 
Strablen und Ebenen rechtwinklig. 

21. In die zwei rechten Hauptachsenbiischel F, F, zerfallt eine der 
co’ Regelscharen zweiten Grades, die von den rechten Hauptachsen ge- 
bildet werden (16., 17.). Die co* linken Hauptachsen schneiden je zwei 
Strahlen dieser Biischel rechtwinklig; ihre Kongruenz und zugleich die 
der rechten Hauptachsen ist durch die beiden Biischel eindeutig bestimmt 
(Waelsch). Die Ebenen der Biischel aber enthalten die zwei kleinsten 
Kreise k, k, des Hyperboloids H*, und dieses ist ein beliebiges der 
co! Hyperboloide, die je eine Schar rechter und eine Schar linker Haupt- 
achsen enthalten. Wir schlieBen daraus: 

Die co' Hyperboloide, deren Regelscharen aus rechten und linken Haupt- 
achsen bestehen, sind konzyklisch und haben ihre drei Hauptachsen a, b, c 
miteinander gemein (Waelsch*)). 

22. Fiir einen eigentlichen Punkt A ist die FuBpunktkurve der Regel- 
strahlen eines Zylindroids eine Ellipse (6.); die einer Regelschar zweiten 
Grades ist eine rationale Raumkurve vierter Ordnung. Die oo? linken 
Hauptachsen aber bilden die Regelstrahlen von oo* Zylindroiden (13.) und 
von oo' Regelscharen zweiten Grades (16.). Ihre Fubpunktfliche A‘ fir 
den Punkt A enthilt also co? Ellipsen und oo’ rationale Raumkurven 
vierter Ordnung; sie hat die drei durch A gehenden rechten Hauptachsen 
zu Doppelpunktsgeraden. Weil je zwei der Zylindroide einen Strahl 
gemein haben (13.), so schneiden sich je zwei der oo” Ellipsen in einem 
Punkt. Eine der co’ Raumkurven vierter Ordnung zerfallt in zwei 


*) Nach Herrn Waelsch werden die Hyperboloide in rechtwinkligen Koordinaten 
dargestellt durch die Gleichung: 


(4 —#)@* + (Hy — eH) y? + (us — 2" + (H, —#)  — 4) (Hs — 2) = 9, 


worin # einen Parameter bezeichnet. Das Vorzeichen des letzten Gliedes habe ich 
berichtigt. 

















Die Hauptachsen eines Komplexbiindels. 557 


Kreise, die in den zyklischen Durchmesserebenen der co! Hyperboloide H? 
liegen (20., 21.). 

23. Die FuBpunktfliche A* ist auf der unendlich fernen Ebene ab- 
gebildet, wenn auf jeder linken Hauptachse der FuBpunkt des von A auf 
sie gefillten Lotes und der unendlich ferne Punkt einander entsprechen. 
Weil die zu einer Ebene parallelen linken Hauptachsen auf einem Zylindroid 
liegen, so entspricht einer unendlich fernen Geraden eine Ellipse auf A‘. 
Zwei der oo® Ellipsen auf A* schneiden sich in dem Punkte, durch dessen 
Bildpunkt die zwei ihnen entsprechenden unendlich fernen Geraden gehen. 
Zwei Punkte der FuSpunktfliche kénnen durch eine ihrer Ellipsen ver- 
bunden werden, denn ihre Bildpunkte liegen auf einer unendlich fernen 
Geraden. 

24. Wenn die Ebene » einer Ellipse e*? der FuBpunktfliche A*. nicht 
alle itibrigen Ellipsen von A‘ beriihrt, so schneidet sie A* in e* und einer 
zweiten Ellipse. Denn sie schneidet A* auch in Punkten, die nicht auf 
e* liegen, und die Ellipse e,? von A*, welche zwei dieser Punkte verbindet, 
liegt in 7, weil sie mit e* einen dritten Punkt der Ebene gemein hat (22.). 
Ubrigens haben die Ellipsen e*, e,? vier Punkte gemein; drei dieser Punkte 
liegen auf den drei Doppelpunktsgeraden von A‘, in dem vierten wird die 
Flaiche A* von der Ebene 7 beriihrt. Mit den iibrigen Ellipsen der Fliche 
hat die Ebene je einen Punkt von e* und je einen von e,? gemein. — 
Schneidet eine Gerade g die Fliche in drei reellen Punkten, die keine 
Doppelpunkte sind, so liegen die drei Ellipsen von A*, welche je zwei 
der drei Punkte verbinden, mit g und je einer anderen Ellipse von A‘ in 
drei Beriihrungsebenen der Fliche, und g schneidet A* in noch einem 
vierten Punkte. Aus diesen Bemerkungen folgt: 

Die Fuppunktfliche A* der co* linken (oder rechten) Hauptachsen fiir 
einen Punkt A ist eine Steinersche Fiche vierter Ordnung dritter Klasse 
(Waelsch). Sie hat die drei durch A gehenden rechten (beew. linken) Haupt- 
achsen zu Doppelpunktsgeraden und enthilt co* Ellipsen, die paarweise in 
ihren Beriihrungsebenen liegen, darunter zwei Kreise (22.). 

25. Auch die Mittelfliche der linken (oder rechten) Hauptachsen- 
kongruenz ist eine Steinersche Fliche, sie ist die FuBpunktfliche der Kon- 
gruenz fiir den Mittelpunkt der co' Hyperboloide H* (Waelsch). In betreff 
der Brennfliche und der mit ihr identischen Grenzfliiche der beiden 
Kongruenzen verweise ich auf die Abhandlung des Herrn Waelsch. 

26. Wir wollen noch kurz den besonderen Fall erértern, in welchem 
die oo*® linken Komplexe einen unendlich fernen Strahl w gemein haben. 
Auch die co* rechten Komplexe haben in diesem Falle einen unendlich 
fernen Strahl » gemein (10.). Der uneigentliche spezielle Komplex (v) 
der Strahlen, die mit v in je einer Ebene liegen, ist ein Stammkomplex 
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des rechten Komplexbiindels, also ein linker Komplex; die oo? parallelen 
Geraden, welche die durch v gehenden Ebenen rechtwinklig schneiden, 
kénnen als seine Hauptachsen aufgefaBt werden. Die iibrigen oo* linken 
Hauptachsen liegen in durch u gehenden parallelen Ebenen (3.); sie bilden 
die Regelscharen von co* Zylindroiden, deren Doppelpunktsgeraden zu 
diesen Ebenen normal sind und die parallelen Hauptachsen des uneigent- 
lichen speziellen Komplexes (uw) der mit « inzidenten Strahlen darstellen. 
Die Kongruenz dieser eigentlichen linken Hauptachsen und ebenso die der 
eigentlichen rechten ist, wie hernach (28.) bewiesen wird, zweiter Ordnung 
und erster Klasse. 

27. Ein rechter Komplexbiischel, der den speziellen Komplex (u) 
nicht enthilt, ist der Stammbiischel eines die co? linken Komplexe ent- 
haltenden Komplexgebiisches. Seine oo’ Hauptachsen sind die Regel- 
strahlen eines Zylindroids Z*; die oo* Hauptachsen des Gebiisches aber 
bilden den quadratischen Komplex [* der Strahlen, die je einen Regel- 
strahl von Z* rechtwinklig schneiden (8.). Die co? linken Hauptachsen 
sind die mit wu imzidenten Strahlen des Komplexes [*; sie umbhiillen 
Parabeln in den durch uw gehenden parallelen Ebenen (6.). Zugleich er- 
gibt sich: 

Die co' parallelen Strahlen, welche die unendlich ferne Gerade u und 
eine eigentliche rechte Hauptachse (oder v und eine eigentliche linke) recht- 
winklig schneiden, sind linke (bezw. rechte) Hauptachsen; sie liegen in einer 
Ebene. 

Es gibt also cot Ebenen, die je oo’ parallele linke Hauptachsen 
und je co' parallele rechte, zu den linken normale Hauptachsen enthalten. 

28. Durch die unendlich fernen Geraden u, v gehen oo! hyperbolische 
Paraboloide, die je eine Schar rechter und je eine Schar linker Haupt- 
achsen enthalten (vgl. 16.). Auf einem beliebigen der Paraboloide, P?, 
gibt es bekanntlich co’ Paare zueinander normaler Strahlen. Ihre Schnitt- 
punkte liegen auf einer Hyperbel, deren Ebene zu der Hauptachse a von 
P* normal ist; die Ebenen der Strahlenpaare beriihren P? in je einem 
Punkte der Hyperbel, umbhiillen also einen Tangentenkegel JT? von P?, 
dessen Mittelpunkt auf a liegt. Jede dieser Ebenen schneidet die zwei 
durch «w und wv gehenden Beriihrungsebenen von J? in zwei normalen 
Strahlen und enthiilt co’ parallele linke und oo! parallele rechte, zu den 
linken normale Hauptachsen (27.). Die Kongruenz der linken (oder 
rechten) Hauptachsen besteht demnach aus den oo* Tangenten des 
Kegels Z*, welche seine unendlich ferne Tangente wu (bezw. v) treffen, 
aber nicht mit ihr in einer Beriihrungsebene von 7* liegen. Die Kon- 
gruenz ist also zweiter Ordnung erster Klasse. 

29. Der Kegel 7? zweiter Ordnung ist der Ort der co’ vou linken 
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oder rechten Hauptachsen umbhiillten Parabeln, die mit u oder v in je 
einer Ebene liegen. Durch Spiegelung an einer der zwei Symmetrie- 
ebenen des Paraboloides P*? gehen P* und Z® in sich selbst, w und v 
aber, also auch die Kongruenzen der linken und der rechten Hauptachsen, 
ineinander tiber. Wir schlieBen hieraus, daB die cot hyperbolischen Para- 
boloide P* alle dem Tangentenkegel 7? einbeschrieben sind (28.) und 
ihre zwei Symmetrieebenen und die Hauptachse a miteinander gemein 
haben. Diese schneidet u, v und die Scheitelstrahlen der Paraboloide, 
also oo! rechte und oo! linke Hauptachsen rechtwinklig und ist ein ge- 
meinsamer Strahl der beiden Kongruenzen. 


StraBburg, den 1. Januar 1910. 





E. Sarxowsar. 





Beitrage zur Kenntnis der Bertrandschen Kurven. 
Von 


E. Satxowsk1 in Charlottenburg. 


Die Raumkurven, deren Hauptnormalen gleichzeitig die Hauptnormalen 
einer zweiten Raumkurve sind, treten dem Geometer bei einer groBen 
Anzahl kurven- und flichentheoretischer Fragestellungen entgegen, und 
sie haben daher auch eine auferordentlich haufige Untersuchung erfahren.*) 
Ihre Bestimmung fordert allgemein drei Quadraturen, die indessen eine 
Einsicht in den Verlauf der Kurven im Raume nicht geben kénnen und 
auch zu einer weiteren Behandlung konkreter Probleme wenig geeignet 
scheinen. Auch ihre einfache kinematische Erzeugungsweise, welche sie 
als Deformationskurve des Kehlkreises bei der Biegung eines Rotations- 
hyperboloids ergibt, laBt eine genauere Einsicht in die gestaltlichen Ver- 
hiltnisse der Kurven nicht zu. Es wird daher niitzlich sein, einige Typen 
solecher Bertrandschen Kurven zu bestimmen, die auch selbstiindiges geo- 
metrisches Interesse besitzen und bei welchen sich die Fragestellungen 
sowohl geometrisch als auch analytisch leicht tibersehbar erledigen lassen. 

Das erste Beispiel, wie ich glaube, einer Bertrandschen Kurve, die 
genauerer Untersuchung zuginglich war, ist von mir durch die Bestimmung 
einer besonderen Klasse algebraischer Raumkurven konstanter Kriimmung 
gegeben worden.**) Verbiegt man niimlich die Ebene einer geraden 
Astroide so, daB die Tangenten geradlinig bleiben und die Kurve zu einer 
Schraubenlinie wird, so gehen die Achsen der Astroide in Kurven konstanter 
Kriimmung, also spezielle Bertrandsche Kurven, iiber, die auf Rotations- 
flichen zweiter Ordnung liegen und unter besonderen Voraussetzungen 
algebraisch sein kénnen. 

Die damals behandelte Fragestellung, die mittels einer speziellen Zu- 
ordnung zweier Kurven durch senkrechte Bogenelemente erledigt wurde, 
laBt nun eine elegante geometrische Behandlungsweise zu, wenn man 


*) Vgl. die Literaturiibersichten in der Encyklopidie der math. Wiss. III D 4. 
G. Scheffers, Besondere transzendente Kurven, 8. 230—237. 
**) Zur Transformation der Raumkurven. Math. Ann. Bd. 66, 8. 517—557. 
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einige Siitze tiber die zweite rektifizierende Flache einer Raumkurve 
heranzieht, die vor kurzem a. a. O. mitgeteilt worden sind.*) Es ist be- 
merkenswert, daB sich der Gedankengang ohne weiteres auf alle Bertrand- 
schen Kurven ausdehnen laBt, deren zweite rektifizierende Fliche ein 
Zylinder ist; es sind diejenigen Raumkurven, in welche die Achsen der 
Parallelkurven der Astroide sich verwandeln, wenn ihre Ebene so tordiert 
wird, daB die Tangenten geradlinig bleiben und die Kurve in eine 
Schraubenlinie iibergeht. 

Dieselbe Untersuchungsmethode laBt sich mit Nutzen auch auf die- 
jenigen Bertrandschen Kurven anwenden, deren zweite rektifizierende 
Fliiche ein Kegel ist. An die Untersuchung der Bertrandschen Kurven 
selbst kniipft sich dann sofort und naturgemiB das Studium der mit 
ihnen zusammenhiingenden Kurven und Flichen, unter denen die Biegungs- 
flichen des Rotationshyperboloids eine besonders wichtige Rolle spielen. 


I. Bertrandsche Kurven, deren zweite rektifizierende Fliche 
ein Zylinder ist. 


Bezeichnet man zwei Raumkurven mit gemeinsamen Hauptnormalen 
als zugeordnete Bertrandsche Kurven, so gilt der Satz: 
Die rektifizierenden Gratlinien zweier zugeordneten Bertrand- 
schen Kurven sind parallel und besitzen dieselbe rektifizierende 
Fliche.**) 
Ist also (Fig. 1) die Kurve (P) eine solche Bertrandsche Kurve, deren 
rektifizierende Gratlinie (R) eine Schraubenlinie ist, so besitzt die zu- 
geordnete Bertrandsche Kurve (Q) eine 
zu (R) parallele Schraubenlinie (7') als Sp 
rektifizierende Kurve, die demselben a 8} 
Zylinder angehért wie(R). Diese Kurven 
R) und sind als parallele geo- 
yo ete Rraedlod Zylinders kon- | os 
gruent, und man kann daher auf der % R 
Tangentenflache von (R), die ja zu der 
von (7') kongruent ist, eine zu (@Q) paral- 
lele und kongruente geodiitische Linie (S) 
konstruieren, Sind dann P,, Q,, R;, 7;, 8; 4 
entsprechende Punkte der Kurven (P), hin 


(Q), (RB), (Z), (8), so ist immer a 


*) Uber die zweite rektifizierende Fliche einer Raumkurve. Sitzungsber. Berliner 
Math. Ges. Bd. 8, 8. 27—30. 


**) Sitzungsber. Berliner Math. Ges. Bd. 8, 8. 29. 
Mathematische Annalen. LXIX. 37 
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QS; + T, R, , 


Die Kurven (R) und (7) schneiden nun als Schraubenlinien die Mantel- 
linien R,7, ihres rektifizierenden Zylinders unter dem konstanten Winkel £. 
Das bei P, rechtwinklige Dreieck P;,Q;S,; bleibt also in Form und GréBe 
unverindert und es wird 


PS, = | etg B, 


wenn man mit 7 den konstanten Abstand P,Q, entsprechender Punkte der 
beiden zugeordneten Bertrandschen Kurven bezeichnet. 

Wickelt man jetzt die Tangentenfliche von (R) in die Ebene ab, so 
gehen die auf dieser Fliche geoditischen Linien (P) und (S) in zwei 
Geraden (%) und (G) iiber, die sich unter dem fiir das betrachtete Paar 
Bertrandscher Kurven charakteristischen konstanten Kreuzungswinkel der 
Tangenten « schneiden. Die Verbindungslinien $,S, entsprechender Punkte 
umbiillen die Verwandelte (Rt) der Kurve (R); da $,6, = J ctg 6 konstant 
ist, so ist die Hiillkurve (#) dieser Strecken eine Astroide, deren Achsen 
die festen Geraden sind. Fiir «= 90° wird die /stroide rechtwinklig, 
und man erhalt so die schon bekannten Kurven konstanter Kriimmung. 
Da die schiefe Astroide eine Parallelkurve der reguliren ist, so kann man 
das Ergebnis in folgenden Sitzen zusammenfassen: 

Betrachtet man die Ebene einer reguliiren Astroide als ihre Tangenten- 
flaiche und tordiert sie so, daB die Astroide in eine Schraubenlinie iibergeht, 
so verwandeln sich die Achsen der Astroide in zwei Kurven konstanter 
Kriimmung, von denen jede durch Parallelverschiebung in die zugeordnete 
der andern iibergeht. Legt man derselben Konstruktion eine Parallelkurve 
der reguliren Astroide zugrunde, so werden die Achsen Bertrandsche Kurven, 
von denen ebenfalls jede durch Parallelverschiebung sich in die zugeordnete 
der andern iiberfiihren lat. 

Die GréBe dieser Parallelverschiebung ist 





l 
0,5; = R,T, sin p 

Ist die Parallelkurve eine Astroide, so sind 
ihre Achsen und damit auch die zugehérigen 
Bertrandschen Kurven reell und verschieden; 
ist sie eine Parastroide, so sind sie imaginir. 
Im Grenzfall der Astroide mit zusammenfallen- 
den Achsen erhilt man bei der Biegung der 
Ebene eine Kurve konstanter Torsion, die 
somit den Ubergang von reellen zu imaginiren Bertrandschen Kurven 
vermittelt. Es erscheint daher wohl berechtigt, diese Kurven zur Klasse 





Fig. 2. 
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der Bertrandschen Kurven zu ziahlen, mit denen sie ja eine groBe Anzahl 
von Eigenschaften gemein haben.*) 

Die Bestimmung der natiirlichen Gleichungen unserer Kurven ge- 
schieht durch einfache geometrische Betrachtungen. 

Bezeichnet man den Winkel, den die Tangente der Kurve (P) mit 
ihrer rektifizierenden Geraden P,R, bildet, mit #, so ist bekannt**), daB 


(1) tg t= =. 


ist, wenn x die erste, t die zweite Kriimmung bedeutet. Andererseits er- 
gibt sich aus der Abwickelung der rektifizierenden Fliche, in welcher der 
Schnittpunkt O der Achsen als Ausgangspunkt fiir die Messung der Bogen- 
lange gewiahlt sei: 

OP,=s, PS, =letgp, x OPS,=x-—@ 
und daraus 


(2) s—letg pine — 


sine ” 
eine Gleichung, die sich unter Beriicksichtigung von (1) in der Form 


@) —S a 
x*-+ +t 

schreiben laBt. Diese und die charakteristische Gleichung der Bertrand- 

schen Kurven 


(Il) 


stellen die gesuchten natiirlichen Gleichungen dar. 


sina (* sina + tcosa)=—1 


II. Analytische Darstellung der betrachteten Kurvenklasse. 


Ehe wir in der Untersuchung fortfahren, seien zum spiteren Ge- 
brauch die nétigen Formelentwicklungen gegeben. 

Wir bezeichnen mit (xyz) die Koordinaten eines Punktes der Kurve (P ) 
mit (#,y,2,) die Koordinaten des entsprechenden Punktes von (R). Ferner 
sei Q = (a’y'z’) und S=(E, y, §). 

Die Kurve (R) kann wie jede Schraubenlinie parallel zu einer ge- 
woéhnlichen Schraubenlinie orientiert werden, deren Achse die z-Achse des 
Koordinatensystems ist, und fiir die die Richtungskosinus der Tangente, 
Binormale und Hauptnormale der Reihe nach die Werte haben: 


*) Vgl. dagegen R. v. Lilienthal, Vorlesungen iiber Kurventheorie, Leipzig 1908, 
8. 289. 


**) W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Kriimmung. Leipzig 
1898, S. 74. 


87° 
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sin v b cos U m 
’ at 





Vite” | Vite’ * Vite” 
(1) ‘meine hb.’ ae os? bee ead. 
“1 Vi+m’ Vi+m"’ 4% Vi+ mm” 
a,” = — cos v, b,”=—sinv, ¢,”=0. 
Dabei ist 
m = ctg B = — 


das konstante Steigungsverhiiltnis der Schraubenlinie. Ist dw, der Winkel 
benachbarter Tangenten, dw,’ = mdw, der Winkel benachbarter Schmiegungs- 
ebenen, so ergibt sich aus den obigen Gleichungen 


=ndv, 


(2) dw, = Vda,? + db,? + de? = 
wobei » = sin f gesetzt ist. 

Die Kurve (P) = (a, y, 2) ist geodiitische Linie auf der Tangenten- 
fliche von (R); ihre Hauptnormalen sind also immer den Binormalen 
von (R) parallel, sodaB die Relationen 


” , ” , ” , 
a’=a,, b’=b,, c=—<¢, 


dv "a 
Vi+m'* 


bestehen, aus denen die Richtungskosinus der Tangenten und Binormalen 
sich dann durch die Formeln 


a =a, cos # — a,” sin @, a’ = — (a, sin # + a,” cos #) 


(3) 





ergeben. In diesen Gleichungen bedeutet @ wie friiher den Winkel der 
Tangente von (Ff) mit der rektifizierenden Geraden, einen Winkel, der 
durch die Gleichungen 
(4) tge—-—, de—dw, 
gekennzeichnet ist 
Aus den Gleichungen (3) folgt dann durch Differentiation 

dw = sin # dw, = msin @ dé, 

dw’ = cos # dw, = m cos # d#@. 


(5) 


Diese Gleichungen gelten fiir alle Geodiitischen auf den Tangenten- 
flichen von Schraubenlinien; die Bertrandschen Kurven unter ihnen 
Ax+ Br=1 
erhailt man, wenn man aus der Gleichung 
(6) Adw + Bdw' = ds 
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den Wert des Bogenelements entnimmt und in die Bestimmungsgleichungen 


(7) x= fads, y — feds, z= feds 


einsetzt. Dabei hat man, um mit den Bezeichnungen des vorigen Ab- 
schnitts in Einklang zu bleiben, den Konstanten A und B die Werte 


A=l B=letga 
zuzuschreiben. 


Man findet so das Formelsystem 


z= A fadw + B fadw, 


fiir die Darstellung der Bertrandschen Kurven. 
Nun repriisentieren die Gleichungen 
E=—ofadw, 1= ¢ fbaw, {i= e fedw, 
in denen g eine beliebige konstante Strecke bedeutet, eine Kurve kon- 


stanter erster Kriimmung ; und ebenso die Gleichungen 


i= faaw, "= [oaw’, t= r fedw’ 


eine Kurve konstanter Torsion +; hieraus ergibt sich, daB die allgemeine 


Bertrandsche Kurve, die auf Béschungsflichen geodiitisch ist, aus den 
Geodatischen konstanter Kriimmung (&,, 7,, £,) und konstanter Torsion 
(E, M2, &) durch die Gleichungen 


a= 1,& + 4,8, 
y¥ =A, + Age, 
a= th 


erhalten wird, d. h.: 

Wenn man eine Kurve konstanter Kriimmung und eine Kurve kon- 
stanter Torsion, deren rektifizierende Gratlinien Schraubenlinien sind, punkt- 
weise parallel aufeinander bezieht und die Verbindungsstrecken entsprechender 
Punkte in einem beliebigen konstanten Verhiiltnis teilt, so liegen die Teil- 
punkte auf einer Bertrandschen Kurve, deren rektifizierende Gratlinie wieder 
eine Schraubenlinie ist. 

Das letzte ergibt sich tibrigens auch aus einem bekannten Satze durch 
die Uberlegung, daS Kurven mit parallelen Linienelementen notwendig 
auch parallele rektifizierende Gratlinien haben; die Parallelkurven einer 
Schraubenlinie sind aber immer wieder Schraubenlinien. 
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Wenn unter den unendlich vielen parallel zugeordneten Bertrandschen 
Kurven zwei algebraische existierten, so wiirden alle algebraisch sein, da 
sich ja die Koordinaten jeder dieser Kurven linear durch zwei von ihnen 
darstellen lassen. Insbesondere miiBte dann auch die Kurve konstanter 
Torsion algebraisch sein. Aus der sofort anzugebenden expliziten Form 
der Gleichungen ergibt sich aber, daB alle Kurven konstanter Torsion der 
betrachteten Klasse transzendent sind. Algebraische Kurven konstanter 
Kriimmung dagegen sind schon bekannt. Daher ergibt sich der Satz: 

Unter den Bertrandschen geodiitischen Linien auf Béschungs- 
flichen sind gewisse Kurven konstanter Kriimmung die einzigen 
algebraischen Kurven. 

Setzt man in die Gleichungen (7) die Werte von a, b, c, s aus (1)---(6) 
ein, so ergibt sich 

Im 


t=. feos (#@—«a) (a, cos #—a,” sin #) dé, 


sina 


Die Ausfihrung der elementaren Quadraturen ergibt die Gleichungen der 
betrachteten Bertrandschen Kurven in der Form: 


1—n 
4(1— 2n) 


— 
——j 008 (v +a) + ‘+ cos (v—a)}, 


[+= sal aattay oma —2e0e40) - 


ia cos ((1+2n) v—«) 


(8) J _ imn i1+n 











at it ES sin ((1—2n) v +a) — waa Taam in (+2) 0— «) 
+it* sin (v—c) —*>" sin(v+e)}, 
- 2 {sin (2nv — a) + 2nv- cos a}. 


Gleichzeitig erhilt man durch Integration der Gleichung (6) die 
Bogenliange 


(9) sin 8) 


sin @ 


und aus den Gleichungen (5) den Kriimmungsradius 


ds cos (# — «) 
(10) het hd = sin « 
und den Torsionsradius 

ds cos (# — a) 
(11) et eee 


Gleichungen, die inhaltlich mit den entsprechenden des ersten Abschnitts 
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iibereinstimmen. Aus ihnen ergibt sich iibrigens noch eine besonders 
einfache Form der Beziehung zwischen s, x, t, namlich 


(12) m? ih 


s+ x*+ 7? sin? @? 
die naturgemiB auch aus den Gleichungen (I) und (II) am SchluB des 
ersten Abschnitts hitte gewonnen werden kénnen. 
Ist « ~= so ergeben die Gleichungen (8), bezw. (9)—(12) Kurven 
konstanter Kriimmung, welche fiir rationale Werte von m algebraisch sind. 
Ist dagegen « = 0 und gleichzeitig lim — = 1, konstant, so erhilt man 


die Kurven konstanter Torsion, die zu der betrachteten Kurvenklasse 
gehéren. 


Bei der Herleitung der Formeln (8) war » + > anzunehmen; fiir 


r= . erhalt man durch eine etwas modifizierte Rechnung die Gleichungen 





2 = agi (—c08 @v —«) — 20080 + @) + 6 cos (ve) —6 sin «-v), 
(8a))y— iad (— sin (20 — a) —2si )+6si 6 -v) 
ota. ~* in (v + «) +6 sin (vw —a) + 6 cos @-v), 
31 ‘ 
= Sing [sin (0—@) + cos a- 0}. 


Diese Kurven sind stets transzendent, da sie von der Ebene 





Lly3 . 
& = sang (8 cosa—6sina-v), 
ys , 
y- —Tsina+6cosa-v), 
a + cos @ + v) 
 Ssine — a 


in den unendlich vielen Punkten geschnitten wird, die den Parameter- 
werten v = 2ka (k=1, 2,3,---) entsprechen. 

Die Gleichungen der rektifizierenden Gratlinie (R) der Kurve (P) 
ergeben sich am einfachsten durch die Uberlegung, daB die rekti- 
fizierenden Geraden P, R, die Richtungskosinus a,, b,, ¢, besitzen und die 
Kurve (R) beriihren miissen. Bezeichnet man daher den Abstand ent- 
sprechender Punkte P,R, mit u, so wird 


“%=xcr+au, y—ytdu, 42+ eu. 
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Hieraus folgt 
dz, = ads + a,du + uda,, 


a, ds, = a,(cos # ds + du) + a,” (udw, —sin # ds), 


Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit a,”, b,”, ¢,” und 
addiert sie, so findet man 
° ds , d 
o—m os, = sin #55 
sowie 
ds, = du + cos # ds. 


Die Gleichung (9) ergibt dann 








ln sin cos (@—a) _ Im sin (2 —«) + sin « 





aimee sin « 2 sine 
und 
ds, = = sing (2 08 (2@— a) + cos a) d#. 
Damit wird 
s, = a (3 sin (2@— a) + 2 cosa- #) 
und 


ds, ds, __ 


-_ = 5 2e~ 
at eet det (3 cos (2% — a) + cos a). 


Wir haben somit sowohl die kartesischen als auch die natiirlichen Glei- 
chungen unserer Kurvenklasse. Die letzten beiden Gleichungen stellen, 
fiir ebene Kurven interpretiert, eine allgemeine Astroide dar, geben also 
den analytischen Nachweis des grundlegenden Satzes des ersten Abschnitts. 
Die Herleitung der Formeln ist unabhiingig von dem Werte des Winkels , 


gilt also auch fir n = > In diesem Falle zeigt die Form von g, daB 


die Schraubenlinie zu den Aoustschen Kurven gehért*), d. h. zu denjenigen, 
die zu ihrer zweiten Polarkurve kongruent sind. 
Die zu (P) zugeordnete Bertrandsche Kurve (Q) hat die Gleichungen 


a=a2+la", y=yt+lb", £=2z+le’, 
wihrend die Kurve (S) durch 
E=xz2+Ilma,, y»=y+lmb,, €=2+Ilme, 


*) Zur Theorie der Aoustschen Kurven, vgl. Sitzungsberichte der Berliner Math. 
Ges. Bd. 6, 8. 54—59. 
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charakterisiert ist. Beachtet man die bekannten Werte fiir a’,---,¢,, so 
ergibt sich 

, , l 

g=§, y=y, #—-f=—,, 


sin fp 


sodaB also (S) in der Tat durch eine Parallelverschiebung in der Rich- 


tung der z-Achse um aus (Q) hervorgeht. 


sin B 


Ill. Mit der Bewegung verbundene Kurven und Filichen. 


Die in den beiden ersten Abschnitten betrachteten Kurven besitzen eine 
einfache kinematische Erzeugung, die schon an friiherer Stelle kurz be- 
riihrt wurde, und die naturgemaB auf eine ganze Reihe von bei dieser Be- 
wegung ausgezeichneten Kurven und Flachen fihrt. Sie la8t sich, etwas 
anders wie vorher, fiir die weiteren Zwecke der Untersuchung folgender- 
ma8en formulieren: 

Die Ebene einer schiefen Astroide mit dem Mittelpunkt O und dem 
Achsenwinkel « rollt ohne zu gleiten auf einer Béschungsfliche so ab, 
daB die Astroide punktweise mit der Gratlinie der Béschungsfliche zu- 
sammenfallt. Die Schnittpunkte P, S 
der Tangenten mit den Achsen be- 
schreiben dabei zwei Bertrandsche Kur- 
ven, von denen jede durch passende 
Parallelverschiebung in die zugeordnete 
der anderen tibergeht. 

Wir fragen zuniichst nach dem Ort, 
den der Nullpunkt O der Astroide bei 
dieser Bewegung beschreibt. 

Jedenfalls ist die Kurve (0) eine 
gemeinsame Filarevolvente der Kurven 
(P) und (S), sie ist also eine Plan- 
evolvente der rektifizierenden Gratlinie beider Kurven, d. h. der Kurve 
der (Rf); diese ist demnach die Polarkurve (Ort der Schmiegungskugel- 
mittelpunkte) der Kurve (0). Die Planevolvente einer Schraubenlinie ist 
nun immer wieder eine Schraubenlinie, da fiir beide Kurven das Ver- 
hiltnis von Kriimmung und Torsion reziproke Werte besitzt, also fiir 
die Planevolvente konstant sein mub, wenn dies fiir ihre Polarkurve der 
Fall ist. 

Aus der Beziehung der Kurven (0) und (R) folgt ohne weiteres die 
Parallelitit ihrer Hauptnormalen in entsprechenden Punkten, und da die 
Hauptnormale von (R) durch das Lot auf der Tangente PS in der 








e 5 
Fig. 3. 
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Schmiegungsebene OPS gegeben ist, so ist die Hauptnormale der Kurve 
(O) durch die Héhe OY des Dreiecks OPS gegeben. Der Ort der Fub- 
punkte dieser Lote ist die Kriimmungsmittelpunktskurve von (0). Da 
die Hauptnermalen einer Schraubenlinie alle parallel derselben Ebene sind, 
nimlich zu der Ebene, die die erzeugenden Geraden ihres rektifizierenden 
Zylinders senkrecht schneidet, so folgt, daB bei der betrachteten Bewegung 
die Hihe OO des Dreiecks OPS eine Regelfliiche mit Richtebene beschreibt. 

Wir betrachten ebenso die von den iibrigen Héhen PP’ und SS’ 
beschriebenen Flichen. 

Da die Ebene OPS die rektifizierende Ebene der Kurven (P) und 
(S) ist, so sind die auf den Tangenten OP, bezw. OS errichteten Lote 
in diesen Ebenen die Binormalen der Bertrandschen Kurven, also PP’ 
parallel zur Binormalen der zugeordneten Kurve (S). Wenn man aber 
in den Punkten einer Bertrandschen Kurve die Parallelen zu den Bi- 
normalen der zugeordneten Bertrandschen Kurve in den entsprechenden 
Punkten konstruiert, so erfiillen diese nach dem von Laguerre und Bioche 
gefundenen Satze eine Biegungsregelfliiche des Rotationshyperboloids. Die 
Hihen PP’, SS’ beschreiben also im Verlaufe der Bewegung zwei Biegqungs- 
flaichen des Rotationshyperboloids. 

Sie schneiden sich in einer Kurve, die von dem Héhenschnitt H des 
Dreiecks OPS beschrieben wird und die auch auf der von der Héhe 00’ 
beschriebenen Regelfliche liegt. Aus elementaren Sitzen ergibt sich, daB 
der Abstand 

OH = SP ctg a =/ ctg B ctg « 


wird, sodaB also (H) eine Kurve ist, welche erhalten wird, wenn man 
auf den Hauptnormalen der Kurve (0) die konstante Strecke / ctg B ctg « 
abtrigt. 

Um weitere Folgerungen zu ziehen, bedarf es der analytischen Dar- 
stellung der neu betrachteten Kurven und Flichen. 

Die Kurve (0) = (&, , §) ergibt sich sofort als diejenige Filarevolvente 
von (P), welche diese Kurve im Nullpunkte der Zihlung des Bogens 
trifft. Es ist demnach 


§&=—2z—sa, n=y—bs, f=—z—¢s, 
g ” , dyn ” , dé ” ’ 
— 2 =—4é,, , oad =——bd,, alge =—6¢,, 


g sin (@ —a) sin @ d 


dé=sdw=I|m . 
61D a 


a. 
Ihre Bogenlinge ist demnach 


6 a (e - COS & — ’ sin (2% — «)) . 


™ 2sina 
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Ihr Kontingenzwinkel ist 

dw =dw, =md?, 
ihr Schmiegungswinkel 

dw = dw, = d#, 


woraus sich der erates 


o ds 
Q 


-a7 rr (cos « — cos (2#—«)) 


und der Torsionsradius 


~ ds — 
* dw ? 


ergibt. Ist #=— + v, dah. p= => so ist die Kurve (0) eine Aoustsche 


Kurve, d. h. ihre zweite Polarkurve ihr selbst kongruent. 
Wir gehen jetzt tiber zur Biegungsfliche des Rotationshyperboloids, 
die durch (P P’) beschrieben wird. Es wird: 


X =a +u(asine+a'cosa) = x — u(a, sin (®@—a) + a,” cos (@—a)), 
=y+u(bsinae +b’ cosa) = y — u(b, sin(@—a) +b,” cos (#@—a)), 
Z=2+u(csine+c cosa) = 2 —u(e, sin(®—a) + ¢,” cos (@—a)). 
Beachtet man, daB 
xsina+rcosa—~ >“ 


wird, so ergibt sich: 


o ” x . , 

x ma pus a’, = =asna-+da cosa, 
ax orx sing », 

ow ~ 0, i ts? 


oe = xa” — (xa+r) =e 


und die analogen Ausdriicke fiir die Ableitungen von Y und Z. 
Bezeichnet man mit E, F, G die ersten, mit L, M, N die zweiten 
GauBschen FundamentalgréBen, so ergibt sich 


E=1, Fesine, G-14+"%* 


T= VEG—F? = + Vi? cos? « + u? sin?a, 


L=0, Mm Some, v= — 1 cose + (#824) ecose—rsin)] 


und das Kriimmungsmaf der Fliche 


RK hl sin*® a cos* « Ls 
~ ~~ (2 cos? a + w? sin® a)? 
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Diese ist auf das Rotationshyperboloid 
X = usin « cos ' +1 sin + 
Y = sin @ sin ; —lcos +, 
Z = cos « 


abwickelbar, da beide Flichen dasselbe Fliichenelement besitzen. 

An die Darstellung der Biegungsflichen kniipft sich leicht ihre Dis- 
kussion im Sinne der allgemeinen Flichentheorie. Ohne auf diese einfachen 
Rechnungen einzugehen, die keine bemerkenswerten Ergebnisse versprechen, 
seien nur die Biegungskurven der Erzeugenden des Hyperboloids gegeben. 
Sie sind durch die Gleichungen 


s = konst. 


ltg (« _ . i) 

. 8 
sin @ cos (+ —t) 
charakterisiert, Gleichungen, in denen « eine beliebige konstante GréBe 
bedeutet, und man erhilt die gesuchten Kurven, wenn man diesen Para- 
meterwert in die Flichengleichungen einsetzt. 

Die Kurven « = konst. sind die Biegungskurven der Parallelkreise 
des Hyperboloids, Kurven, die in mancher Hinsicht eine ausgezeichnete 
Rolle spielen. So hat Herr Darboux erst kiirzlich darauf aufmerksam 
gemacht, daB diese Kurven die einzigen sind, welche untereinander in- 
variabel verbunden sind; d. h. bei denen die Tangenten mit der Ver- 
bindungsstrecke zweier entsprechender Punkte ein starres System bilden, 
ohne daB diese Verbindungsstrecke senkrecht zu den Tangenten der beiden 
Kurven ist. 

Sie sind ferner diejenigen co’ Kurven, deren Tangenten mit dem 
Fundamentaltrieder der Bertrandschen Kurven fest verbunden sind und 
ein hyperbolisches Paraboloid erfiillen (Cestro, Vorlesungen iiber natiir- 
liche Geometrie, 5. 191). In der Tat bilden die Tangenten dieser Kurven 
lings einer und derselben Erzeugenden ein hyperbolisches Paraboloid, dessen 
Geraden parallel der Schmiegungsebene der Bertrandschen Kurve sind, 
und das die Biegungsfliche des Hyperboloids lings der betrachteten Er- 
zeugenden beriihrt. Damit ist die Art der von Cesaro a. a. O. nur als 
existierend nachgewiesenen Kurven und die geometrische Bedeutung des 
Paraboloids festgestellt. Die letzte Uberlegung gilt naturgemiB fiir die 
allgemeine Bertrandsche Kurve. 

Aus der Form des Linienelements der Fliche ist ersichtlich, daB alle 


und 


“= 
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Flichen aufeinander abwickelbar sind, die fiir 7 und « dieselben Werte 
besitzen. Wir werden also durch eine stetige Biegung eine ganze Klasse 
aufeinander abwickelbarer Flichen erhalten, wenn man der Konstanten 8 
stetig sich aindernde Werte zuschreibt. Bei dieser stetigen Biegung, die 
so vorgenommen werde, daB die z-Achse ihre Bedeutung fiir die rektifi- 
zierenden Schraubenlinien ein fiir allemal beibehilt, werden dann alle 
Punkte der Fliche Kurven beschreiben, deren Gleichung man erhilt, wenn 
man in den Flichengleichungen bei konstant gehaltenem s bezw. # und u 
die Konstanten 
m=ctgf und n=sin~g 


mit f stetig sich andern JaBt. Die Bahnkurven der einzelnen Punkte 
sind bei dieser Bewegung transzendente Kurven, deren Gleichungen aus 
denen der Fliichen leicht abgelesen werden kénnen. Die erzeugenden 
Geraden der Regelfliche bleiben offenbar erhalten und erzeugen im Ver- 
laufe der Bewegung eine Schar transzendenter Regelflichen. 

Aus der Form der Flichendarstellung ist nicht ersichtlich, ob unter 
dieser Schar von Biegungsflichen auch das Hyperboloid selbst enthalten 
ist, oder die schiefe Schraubenregelfliche, auf die sich das Rotations- 
hyperboloid abwickeln laBt. In der Tat bediirfen auch die Grenzfille 


6=0 und p= 


gemein hergeleiteten Formeln ihre Geltung verlieren. 


Ist B=>, so wird ctg B =m=0, »=1 und damit 


wo” , ” , ar 
a =a,y=0, W’=b,=0, &=-1. 


einer gesonderten Untersuchung, da fiir sie die all- 


Es wird also der Winkel der ganzen Kriimmung dw” =0, also auch 
dw=0O und dw’=0, d. h, die Bertrandsche Kurve reduziert sich auf 
eine Gerade. Gleichzeitig aber wird der Abstand lm entsprechender Punkte 
der Kurven (P) und (S) gleich Null, so daB die zugehérige rektifizierende 
Schraubenlinie auf den Nullpunkt zusammenschrumpft. In diesem Grenz- 
falle sind daher alle friiher angestellten Uberlegungen illusorisch, und es 
entspricht ihm keine eigentliche Biegungsfliche des Rotationshyperboloids. 

Fiir den Fall, daB 6 =O ist, daB also die rektifizierenden Geraden 
der Bertrandschen Kurve simtlich der Z-Achse parallel sind, wird aller- 
dings auch die rektifizierende Kurve (R) illusorisch, indem sie sich auf den 
unendlich fernen Punkt der Z-Achse reduziert, und damit also auch die im 
ersten Abschnitt dargelegte geometrische Konstruktion. Trotzdem aber 
erhalt man hier eine Schar von Biegungsfliichen. Da hier die rekti- 
fizierende Fliche der Kurve (P) ein Zylinder ist, der zur Z-Achse parallel 
steht, so wird (P) selbst eine Schraubenlinie; die einzige Schraubenlinie, die 
aber als Bertrandsche Kurve betrachtet werden kann, ist die gewdhnliche 
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Helix. Es ergeben sich hier also alle Regelschraubenfliichen, die auf das 
Rotationshyperboloid abwickelbar sind. Uhre Bestimmung und Untersuchung 
sei im nachsten Abschnitt durchgefihrt. 


IV. Die Regelschraubenflichen, die auf das Rotationshyperboloid 
abwickelbar sind. 


Fur die Annahme, daB 
pB=0 


ist, die den nichsten Untersuchungen zugrunde gelegt werden sollte, wird 


m=oco und n=O, 


also 
a, =b,=—0, « =—1, 
, ° , , 
a, =—sinv, b= cosv, ¢ =0, 
w” ” ° ” 
a, =—cosv, b,°=——sinv, ¢,”=0. 
Hieraus folgt: 
a=cosvusin?, a= cosvcos#, a’ =—a,, 
b=sinvsn®?, b= sinveos@, b” =—b,’, 
c= cos #, ¢ =—sin#@, c” = ¢,. 
Da nun 
de=c"dw =0, 
andererseits 


de = — sin #d@ 
ist, so muB jedenfalls 


d#=0, # = konst. 
sein. 
Dann wird 


dw = sin @dv, 


dw’ = cos #dv, 
t 
= = ctg & = konst. 


Die Kurven sind also tatsichlich Schraubenlinien. 
Da fiir sie die Gleichung 


U(x + ctga-rt)=1 
bestehen soll, so wird 


ds = I(dw + ctg adw’) P= ay. 


sin a 


Hieraus ergeben sich dann die natiirlichen Gleichungen 
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Leos (0 —«) 

sin @ ? 
ot on ee 8 
dw sine sin? ’ 
os. és 1 cos (@ — @) 


t dw sin «cos # ” 
sowie die kartesischen Gleichungen 


s= 


U sin in # cos(# — «) 


—— sin v, 
sin @ 
Isin @ cos (# — «) 
(1) jon ONG, 
10s # cos(@— «) 
sina ’ 


die offenbar eine gewéhnliche Schraubenlinie darstellen. 

Konstruiert man wie im allgemeinen Falle zur Kurve diejenige Regel- 
fliche, deren erzeugende Geraden der rektifizierenden Ebene angehéren 
und mit der Tangente den konstanten Winkel (F- ) einschlieBen, so 
zeigt sich, daB auch diese Fliche 

X= 2x + ucos(# — «) cos v, 
(2) Y=y + u cos (# — a) sin v, 
Z=2 —usin(# — a) 
auf das Rotationshyperboloid abwickelbar ist. Die Gleichungen (2) stellen 
eine einfach unendliche, sich mit dem Parameter @ stetig andernde Schar 
von Schraubenregelfliichen dar, deren Striktionskurven durch die Glei- 
chungen (1) gegeben sind. Unter ihnen ist das Hyperboloid selbst ent- 
halten, das dem Werte 
a= = 
2 


entspricht. In der Tat stimmen in diesem Falle die Gleichungen (2) bis 
auf das Vorzeichen von z, auf das es bei der Symmetrie der Fliiche in 
bezug auf die Z-Achse nicht ankommt, vollkommen mit den im vorigen Ab- 
schnitte (S. 572) gegebenen Gleichungen des Rotationshyperboloids iiberein. 
Fiir @ = 0 reduziert sich die Schraubenlinie (1) auf die Z-Achse, die 
Fliche (2) bleibt aber auch in diesem Falle eine Biegungsfliiche des 
Hyperboloids, und zwar erhilt man so die geschlossene schiefe Schrauben- 
regelfliche. 
Ist endlich # = a, so erhilt man das Helicoid mit Richtebene, dessen 
Gleichungen lauten: 
X= Isinv +ucosv, 
(3) Y=—lcosv +usinv, 
Z= Iletga-v. 
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Wenn man ein Rotationshyperboloid iiber seine Biegungsfliiche abrollen 
laBt, so beschreibt seine Achse ebenfalls eine Biegungsfliche desselben 
Hyperboloids und der Mittelpunkt die zur Striktionslinie (P) der ersten 
Flaiche zugeordnete Bertrandsche Kurve (Q). Ist (P) in eine gewéhnliche 
Schraubenlinie degeneriert, so beschreibt (Q) gleichfalls eine Schrauben- 
linie, deren Punkte von den entsprechenden Punkten von (P) um PQ=1 
entfernt sind. 

Fiir # =a reduziert sich Q auf die Z-Achse, und die Achsenfliche 
des Hyperboloids ist demgemiB die geschlossene Schraubenregelfliche. 
Diese ist also mit der Fliche (3) durch die eben beschriebene, der Natur 
der Sache nach auch umkehrbare kinematische Beziehung verkniipft.*) 


Man kann, indem man # von : bis Null abnehmen laBt, das Rotations- 


hyperboloid durch stetige Biegung in die geschlossene Schraubenregel- 
fliche so tiberfiihren, daB dabei jede der Flichen (2) als Durchgangs- 
stadium auftritt. 

Halten wit, wie es-in den Gleichungen (2) schon von vornherein 
geschehen ist, im ganzen Verlauf der Bewegung die Z-Achse als Achse 
der Kehlschraubenlinie fest, so beschreibt ein beliebiger Punkt (wu, v) des . 
Hyperboloids eine Kurve, die die Gleichungen 


i ( — sin + u cos v) cos (# —«), 
{= (- aes sin # + u sin v) cos (#—«), 
f= ae cos # cos (# — a) — u sin (# — a) 


besitzt. Diese in cos # und sin # quadratischen Gleichungen stellen also 
im allgemeinen eine rationale Raumkurve vierter Ordnung dar. 


V. Bertrandsche Kurven, deren zweite rektifizierende Fliche 
ein Kegel ist. 


Wir hatten bisher ausschlieBlich die Klasse derjenigen Bertrandschen 
Kurven betrachtet, deren zweite rektifizierende Fliche ein Zylinder ist. 
Die Untersuchung laBt sich aber mit infinitesimalgeometrischen Hilfs- 
mitteln auch fiir den Fall fiihren, daB diese Fliiche ein Kegel ist. 

Wir kehren zu dem Ausgangspunkt unserer Betrachtungen zuriick, 





*) Fir #=—2e— .* ergibt sich das Helicoid, bei welchem jede Gerade der 


entsprechenden Erzeugenden des Hyperboloids parallel ist (Darboux, Surfaces III, 
8. 298—299). 
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zu dem Satze, daB zwei zugeordnete Bertrandsche Kurven dieselbe zweite 
rektifizierende Fliche besitzen. 

Es seien (Fig. 4) wie friiher (P) und (Q) zwei zugeordnete Bertrandsche 
Kurven, (R) und (7) ihre rektifizierenden Gratlinien, und die Linien R7, 
welche die gemeinsame rekti- 
fizierende Flaiche von (R) und 
(7) erfiillen, schneiden sich 
alle im Punkte C, der Spitze 
des zweiten rektifizierenden 
Kegels der Kurven (P) und 
(R). Ist eine der Kurven (P) 
oder (Q) selbst eine geodii- 
tische Linie eines Kegels, so 
reduziert sich die zugehérige 
rektifizierende Gratlinie (R) 
bezw. (7') auf einen Punkt, 
der mit C zusammenfillt. 
Dieser Fall bedarf besonderer 
Untersuchung und sei vor- 
liufig ausgeschlossen. 

Es sei wieder QP =—/ der konstante Abstand entsprechender Punkte 
der zugeordneten Bertrandschen Kurven (P) und (Q). Ihre rektifizierenden 
Geraden PR, bezw. Q7 haben bekanntlich von der Kegelspitze C den 
konstanten Abstand CU=k und CV=k—lI, und es ist offenbar ihr 
gemeinsames Lot CVU parallel der entsprechenden Verbindungslinie PQ. 

Die Kurven (R) und (7) sind als parallele geoditische Linien des 
Kegels (C) ahnlich; dasselbe gilt dann von ihren Tangentenflichen. 
Projiziert man daher von C aus die Punkte Q,, Q,,--- der Kurve Q auf 
die Tangentenfliche von (R), so schneiden die Strahlen CQ,, CQ,,--- 
die Erzeugenden dieser Fliche in Punkten S,, S,,---, deren Gesamtheit 
eine zur Kurve (Q) parallele Kurve (S) erfiillt, welche zu Q fabnlich und 
bez. des Mittelpunkts C fhnlich gelegen ist. Die Kurve (S) ist also auch 
eine Bertrandsche Kurve. 

Wir haben also auch hier auf der rektifizierenden Fliche der Kurve (P) 
eine zweite Bertrandsche Kurve (S), welche diesmal der zugeordneten 
Kurve (P) nicht kongruent, aber doch iihnlich ist. Die entsprechenden 
Tangenten von (P) und (S), P,P, und 8,8, schneiden sich dann in einem 
Punkte O, unter dem Winkel «, der fiir die Kurven (P) und (Q) charakte- 
ristisch war. Ferner zeigt die Figur unmittelbar, dab 


> 
malt konst. 








Fig. 4 
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ist. Da ferner R, U, = R,U, ist, so muB die Kurve (U) eine Filarevol- 
vente von (J) sein. 

Wickelt man nun die Tangentenfliche von (R) in die Ebene ab, so 
geht (R) in eine ebene Kurve (®) tiber, (UV) in eine Evolvente (Ul) von 
(R), wihrend (P) und (S) sich in zwei unter dem Winkel «@ sich in 

eiem Punkte D schneidende Geraden 
($) und (S) verwandeln. Da bei der 
Abwickelung sich die Streckenlingen 
auf der Flache nicht andern, so ist 
auch 
oa — + — konst; 
y d. h, U ist eine Kurve, fiir welche 
das Verhiltnis der Strecken, die zwei 
A , feste Geraden auf den Normalen ab- 
p schneiden, konstant ist. Stehen die 
festen Geraden aufeinander senkrecht, 
so ist U bekanntlich ein Kegelschnitt, dessen Achsen die orthogonalen 
Geraden sind. Seine Gleichung lautet 
(l— k)a* — ky? = C, 
wobei C eine willkiirliche Konstante bedeutet. 

Im allgemeinen Falle ist, wenn OY als X-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems gewihlt wird, 

SB "5 U 


use oy» tk 
Durch einfache Uberlegungen findet man, daB 
d d 
vy, (ctge + 35) 2+ ¥ 95 


ist, und daraus folgt die Differentialgleichung der gesuchten Kurven in 
der Form 





Fig. 5. 


d 
k Get letga—(l—k)-- 


Daraus ergibt sich der Satz: 

Verbiegt man durch Torsion ihrer Ebene eine Kegelschnittevolute so, dap 
die Tangenten geradlinig bleiben, zu einer geoddtischen Linie einer Kegelflache, 
so gehen die Achsen der Evolute in swei Kurven konstanter Kriimmung 
iiber, von denen jede durch eine bestimmte Ahnlichkeitstransformation in die 
sugeordnete der anderen iibergeht. 

Wir erhalten so eine groBe Klasse von Kurven konstanter Kriimmung, 
zu denen die frither durch Torsion der reguliren Astroide konstruierten 
als Grenzfalle zu rechnen sind. 
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Es war bisher immer ausgeschlossen, daB eine der Kurven (R) oder 
(7) sich auf einen Punkt reduziert, m. a. W. daB eine der Kurven (P) 
oder (Q) selbst eine geodiitische Linie eines Kegels ist. Wir gehen jetzt 
zur Untersuchung dieses Falls. 

Ist die rektifizierende Fliche etwa von (Q) ein Kegel mit der Spitze C 
so gehen alle rektifizierenden Ebenen der Kurve (R) durch diesen Punkt, 
und da die Ebene P, Q, R, auf Q, Q,C senkrecht 


steht, liegt (R) als Geodiitische auf einem Kegel, Ry 
dessen Tangentialebenen auf den entsprechenden R, 
des rektifizierenden Kegels von (Q) senkrecht Is 
stehen; d. h. ¢ 


Die Zugeordnete zu einer Bertrandschen 
Kurve, welche auf einem Kegel Geodiitische ist, 
besitzt als zweite rektifizierende Fliche einen 
Kegel, dessen Spitze mit dem ersten zusammen- % 
fiillt und dessen Beriihrungsebenen auf den ent- % 2 
sprechenden des ersten Kegels senkrecht stehen. % U R 

Fallt man von C auf die Tangenten von (2) — 
die Lote CU,, CU,, CU;,---, so erfiillen die FuBpunkte eine Filar- 
evolvente der Kurve (R), wahrend 

P,U, ms CQ, P, U, = CQ,, eRe 
ist. Fallt man andererseits von Q, auf die Ebene P, P,R, das Lot Q, W,, 
so ist 











Q, W, a Q, P, =I, 


P,W, # OQ, UW, # CQ, U,U, + WP. 
Wickelt man die Tangentenfliche von (R) in eine Ebene ab, so bleiben alle 
eben aufgestellten Beziehungen erhalten; man erhilt daher die Relation 


und 


zwischen der Bogenlinge s, und dem Kriimmungsradius oe, = 1 der 
Kurve (R) mit Hilfe des Dreiecks P, P, W: ‘ 
ae ae 
sin o cos (w, — «)? 


wenn man beachtet, dab, R,P, =u gesetzt, die Gleichungen 





udw, = ds sin w,, 
ds, — du = ds cos w, 
bestehen. 

Damit ist die Grundlage fir eine geometrische Theorie der Bertrand- 
schen Kurven gewonnen, die Kegelgeodiitische sind. Analytisch fordert 
das Problem bekanntlich die Lésung einer Riccatischen Differentialgleichung 
von einfachem Typus. 
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On the Genesis of the Middle Product in Grassmann’s 
Extensive Algebra. 


By 


A. R. Scuwerrzer of Chicago (U. 8S. A.). 


$1. 


In the Mathematische Annalen, vol. 12 (1877), p. 375, Grassmann 
defines the middle product of two vectors as a ‘formal’ sum of their outer 
and inner products, viz. 


ab = i[a-b] + w'[a dj, 


and by the suitable selection of constants in this definition he defines 
the quaternion as a middle product of two three-dimensional vectors. 
Grassmann’s middle product has been recently brought into prominence 
by H. E. Timerding.*) 

With reference to the Ausdehnungslehre proper, Grassmann’s definition 
of the middle product must be considered empirical, since the laws 
governing the formal combination of outer and inner products are not 
derived. A genetic determination of Grassmann’s middle product on the 
basis of his calculus we have not seen. An attempt at such determina- 
tion with special reference to the quaternions is outlined in this note**), 
Using conceptions which are current fundamentally in the Ausdehnungs- 


*) See his ,,Geometrie der Kriifte* Leipzig (1908), p. 18, note. Timerding calls 
the middle product ,,allgemeines geometrisches Produkt“. 

*) Our determination verifies the following remark of Clifford’s (Cf. Collected 
Works, London 1882, p. 268): ‘The quaternion symbols do not in the firs’ ("ace 
answer to the ,,ElementargriéBen* of the Ausdehnungslehre, but to binary )» ~: «is 
of them.’ Clifford’s attempt to locate the quaternions in the Ausdehnungslehre was, 
nevertheless, unsuccessful; compare remark of the editor of his Collected Works, 
l. c., p. LXIIL 

We may remark here that we regard in this paper the quaternion units as 
expressed by four units (1, ¢,7,k); cf. Clifford, 1. c., p. 278 and Lipschitz, ,,Unter- 
suchungen tiber die Summe von Quadraten“, Bonn (1886), pp. 2, 23. 
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lehre, we show that a middle product of two four-dimensional vectors 
arises as the result of a non-scalar solution of certain quadratic rela- 
tions;*) by the proper reduction of these vectors to three dimensions, the 
middle product obtained is a quaternion. 


g 2. 


In two dimensions, let E,, E, he perpendicular unit vectors; then 
we define the vectors 
X= a, E, + a, F,, 


1 
() (, X = 1x, E, + ux,F,, 


where 4, u are constants and the indices a, b each have some one of the 
values 1, 2. Then the outer product [X - i X] will reduce identically to 
the form 
o(2,?+ 2,*) E, EB, o = constant 
if 
—A=yu=-e, a=2, b—1. 
Substituting these values in (1) we find that as operators on X, + and 


Grassmann’s planar complement are equivalent. Grassmann generalizes 
the planar complement very simply in the Ausdehnungslehre of 1862. 
Another generalization of the planar complement we proceed to 
indicate; it is suggested by the method of the preceding paragraph. Instead 
of taking the square of the length of a two~-dimensional vector as the 
basis of our argument, we now consider the fourth power of the length 
of a four-dimensional vector. Let E,, E,, E,, E, be mutually perpendicular 
unit vectors; then as linear, monomial transformations of the vector 


X = 2, Fb, + 2, EF, + 14, F, + 7,F, 
we define**) 


uX—4 ZF, +u Lia) Ey +¥v X41) Es +@ LE, 
(2) J X=7' LE, +n’ Lyn» Ey +yr L42)-Es + a’ Lyx) Ey, 
kx = aos E, 7 ("2 ,3) Ey — v2 4s) “te @” £4s)E, 


where 4, 1',2”", u,u’,u", v,v’, v”, @, 0’, @” are constants and the indices 
*) That is, the admissibility of the middle product in question to the Aus- 
dehnungslehre is here shown to depend on the adjunction of a certain non-scalar to 
the usual (real) domain of the coefficients of vectors. 

**) In connection with this definition the determination of the quaternions on 
the basis of the general linear vector function of X seems interesting; possibly such 
a determination may be based upon the invariance of the fonction (x, *+ #,*+-2,*-+ «,*)*; 
compare Lipschitz, 1. c. 
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a, b®, c, d® (i=—1, 2,3, 4), each have some one of the values 1, 2, 3, 4; 
also the operators 7, j', k’ represent matrices.*) 

With reference to the determinant 
[X-¢X-7 X-k X] 


Aa‘ 
[Z, - B, - BE, - Ey) 





the following lemmas are valid. 

Lemma I. In order that the expansion of the determinant A contain 
all the fourth powers of the variables z,, 2, 7, 2, it is necessary that 
the corresponding indicial matrix 


1 2 3 4 

a @ & @ 

a @ & gd 

a® © & @@ 
have distinct elements in every row and column. 


Hence the preceding indicial matrix is essentially of one of the 
following types: 








I 

123 84 

21 43 

$4192 

i143 21 

Il, I, Il, 

a 2 ae (2 34 12 384 
-) 4 28 41 2418 
34 21 8412 $1 4231 
43 12 141 2 8 48 21 


The corresponding determinants A(I), A(II,), A(II,), A(Il,) yield poly- 
nomials of only two distinct types; for determinants equal to A(II,) and 
A(Il,) are obtained by applying to the matrix of A(II,) the substitutions 
(1) (2 3) (4) and (1) (2 4 3) respectively. Matrices of type Il are excluded 
by means of the following 

Lemma II. In order that the determinant A contain in its expansion, 
in addition to all the fourth powers of the variables x,, 2,,7,,7,, all the 
binary products of their squares, it is necessary that the corresponding 
indicial matrix be of type I. 








*) Cf. Grassman, Gesammelte Werke, Ausdehnungslehre 1862, p. 240. 
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On the basis of the preceding lemmas we now impose the con- 
dition that 


A = e(2,? + 4° + 2? + 22) @ = constant 
identically; then we may put, 
a) = 2 bp — 1 a4 d —3 
a® = 3 b®? —4 co?) = 1 d®) — 2 
a® —4 bp — 3 ) —2 d® —1 
and we obtain the relations 
uv'a” =@ 
iv" ao =o 
(3) rer 
A’ uw’ v on ri 
pv” @ 4 1v'o"” a 2¢ 
u’v'@ fp no” ae 20 
, vo” + x” y ———— 2 


‘tu 


Xv" @+ ipo’ =—2¢e 
"va +iu'v” =— 20 


” , 


A" wa+i'u"v =— 20 
(5) A(u' a” + p"v’) + w(d"@' +2'v") + (uw + 2'@”")+ @(A"v' + u'v") =0. 


Relation (5) is a consequence of (3) and (4); from the latter we obtain 
the solution: 





A=—p= ev =—2e0, 
(6) V=—ew =— vy = 2, e&=—1 
” “” ” ” 
A => @u =—étv =— @, 


where 4/'2"” =— 9. Substituting the values (6) in terms of u”, v, w' in 
the preceding expressions (2) for i’ X, j X, kX, we obtain 


-X = ex, EF, —ex,E,+ 2,E,— 2,£,, 


(7) -X=ea,F,— «Fb, —ex,F,+ 2, £,, 


Bm Sis, els 


;*>X=—e2,F,+ 2,F,— 2, EF, — 22,E,. 


Hence if we put 


el] 


ae . 
m6, ee wok, 


then, as operators on X, the units 1, i, j,k have the same multiplication as 
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a ‘right-handed’ system of quaternion units.*) Likewise, 1, s A 5 are 
a ‘left-handed’ hamiltonian system of units; and the set 1, +, a, - is 
‘right-handed’ or ‘left-handed’ according as ¢ =+ 1 or —1. 


§ 3. 

On the basis of the vectors X, iX, jX, kX of § 2 we define the 
symbol Q(¥;X) to be an operator on X which transforms the vector 
X into the vector 

Y,; = o(y, FE, + ¥,E, + ys E; + yE,) 
where 
6=2,°+2,°+ 2,7 + 2,’. 
Let the coefficients y,, y., ¥3, y, be not all zero; then there exists the 
operator Q( Y, X) finitely and determinately (with reference to ¢ as a variable 
if sealar) if the numbers 2,, z,, Z,, Z, do not all vanish. In particular, 
we have for the units E,, E,, E,, E, the following relations: 

1°. If E, + £,, then Q(L, E,,) = — Q(E,, E,,); if EZ, = £,,, then 
Q(E,, E,,) =1. 

2°. If E,, E,,, E,, are any three unit vectors, then 

Q(L,, E,,) < Q(E,, E,,) = QE, E,,)- 

3°. If |Z, - £,,] is the grassmannian complement of [F,, - £,] then 
Q(E,, E,,) = «QE, E,,. 

These three properties are sufficieat to define the multiplication of 
quaternion units. 

We now compute the symbol Q(Y, X) explicitly; we obtain 


2 1Y,Y, | : 
(8) Q(¥:X)— >"), | CEE) + Dam 
i=1 


ra=l 
res 


Thus Q(Y,X) is of the form p+ eq where p and q are quaternions.**) 
If ¢ is scalar, e+ 1 and Q(Y,X) is in general a variable quaternion 
with the range p+q, p—q. If « is non scalar, but commutative with 
scalars and the operators i, j, k then Q(Y¥,X) is, in general, an elliptic 
biquaternion.***) In the latter case we can identify the symbol Q(Y;X) 


*) If « is scalar and equal to + 1 then i, j, k are equivalent to the well known 
matrices of Frobenius, Crelle’s Journal, vol. 84 (1878), p. 62. 
**) The scalar part of q may be assumed to vanish. 
***) Since e? = 1; compare A. Buchheim, Proceedings of the London Mathematical 
Society, vol. 15 (1884), p. 97. 
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with a middle product of the vectors Y, X. For property 1° suggests 
that we interpret Q(E, E,.) by a middle product of E,, E,; we write 
(9) Q(E,, E,,) = [#,, E,.) + (4, |£,,] 
so that Q(E, E,,) is an outer product if r, +r, and an inner product if 
Y,=7,. From (9) and property 3° it follows then that the non-scalar «, 
as an operator on Q(E, E,),,+,,, may be interpreted by a grassmannian 
complement. Hence we may write 
(10). Q(¥, X) =[¥ X) + |¥| X] 
which agrees with Grassmann’s formula for a middle product (cf. § 1) if 
we put 
Aap = 1, X=b, Youa. 

In particular, the symbol Q(Y,X) reduces to a quaternion if for Y, X | 
we substitute 

Yo =F, + y,F; + FE, 

X, = 4, F, + 24,2, + 1, FE, 
respectively. An analogous reduction is employed by Grassmann to arrive 
at quaternions,*) although in our determination outer and inner products 
of unit vectors appear as quaternion units rather than the vectors them- 
selves. 

From the preceding discussion we conclude, then, that the middle 
product is not necessary in order that the quaternion occur in Grassmann’s 
calculus; but that a middle product arises if we interpret the symbols 
Q(£,, E,,) by outer and inner products. 





*) Mathematische Annalen, 1. c., p. 376. 
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Die Bewegungsgleichungen konservativer Systeme mit linearen 
Bewegungsintegralen. 


Von 


A. Brmowrrscna in Kiew. 


Es seien g, (s=1,2,---,m+k) die Koordinaten eines materiellen 
Systems, 7’ seine lebendige Kraft und U die Kriftefunktion, wobei die 
Zeit t weder in T noch in U explizit enthalten sein mége. Die Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen: 


d @T_ a(T+U) 


at dg, aa. s=1,2,---n+k 
mégen die linearen Integralgleichungen: 
(1) Garr = >) 0,4; +4, vy=1,2,--,k 


i=1 
zulassen, wo die a,, und a, Funktionen der Koordinaten und der will- 
kiirlichen Konstanten bezeichnen. Eliminieren wir aus den Lagrangeschen 
Gleichungen unter Benutzung von(1) die Geschwindigkeiten g, ,, (v=1,2,--,k), 
indem wir die Funktionen 
r , , é T 
8(4,, %) a T(4,, q; ); (49. q% ) _ ae 
s=1,2,---.n+k; i=1,2,---.n; v—=1,2,---,k 


einfiihren, so erhalten wir die Gleichungen*): 





& 4,/ 
@ 20 00+0) 000+ U) [Inte 
(2) dt dq, 04; ig 00 04; 


v=1 


“1, (dns, 24, 89,44 24: 
Sete. ate mtu “Inte _—T 
->'+.(i 0q; 04; ok eq; ) ban 3, 3,--yms 
wal v=1 





*) Vergl. P. Woronetz, Transformation der dynamischen Gleichungen mit Hilfe 
von linearen Bewegungsintegralen, Kiew. Universitiits-Nachrichten 1906. 
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Mit Hilfe des Integrals der lebendigen Kraft: 
T=U+h, 

wo h eine willkiirliche Konstante bezeichnet, kann noch aus (1) und (2) 
die Zeit ¢ eliminiert werden, sodaB sich das Problem der Bewegung des 
materiellen Systems auf die Integration von » — 1 Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und & Differentialgleichungen erster Ordnung und auf 
eine Quadratur reduzieren laBt. Die erwihnten n—1 Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung kénnen folgendermaBen aufgestellt werden. 

I. Der allgemeine Fall. Nach Elimination der abhingigen Geschwindig- 
keiten 9,4, (v=1,2,---,k) mit Hilfe von (1) aus der lebendigen Kraft 
erhalten wir: 

8=Q+ P+wN ? 
wo Q@ und P homogene Funktionen zweiten und ersten Grades der Ge- 
schwindigkeiten g; (i=1,2,---,n) sind und N unabhiingig von q, ist. 

Wir wahlen zur unabhingigen Variablen q,, bezeichnen: 

w d 
4-§-2 
Q=4¢,°G, P=q,L, 
wo G und ZL Funktionen der Koordinaten und der Differentialquotienten 

VON 4s, %3,***) 4, nach q, bezeichnen. 
Sind die Koordinaten q,, q3,---, %,,, durch g, ausgedriickt, so be- 
stimmen wir die Zeit ¢ aus 
2G 
© = —pEyEe apm 
durch Quadraturen, wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel den Anfangs- 
bedingungen gemaB zu wihlen ist. 
Multiplizieren wir die Formeln (2) mit in = 7 


i= 2,3,---,m 
und setzen: 


so ergibt sich: 


? 


x 
d ¢@e 1120 U 0(0+U 
© = &e-a [HDDs 
v=1 


11 O% qs L 64; O4n+» 
k 
da,, O%n +m Odntu o : © 
- 2% | dq, a 2 (* ya > Ona a, i i= 2,3,-- 9? 
Benutzen wir nun (3) und die Formeln: 
00 _ , OG eL Te) rg ce , OL 
aq, ~% Okt Ok) 9q,~% e+ a Fa + Gq} 


6, ->'s,,4/+ b,, = ar (Oya +> bus t) - b.5 
j=1 j=32 

















588 A. Brumwowrrsca. 


1 04,4, 2a  %. 
i i 6 +e ata Oa,’ 
s=1,2,--.n+k; i=1,2,---,n; w= 1,2,--,k, 


so kénnen wir ¢ aus (4) eliminieren. 
ll. Der Fall P=0. Es fiallt nicht schwer nachzuweisen, daB dieser 
Fall dann eintritt, wenn 


k 


d oT : 
>, aa a® i—1,2,--..” 
dq; OUn+y 


vy=1 
ist, wobei ie die Differentiation nach g; in der Voraussetzung, dab q, 


sowohl explizite wie auch implizite durch q/,,, in der betreffenden Funktion 
enthalten ist, bedeutet. 


In diesem Fall wird die Zeit ¢ aus 


at ee. 

dt = ) Tth—w eh 

durch Quadraturen erhalten. Die Gleichungen (4) ergeben unter Benutzung 
der Bezeichuung R is tilalin 


©) ag on, — (5a Bae 0.) -Vevtaw (+ Data) 


+¥ 


k * 
| da, 1 On + OG +m ss , 
+45 [Set - 3 heer Dohern)] inns, 
a= vy=1 

Beispiel. Die aufgestellten Gleichungen (5) wollen wir auf das 
Dreikérperproblem anwenden. Durch die bekannte Jacobische Transfor- 
mation*) reduziert sich dieses Problem auf das Problem der Bewegung 
zweier materieller Punkte, wobei die Kriftefunktion nur von den Ent- 
fernungen ry und r, dieser Punkte vom Koordinatenursprunge und von 
dem Kosinus tr des Winkels V zwischen r und r, abhiingt. Bezeichnen 
wir mit mw und mw, die Massen der Punkte und benutzen die Jacobischen 
Koordinaten**) r, v, i; r,, v,, 1:3 Q, so ist: 

2T = w [r? + r°(v' +2 cos i)? + r°(# sin v—Q cos v sin i)*] 
+ w[7,'* + 17,2(0,'+ Q cos i,)* + 7,2(i,' sin v, — Q cos v, sin i,)*]; 

U = fonct (r, r,, VV); t = cos V=cosvcosy,+sinvsiny,cosd; J=i,—i. 





*) C. G. J. Jacobi, Sur I’élimination des noeuds dans le probléme des trois corps. 
Ges. Werke IV. 


™) ibidem 8S. 308. 
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Die Verinderlichen r, v, i; 7,, 0, 4,; 2 gentigen*) den Differential- 
gleichungen: 





, sin*J sinvsine, 0U 0U 
ios C sinésiné, at = Mo ar? 
oe sin? J cos v sin v, aU M eu. ES sos sin* J COs v, sin v 6oU = aU. 
~, an sini, Ot Oc? 4 Cc sint 0 4 Or’ 
' sin? J sinvsinv, dU c sin t, 
ee tgisini, Oc | wr*sind M, 5. > + N,; 
, sin? J sin v, sinv 0U esiné 
“——"-o Wiest is a7,aat M5. + Ny 


(urt+mr?) = 2U4+ 4h; T=U+h, 


wo C eine willkiirliche Konstante ist. 
Aus diesen Gleichungen soll nun die Zeit eliminiert werden**). 


T T = - oe oe 
Eliminieren wir aus 7, oy arr 45a die GréBen 2, 7, i,’, v’, v,, 
1 


so wird: 


20 — mr? mit? + sing Caet T yet) = Os %—= O05 


ght wo 2» 
"ae sini; §,—— > sin t. 


Setzen wir jetzt k= — = ps , 80 ergibt sich: 
1 


G= Reiiuiie! a R= V2 (uk +0) (U+h—N); 


Ne=.- isl (= i, = ') ; 


2sin?J \ wr? 1," 





Die GréBen a,, sind alle gleich Null, die 8, von r und r, unabhingig, 
‘ 


und auBerdem ist N — => 6, a, = 0. 


wal 
Die Gleichung (5) nimmt also die Form: 
d @R OR 
(6) bee ~ 
an, wobei 


, U+h—N 
n=-V— eS 


*) C. G. J. Jacobi, 1. c., 8. 313. 
**) Eine solche Elimination hat schon nach einer anderen Methode Cayley 
(Report of the British Association, 32 meeting, S. 215, London 1863) ausgefiihrt. 
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ist. Das Problem reduziert sich also auf die Integration der Differential- 
gleichung (6) zweiter Ordnung und der vier Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 


di di, dv dv, dr, 
ewe we. 5 was eee 
Mia Mage Mat Mage t™, YOtE— 


und auf zwei Quadraturen, die Q und ¢ einfiihren. 
Ill. Der Fall der zyklischen Koordinaten. Wenn die Koordinaten 
Gn41> Ineao’* 2 Umax ZYKlisch sind, so haben wir die Integrale: 
— oT 
. OGn + ¥ 


=f, v=1,2,-+4k, 


wo die [, willkiirliche Konstanten bezeichnen. In diesem Falle ist: 


k 
ae oN Odes, a 8 | 
P= 0; O4n +» “  - oe 09n 4» = 0; N = 7m r,a,, 
sodaB (5) 
k a n 
d @R OR_1 da,; 64, da,;, a 
ie ede teat ~~ “Oq, -2% k, i= 2,3,---,m 
eel j=2 
ergibt, oder 
+ n 
d as es 1 ' 1 
eal j=2 


Diese Gleichungen kénnen auch aus den Routhschen Gleichungen, oder 
unter Benutzung der ,modified Lagrangian function“ aufgestellt werden*). 

Beispiel. Um die aufgestellten Formeln an einem Beispiel zu er- 
lautern, betrachten wir das Problem der Rotation eines schweren starren 
Kérpers um einen festen Punkt 0. 

Bezeichnen wir den Nutationswinkel durch g, den Priazessionswinkel 
durch w und den Winkel der reinen Drehung des Kérpers durch @, so ist 


2 T= A(—y'sin pcos 0+-9’sin 0)?— B(y'singsin 0+ g'cos0)*+ C(y'cos p+ #7); 
U=— Mg|(acos 6 — bsin 6) sin g —ccosq}, 


wo M die Masse des Kérpers, g die Beschleunigung der Schwere, A, B, C 
die Haupttrigheitsmomente um den Punkt O des Kérpers und a, b, ¢ die 
Koordinaten des Schwerpunktes des Kérpers in bezug auf das mit dem 
*) Thomson and Tait, Treatise on Natural Philosophy, I, art. 319, 1879. Routh, 
A treatise on the stability of a given state of motion, ch. IV, art. 20, London 1877. 
Helmholtz, Prinzipien der Statik monozyklischer Systemes, Journ. f. Math. 97, 1884. 
Kolossow, Uber einige Abinderungen des Hamiltonschen Prinzips (Petersburg 1903, 
russisch). 
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K6rper fest verbundene Koordinatenachsensystem bezeichnen. Die Koordi- 
nate y ist zyklisch, sodaB 


oT 
i [ = const. 


ist. Die Funktionen G, TT, N ergeben in diesem Falle, wenn man zur 
unabhingigen Variablen @ wahlt, 
2G = [(Asin® 0+Bcos? @) — A(B—A)?* sin* @ cos? 6 sin? p]k* 
— 2AC0(B—A)k sin 6 cos 6 sin g cos p + C(1—AC cos’ yp), 
T =—FA[(B—A)ksin@cos#+Ccosg], 2N=fA, 
wo 
x = (A cos* 6+ B sin? 8) sin? pm + C cos* o. 


Die Aufgabe reduziert sich auf die Integration einer Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung*) und auf zwei Quadraturen, die w und ¢ bestimmen. 
Die in Rede stehende Gleichung zweiter Ordnung kann auf die Form 


y= P+ VP,V WP, 
gebracht werden, wo V, W rationale Funktionen von z und y, P, und P, 


Polynome dritten und zweiten Grades in bezug auf den Differential- 
quotienten y’ mit veriinderlichen rationalen Koeffizienten bezeichnen. 


Im April 1910. 


*) Vergl. P. Stickel, Ausgezeichnete Bewegungen des schweren unsymmetrischen 
Kreisels. Mathematische Annalen Bd. 65, 8. 554. 














Berichtigung 


za dem Aufsatz von L. E. J. Brouwer: ,,Uber eineindeutige, stetige Transformationen 
von Flaichen in sich“, 8. 176—180 dieses Bandes 
8.176, Z.9 v.u.: statt ,sie approximierenden“ lies ,,zylinderférmigen sie approxi- 
mierenden“. 
8.177, Z. 4: statt ,geschriinktes“ lies ,,in einer Kreisfliche enthaltenes“. 
8. 179, Z. 16: statt ,,sich schlieBenden einfachen“ lies ..auBerhalb der Enden einfachen“. 
ibid., Z. 18: statt ,,sich schlieBenden“ lies ,,einfachen“. 














